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Fourier sor

Tekintstink egy T periddusidejli periddikus figgvényt, amely a (0, T) intervallumon
abszolut integralhaté

FU+T) =101, / Pyt < oo .

Ezek a fliggvények egy linearis vektorteret alkotnak a valés szamtest felett a
pontonkénti 6sszeadas miveletével. Definialjuk a kdvetkez6 belsd szorzatot:

/f (di, f.g: R—R, f(+T)=11).50+T) = (1)
A sin( th) és cos(Tt) figgvények (n € Z) bazist alkotnak a vektortéren.
T 2nm. . 2mm T
/0 sm(Tt) sm(TI)dt 25
T 2nm 2mm T
/0 cos(Tt) cos(Tt)dt 2(5

T 2nm 2mm
in(—-—t¢ —1)dt =0
| s cos(2 )
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Fourier sor

T 27
/0 sin( 27 ) sin(2 yar = L /0 sin(nx) sin (mx)d

= T (costtn ) cos(in ) e = D

T 2 T 2
/ cos( z—ﬂt) cos( ﬂl)dt cos(nx) cos(mx)dx
0 T 27

= %% /0 ’ (cos((n — m)x) 4 cos((n + m)x)) dx = génm
/o sin(zn?ﬂt) cos (2’" Ndr = — / ) sin(nx) cos(mx)dx

=33 /0 ) (sin((n 4+ m)x) + sin((n — m)x))dx =0
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Fourier egyutthatdk

e ) A gitarhar médusai:. sin(%x), aho.I L
a hdr hossza. A gitar hir moédusaibdl
tetszbleges alléhullam felépithets. Az
N PARVEVAN sl alléhullam kezdeti alakjat a pengetés helye
hatarozza meg. Az iddbeni feljlédést
befolyasolja a gitar rezonator része.

fundamental mode (n=1) first harmonic (n = 2)

second harmonic (n = 3) third harmonic (n = 4)

Gitarhurok kilénb6z6 médusai
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Fourier egyutthatdk

Fourier egyUtthatok:
T s AN e —
=2 / 700 sin( 2 p)ar J/ N
T/ T n ’ /
. ) : ;
by = % / 1% cos(Z”T”z)dt ‘ \_/

f(t)

\ 72 |_|T |_| t
Hatarozzuk meg egy négyszéghullam Fourier egyUtthatoit: 7 (r) paratlan = csak
szinuszos egyUtthaték maradnak:

2 (12 2nm 2 2nm 2
=2 in(=—1)dt = —— = == (1—(=1)
a 2T | f(1) sin( T 1)dt - cos< T t) . mr( (=DM
1 = 4 1 csak paratlan egyultthaték maradnak
7 2m—+ 1
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Fourier transzformacio

@ Lehet-e Fourier sora egy nem periddikus fliggvénynek?

Tekintsink egy véges tart6ju fuggvényt és
o szerkesszlnk belble egy periodikus figgveényt.

- 2nm 2nm
° oot Zan sin (TZ) + b, cos (Tt)

/‘/\/“’\/‘/\
P /f sin <—t) dt

NN 2 el
. - bn—T/Of(l)cos<Tl)dt
No6veljik a periédusidét. Ha T-vel tartunk a végtelenhez, az izolalt fliggvény

sorat kapjuk. A periédusidé névekedtével két szomszédos frekvencia kdzotti
kildnbség csdkken: Aw = 27” Vezessiink be U] egyltthatdkat:

1 (7 . (2nm 17 2nm
= ;/0 f(t) sin (TI) dt B,r = ;/0 f(t) cos (Tt) dt
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Fourier transzformacio

17 2 1 (7 2
Anr = ;/0 f(r) sin <$t> dr, B.r = ;/O f(#) cos (%t) dt

irjuk fel a fliggvény sorat:

oo

f() = Z (An,r sin (nAwt) + By, r cos (nAwt)) Aw
n=0

Ha T — oo akkor Aw — 0 és nAw = w folytonos véltozéva vélik és az sszegzés
helyett integralt alkalmazunk:

) = /O " (A(w) sin(wr) + B(w) cos(wr)) dw

A Fourier egyUtthatok:
Alw) = %/j:f(t) sin(wr)dt B(w) = %/::f(t) cos(wt)dt

Feltételeztiik, hogy f(r) véges tart6ju. Altalaban gyengébb feltétel is elég a Fourier
transzformalt I1étezéséhez. Ha a fliggvény végtelenben nem tlnik el, akkor altalaban
gond van a Fourier transzformaltjaval.
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Komplex Fourier transzformacio

Aw) = / f@ysin(nd,  B(w) = - / (1) cos(wi)dr
Fejezzik ki a szinusz és koszius fliggvényeket az Euler formula segitségével:

sin(wr) = % (

és allitsuk el6 az f(r) fuggvényt:

iwt —iwt
e —e ) s

(eiwl + e—iwl)

N —

cos(wt) =

o= [~ (A(w)% (6 — &™) + Bw) 5 (¢ + e‘i‘“’)) de

Ny OEUE P CELICER

2 2
———— ————
F(w) F(=w)

Itt felhasznaltuk, hogy A(—w) = —A(w) és B(—w) = B(w).

70) = /O " Pw)e'dw + /0 " F(—w)e M = / 7 Flw)e duw

—o0
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Komplex Fourier transzformacio

Osszefoglalva

Fourier transzforméacio

Flw) = W) iAW) _ZiA(“’) _ L /_ e ar

™

70 = [ Fwea
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Komplex Fourier transzformacio

Néhany fliggvény Fourier transzformaltja: ™’
Korabban lattuk: )
lim 1 sin(ax) =4(x)
a—oo T X
Szamitsuk ki a ¢' Fourier transzformaltjat:

1 o iwot  —iwt . 1 a i(wo—w)t 1 i(wp—w)a —i(wp—w)a
— et = lim — e dt:_i(e —e )
PX a=oo 21 27 (wo — w)

1 si —

Jim LS00 —w)a) s )

a—oo T wy — w

Hasznaljuk a Fourier transzformaciora a kdvetkezb jeldlést:

FO0) = 5= [ e ar = F)
Tehat: .
F(“") = 6(wo — w)
F(cos(wot)) = %(6(wo —w) +0(wo +w)), F(sin(wor)) = f%(cﬁ(wo —w) — d(wo +w))
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Komplex Fourier transzformacié tulajdonsagai

@ Létezik a Fourier transzformacié inverze:

(1] = % /_oo fe “dr,  FF(w)] = /_Oo Flw)e“ dw

CIFFOI =0, F[FFW)I] = Fw) ]

oo 1 oo o, 1 [eS) co ,
‘F71 [‘F[f(t)” — /_oo el“ﬁdW§ /_oof(t/)efxwr dt/ — g\/_oodt/f(t/)/_ooelw(tft )dw Zf(t)

| —
278 (t' —t)
]-' -1 [F( w)] / (/ et ) e Wi gy
1

= — dw F(w' )/ W =gy = F(w)
271- — 00 — 00

276 (w! —w)
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Komplex Fourier transzformacié tulajdonsagai

@ A Fourier transzformacié lineéris:
Tételezzlk fel, hogy létezik f(r) és g(r) Fourier transzformaltja: f(w), g(w). Ekkor

Flof (1) + Pe(0)] = aF [f(D)] + BF [¢(1)]
F ol of (@) + Bg(w)] = aF ' [f(w)] + BF ' [g(w)]
@ Flf(t+7)] =™ FIf(r)] = ¢™F(w)

1 e —iw. iwT 1 i N —iwt g1
‘F[f(t)]:ﬁ/ flt+m)e ™dt = ¢ E/ f(e ™ df

F(w)

aholt =¢t+ .

@ Derivalt figgvény Fourier transzformaltja:
TételezzUk fel, hogy az f(r) derivalhato és |étezik a Fourier transzformaltja:
Flf@)] = F(w). ) .
Ff'(1)] = iwF[f(1)] = iwF(w)
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Fourier transzformacié tulajdonsagai

@ Ff' (] = iwF[f(1)] = iwF(w)
A bizonyitashoz végezzlink el egy parcidlis integralast:

_L = —iwt 5, L iwt |00 i R it . ‘
)] = 21 [wf (t)e™™dr = o F(0e |~ |+ 27r1w/ioof(t)e dt = iwF(w

A keretben 1év6 kifejezés, ha létezik a Fourier transzformalt, altaldban eltlinik.
Vannak kivételek!

@ Primitiv figgvény Fourier transzformaltja

1 1
F { / f(t)dt} = —Flf()] = —F(w)
Legyen F(r) az f(¢) figgvény primitiv fliggvénye:

oo}

‘F[F(t)] = L /_oo F(l‘)e_iw'dt = L ,iF(t)eiw'

2w 2 iw

—ledl
27T iw / 1)

—0o0

1
= aF (w)
Az el6zbekhez hasonléan egy jol viselkedd fliggvény esetében eltlinik a
bekeretezett tag, ha ez nem teljesil, akkor alaposabban meg kell vizsgalni a
kifejezést.
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Fourier transzformacié tulajdonsagai

@ Id6tikrozés:

Flif)] =F(w), Flf(-1)]=F(-w)
/ f(=t)e ™dr = 5 /;mf(—t)e*"”’dt = % [:f(l)ei”’dz =F
@ Paritas:
Paros flggvények:

Paratlan figgvények:
f(0)=—f(=1) = F(w) = —-F(-w)

Paros fliggvénynek paros, paratlan fliggvénynek paratlan a Fourier
transzformaltja.
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Néhany Fourier transzformalt

@ Dirac delta Fourier transzformaltja:
F@)] = / T S(edr = -
T2 oo ¢ T 27

@ Konstans fliggvény f(¢) = a Fourier transzformaltja:

1

T

Fla] /:: ae”'dt = ad(w)

@ Lépésfiggvény Fourier transzformaltja:
Tudjuk, hogy a Iépésfliggvény a Dirac delta primitiv fliggvénye, hasznaljuk a
primitiv figgvényre vonatkozé szabalyt:

FIO(0)] = - FI5(0)] +8(w) = 5 + ()

T 2miw
A lépésfliggvény nem tunik el 1 — oo-ben, ezért marad valamilyen g(w) a
parcialis integralas soran.
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Néhany Fourier transzformalt

@ Lépésfuggvény Fourier transzformaltja:

FlO()] = go +8()

A lépésfuggvény definicidjabol kdvetkezéen:©(—1) + ©(r) = 1. Fourier
transzformaljuk mindkét oldalt:
-1
Flo(=nl+Fe@]= +8(w) +

2miw

+8(w) = 6(w)

2miw
A g(w) flggvényt parsonak varjuk el:

28(w) = 0(w)
Tehat a lépésfliggvény Fourier transzformaltja:

1
T 27w

F o)

+ %5(0.))
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Néhany Fourier transzformalt

@ Szignum (eldjel) figgvény Fourier transzformaltja:

-1 ha t<0 —e” ha t<0
sgn(r)=4¢ 0 ha t=0 |, gt)=4¢ 0 ha =0
1 ha >0 e ™ ha t>0

Egyszerlien meggy6zddhetimk réla, hogy ha a — 0 akkor g(r) = sgn(z).

_ 1 o —iwt 3, 1 0 (a—iw)t o — (a+iw)t
f[g(t)]—ﬂ[wg(l)e dt—ﬂ( [me dt + ; e dt

1 LI N S
27 a—iw  a+iw) 2ma®+w?

lim 7 [g(1)] = F [sgn(1)] =

Masrészt a szignum fliggvény elballithato a l1épés fliggvénnyel is:
sgn(r) =2 (@(t) - %) Tehat

2miw
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Néhany Fourier transzformalt

@ Haranggérbe Fourier transzformaltja:

2
f)=e =
Hasznaljuk fel a kdvetekzd 6sszefliggest:

/ e~ gy = Vm, Vzecl

1 [~ _2 1 [ 2 tiw
FIf0) = ZW/ e Ee - L e(fz+ )

Alakitsuk teljes négyzetté az exponenst:

2 iwr\® W, t
— +iwt = + — ) + eslegyen x = —
72 2 4 T

Flf@)] = L B O P SIS B
7277/—006 e TxfzﬁTe
Haranggorbének haranggérbe a Fourier transzformaltja. A haranggérbe
szélességét  hatdrozza meg: mennél nagyobb 7, annal szélesebb a gorbe. A
Fourier transzformaltja forditva viselkedik: mennél nagyobb 7, annal keskenyebb
a Fourier transzformalt.
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