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Dirac delta

Vizsgaljuk meg a kdvetkez6 fliggvényt:

0 ha |x|>a
f(xm)—{i ha x| <a

2a

A flggvény integrdlja az abran lathaté téglalp
terlletével egyezik meg, amely a tetszbleges értéke

mellett egységnyi lesz: / f(x,a)dx=1. Haa

értéke kozelit nulldhoz, akkor a figgvény
nyilvanvaléan végtelenhez tart, de az integralja
ebben az esetben is egy lesz:

- 3/2a
fx)

L ta

lim fxya)dx=1.
a—0 0o

Nézzik meg, hogy_mi lesz a kdvetkezd integral értéke:

a—0

ahol g(x)-rol feltételezziik, hogy folytonos fliggvény.

lim /_oo f(x,a)g(x)dx =7
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Dirac delta

oo

lim f(x,a)g(x)dx =7

a—0

Az integral becsléséhez hasznaljuk az integral kbzépérték tételt: vagyis létezik az
(—a, a) intervallumon egy xo amelyre teljesil, hogy

/ flx,a)g(x)dx = /7 f(x,a)g = 2ag(xo)f (x0,a) = g(x0) , xo0 € (—a,a).

Ha a értékével nullahoz tartunk, akkor nyilvan

lim / " e @)g(x)dx = 5(0)

a—0 [ _

Azt mondjuk, hogy a liIr(l)f(x, a) hatarérték az u.n. Dirac delta egy eléallitasat adja:
lirr(l]f(x7 a) =06(x) .

A Dirac delta disztriblciot az integraljan keresztiil értelmezhetjik:

x0+€
/ " g x0)ds = glo)

Xp—¢€
ahol ¢ tetsz6legesen kicsiny valés szam.
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A Dirac delta néhany tulajdonsaga

A Dirac delta definici6jabol kdvetkezik, hogy
x0+€
/ 0(x —xo)dx =1.
X0)—€

Mi a Dirac delta primitiv figgvénye?

* 0 ha x<0
/ 5(x)dx:9(x):{1 ha x>0,

vagyis a ©(x) lépésfliggvény derivaltja egy Dirac
delta. Ha szakadas van egy fliggvényben, a
derivaltjadban a szakadas helyén egy Dirac delta
lesz:

—

/ g(x)=f(x) +a O(x-x)

f(x) =g(x)+a®(x—x0) ,  f'(x) = (x)+ad(x—x0)
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A Dirac delta néhany tulajdonsaga

Nézzik meg a kdvetkezd integralt:

/fwaﬁmw:

dz |
lg'(x)|”

L if(X)é(g(x))dx - [ Z PR

lg'(x)]

Alkalmazzuk az z = g(x) helyettesitést, ekkor dx =

dz

A Dirac delta kicsippenti azokat az értékeket, ahol az argumentuma nulla lesz, igy

[ rwste =y L8

g’ (xi)|

ahol x; a g(x) fuggvény zérushelyeit jeldli.

Dirac delta 5/11



A Dirac delta néhany tulajdonsaga

Nézzik meg a kovetkezd példat:

/0 e 0(sin(x))dx = Z|cosn7r 267 771—e"’

ahol kihaszndltuk, hogy a sin(x) fliggvénynek nr a zérushelyei és | cos(nm)| = 1,
valamint felhasznaltuk a geometriai sorra vonatkoz6 &sszegszabalyt.

Ertelmezhetjilk a Dirac delta derivaltjat is, egy parcidlis integral segitségével:
Xp+¢€ , xX0+€ ,
[ 08 = s = gl + 3(0) — gl 3(=2) — [ 030 ~x)

xXp—¢€ Xp—€

A fenti egyenletben () és §(—¢) eltlinik, hiszen a Dirac delta csak a nullanal
kilénbozik nullatél, igy

Xo+e Xp+e
/ " g8~ e = - / 05— ) = /()

Xp—€ xXp—¢€
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A Dirac delta mas eldallitasai

Gauss integral:

Szamitsuk ki az integral négyzetét:

o0 2 (e o) o0 oo
I’ = (/ e7x2M) :/ ef"zdx/ efyzdy:/ ef(xu"’z)dxdy

Végezzik el a kétdimenzios integralt a teljes sikon,
hasznaljunk polar koordinata rendszert. Egy r sugaru, dr
szélességl gylrd terlilete 2mrdr.

ar oo ! oo co
r :/ ei<x2+’2>dxdy :/ e orrdr = —we | =n
—o0 0 0
Tehat: -
2
/ e Vdx=+/1
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A Dirac delta mas eldallitasai
/00 dezl ‘?
—0 X 0 /'
I

Az inproprius integral meghatarozasdhoz vezessik
be a kobvetkez6 fuggvényt:

[
. INAVAY R
R = [ ey, NS
i Y

X 20 15 10 o 0 15 20

Nyilvanvaldéan F(0) visszaadja a keresett integral felét, F(s) értéke pedig a
végtelenben nulla kell, hogy legyen. Derivéljuk az el6z6 egyenletet:

/ * —sX _» 1 > —(s—i)x —(s+i)x _ 1
F(s)z[we 51n(x)dx25[w(e —e )dx——m

Vagyis a kovetkez6 differencial egyenlethez jutottunk, amelyet az F(oo) = 0 feltétellel

kell megoldanunk: F'(s) = —#. Az egyenlet megoldésa integralas utan:
1+ s2
F(s) = —arctg(s) + C .

Az arctg(s) fliggvény a végtelenben /2, tehat a megoldés F(s) = —arctg(s) + w/2 és

F(0) = /2, tehat
/ sin(x) de— 7.
oo X
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A Dirac delta mas eldallitasai

@ Eléallitas Gauss fliggvénnyel:
A Gauss flggvény integraljarol kdnnyen belathatjuk, hogy egységnyi a
tetszbleges valasztasa esetén:

wﬁ/ RRCEE

Ha csdkkentjik az a paraméter értékét, akkor a haranggdrbe egyre keskenyebb
lesz, de a magassaga egyre nd. Ha a-val tartunk nulldéhoz, akkor a Dirac delta
egy masik eléallitasahoz jutunk:

e () = 5(x).

lim

a—0 a\f
1 sin(ax
0 (= =)
A faggvény integralja a teljes valds tengelyen egy lesz, figgetlendl a értékétdl. A
flggvény a maximumat az x = 0 helyen veszi fel és attdl tdvolddva rohamosan
csOkken az értéke. Az els6 zarus helye az /a helyen lesz. Ha az a paraméterrel
tartunk a végtelen felé, akkor a zérushelyek egyre kdzelebb kerlilnek és a
fliggvény maximuma egyre nagyobb lesz, tartunk a Dirac deltahoz:
lim

a—oo T X - 5(X) ’
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A Dirac delta mas eldallitasai

Tudjuk, hogy 1 sin(as)
smiax

m ————= =4(x) .

a—oo T X

Szamitsuk ki a kdvetkezd integralt:

&= . 1 Y ik ) . 2isin((k — k")x)
i(k—k")x -1 ( i(k—k")x i(k—k )A) -1
/, L =Ty e ¢ S ik—K)

—0o0

/ K e = 2w (k — ) J
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Green flggvény

Mi kéze a Dirac deltanak a differencidlegyenletekhez?
Tekintslik a kdvetkezd masodrend, linearis inhomogén differencialegyenletet:
Y (%) + a(x)y' (x) + b(x)y = f(x)

Hogyan hatarozhatnank meg egy partikularis megoldasat? Keressiik meg a G(x,x")
faggvényt, amely kielégiti a kdvetkezd differencidl egyenletet rogzitett x' mellett:

d*G(x,x' dG(x,x")
dx? dx
ekkor egy partikularis megoldas eléallithat6é a kovetkezd integrallal:

+ a(x) +b(x)G(x,x") = 6(x — x)

Wp(x) = /Ooo G(x,x/)f(x')dx/

Helyettesitsiik be az inhomogén egyenletbe:

co 12 / [e%S) G / ]
[T pna s [T TE D a1 [T b6 e
0 dx 0 dx

= [T (G ©) s bty ) s = [ =10

S(x—x")
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