Ko6zonséges differencial egyenletek

A differencidlegyenletek a fizika szinte minden teriiletén el6fordulnak. Tanulméanyaink soréan
valosziniileg az elsG differencial egyenlet, amellyel taldlkoztunk a Newton egyenlet volt, még ha
nem is neveztiik nevén a gyereket:

ma=F.

A gyorsulas a hely id§ szerinti mésodik derivaltja, az eré pedig fligghet a helytdl:

Ennek az egyenletnek a megoldasa a hely az id§ fliggvényében. Ha nem szoritkozunk csak
egy dimenzidra, akkor harom differencial egyenletbdl all6 rendszert kapunk, amely megoldéasa a
tomegpont id6fiiges palydja. A fenti egyenletben nem szerepelnek parciélis derivaltak és a legma-
gasabb derivalt a hely masodik derivaltja, ezért kozonséges, masodrendi differencidlegyenletnek
nevezziik.

1. A kozonséges differencial egyenletek osztalyozasa

Altalanossagban a kovetkezoképpen irhatunk fel egy n-ed rendi, kozonséges differencial egyenle-
tet:

F (m v,y y("‘l)) = y™  explicit
F (.’L‘, Y, y/7 e y(n71)7 y(n)) =0 lmphmt

A tulajdonsagaik alapjan tovabb osztabb osztilyozhatjuk a differencidlegyenleteket. Linea-
risnak mondjuk a problémat, ha a kévetkezd alakban irhatjuk fel:

y = ' ai(z)y® +r(z) . (1)

y™ =" ai(x)y" . (2)

Koénnyen meggy6zddhetiink rola, hogy ha y;(x) és ya2(x) megoldasai a homogén, linearis differen-
cial egyenletnek, akkor azok ay(z) + Byz2(z) linearis kombinacioi is kielégitik azt, ahol «, 5 két
tetszdleges valés vagy komplex szam.

y1 és yo is kielégiti a 2 szami egyenletet:
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Helyettesitsiik be a két megoldas linearis kombinaciojat a differenciél egyenletbe:

n—1 n—1 n—1
oy + By = 3" ay(x) (ayp + Byéz)) =aY ai@y! +8" ai(z)yy
=0 1=0 =0
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Ha az yo(z) fiiggvény kielégiti a 2 szamu homogén egyenletet, az y;(z) pedig megoldasa az
1-es inhomogén egyenletnek, akkor az y = ayo(z) + y1(z) fliggvény is megoldasa az inhomogén
egyenletnek.
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2. Homogén kozonséges differenciadlegyenletek

2.1. Szétvalaszthato valtozdéja differenciidlegyenletek

Ha az elsérendd differencialegyenletet az 3y’ = f(x)g(y) alakban tudjuk felirni, akkor szétvalaszt-
hato valtozoju differencidlegyenletrsl beszéliink. Tételezziik fel, hogy az f(x) és g(x) fiiggvények
folytonosak azon az intervallumon, ahol a megoldast keressiik és g(y) # 0 ezen a tartomanyon.

d
Az d—y = f(x)g(y) egyenletet atirhatjuk a vele ekvivalens
x

—— = f(z)dx 3)

egyenletre, amelynek az altalanos megoldésa

/gcgz):/f(x)dx—i—C, (4)

ahol C' egy tetszbleges valds szam. Legyenek a primitiv fiiggvények

= ﬂ ) = x)ax
Gly) = / it F) / f(@)dz (5)

Ekkor a megoldasra a kovetkezd implicit egyenletet kapjuk:
Gly) = F(z)+C (6)

Nézziink a modszer néhany egyszert alkalmazasat:

Vizsgaljunk egy folyadékban mozgo6 testet, amelyre csak a sebességgel aranyos surlodasi
eré hat. A Newton egyenlet a kovetkezs alaki lesz: ma = —aw, ahol a a test gyorsulésa,
v pedig a sebessége. A gyorsulast kifejezhetjiik a sebesség id§ szerinte derivaltjaval:

my = —aw, kicsit dtrendezve: v = —-v. Alkalmazzuk az el6bb tanult modszert:

dv Q
—=—— [ t—In(C). 7
C=-2 [ @
Az integralasokat elvégezve:
e
l =——t—In(C 8
nv) = =t~ In(C), 0
ahonnan egyszertien kifejezhetjiik a v(t) fiiggvényt:
v=Ce mt. 9)

Az y = ay egyenletet, amelynek a megoldasa az el6zéek szerint y = Ce®, elsérendi,
allandoegylitthatos differencidlegyenletnek nevezziik.



Maésodik példaként vizsgaljuk meg a harmonikus rezgémozgast. Egy egyik végén rogzi-
tett rugd masik végén egy m tomegi test mozog vizszintesen surlodas nélkiil. A Newton
egyenlet a kovetkezs alaku lesz: ma = —kx, ahol k rugédlland6. A rugoerd, koztudo-
masilag, ardnyos a rugd megnyuilasaval. Az a gyorsulést irjuk fel Ggy, mint a hely id§

szerinti méasodik derivaltjat. Ekkor a & = ——u=x, egyenletet kapjuk, amely egy masodrendi

differencidlegyenlet. A valtozok szétvalasztasanak a modszerét csak elsé rendi differenci-
alegyenletekre alkalmazhatjuk, ezért mas utat kell valasztanunk a megoldashoz. Irjuk fel a

rendszer energiajét:

1 k
E = 5mg‘ﬂ + 5@»2 (10)

Fejezziik ki a sebességet az energiabol:

i= 2 (5~ 5e?) (1)

m 2

Ez mar egy szétvalaszthat6 valtozoja differencidlegyenlet, amelyet meg tudunk oldani. Mi-
el6tt neki kezdenénk az integralasnak, csinositsuk egy kicsit a kifejezést:

dr |2 k PE [ &
r = —_—= —_— —_— 2 = _— 1—7 2 . 12
TTa  \m (E 2" > m Yon (12)

Irjuk fel az integralokat:
d
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Vezessiik be az 1j, y = 1/ ==z valtozot, ekkor de = 1/ —dy:
2F k
[2E J
m k m Y
yaa dy= [ [~ [arc 14
QE/,/;l_yzy 2 -2 (14)

Végezziik el az integralokat (Wolfram alpha):

\/ %arcsin(y) =t+C, (15)
k k
. _ |k 1
arcsin( —2Eac) mt +o, (16)

ahol ¢ egy, a kezdeti feltételek altal meghatarozott konstans. Vezessiik be az w? = %

korfrekvenciéat és fejezziik ki az x elmozdulast:

x = \/?sin(wt + ) (17)

E
Keressiik meg az = jelentését! Amikor a rugd megnytlédsa a legnagyobb, a test sebessége

helyettesitsiik vissza x-et:

éppen nullaval egyenld, vagyis a teljes energia megegyezik a rugd potencidlis energidjaval:



k [2F
E = §A2, ahol A a mozgas amplituddja. Az amplitido tehat A = = igy a 17 szamiu
egyenletben a megoldas a szokisos
x = Asin(wt + ¢) (18)
alakban adodik.

Ha a 4 szamu egyenletben a g(z) fiiggvényt egy alandoval helyettesijiik, akkor a szétvalaszt-
hato valtozoju differencidlegyenletek egy specialis csoportjat kapjuk:

dy _

Y=ty (19)

Az el6z6ekhez hasonldan oldjuk meg a differencidlegyenletet:

c;y = /f(w)dx—i—C (20)
In(y) = /f(x)dm+0 (21)

Vagyis az egyenlet megoldasat y(z) = elo F@)dr" alakban kapjuk.
Az €l6z6 elst rendi kozonséges differenciél egyenletet kiegészithetjiik egy inhomogén taggal:

y +p(@)y = q(z) .
A megoldashoz mindkét oldalt szorozzuk be egy u(z) fliggvénnyel:
u(@)y’ + u(z)p(r)y = u(z)q(z) .

A bal oldalt egy teljes derivaltta alakithatjuk, ha az u(z) fliggvény kielégiti a kovetkezs feltételt:
u(z)p(xz) = v/(z). Ez maga is egy differencial egyenlet, melynek a megoldasa:

u(z) = e P@d

ekkor

u(z)y' + u(@)p(x)y = u(z)y' +u'(x)y = = u(z)q(x).
Mindkét oldalt integréalva:
uy = /u(:c)q(m)da: + C;,

ahol C' egy integralasi konstanas, szabad paraméter a kezdg§ feltételek teljesitéséhez. Tehat a
k.d.e. megoldasa:

ylx) = — /u(x)q(x)da? + u(Ca:) )



