Els6 rendii linearis, kozonséges differencidlegyenletek Green
fuggvénye

Tekintstink egy &altalanos els6 rendd, inhomogén lineéris, kozonséges differencialegyenletet:

y+pt)y=q(t) .

Azt a fliggvényt, amely kielégiti a differencidlegyenletet, de nem feltétleniil tesz eleget a kezdd
feltételnek, partikularis megoldasnak nevezziik.A partikularis megoldas megkeresésének egy lehet-
séges modja a Green fiiggvény alkalmazésa.

A Green fiiggvény a nevét az angol matematikus/fizikus George P
Green neve utan kapta. Eredetileg a Maxwell egyenletekben
felléps parcialis differencial egyenletek megoldasat tanulmany-
ozta, de az &ltala kidolgozott moédszer altalanosan elterjedt
a differencidlegyenletek megoldasa soran és a fizika szamos
tertiletén felbukkan. Green eredetileg miikedvel§ matemati-
kus volt, — eredeti foglalkozasat tekintve malom tulajdonos, —
de munkéassiga mindenképp a legnagyobb matematikusok k&zé
emeli. Sneintonban
Keressiik azt a kétvaltozos G(t,t') fliggvényt, amely kielégiti a kovetkezs egyenletet azzal a
feltétellel, hogy G(a,t’) = 0 egy adott a valés szam esetén.

A Green csalad szélmalma

DG+ (G = 5t~ 1)

Amennyiben ismerjiikk a fenti fliggvényt, akkor egy partikuléris megoldast a kovetkezSképpen
adhatunk meg:

w) = [ t))ar (1)

A prem feltételbsl adodoan y,(a) = 0, amelynek az a jelentése, hogy a ¢(t) inhomogén tagot
egy véges id6ben kapcsoljuk be, el6tte pedig nulla volt. Ez a feltétel nem jelent problémét a
konkrét megoldas esetén , hiszen a kezdeti feltételt kielégité megoldast a partikulars megoldas
és a homogén megoldas linearis kombinaciéjaként keressiik:

y(t) = ayn(t) + yp(t) .

Az 1 szamu egyenlettel megadott partikularis megoldéast behelyettesitve a differencidlegyenletbe
meggy6z&dhetiink rola, hogy az kielégiti az inhomogén egyenletet. Tegyiik fel, hogy az integralas
és a differencialas sorrendjének felcserélésehez minden feltétel teljesiil:

/ (;G(t,t’) " +p(t)G(t,t’)> fea = [ o - )1t = ).
Hogyan kereshetjiik meg a Green fiiggvényt? Ha t < t’ akkor

O Gt + () =0,



vagyis a Green fliggvénynek aranyosnak kell lennie a homogén megoldéassal: G(t,t') = cryp(t).
Ugyen igaz akkor is, ha t > t/, G(t,t') = coyn(t). Nézziik meg, hogy mi torténik, ha t = ¢!
Integraljuk a differencialegyenletet ¢’ koriil egy kicsiny & tartomanyon:
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Az egyenlet jobb oldala egységnyi, hiszen a Dirac delta integralja barmilyen kicsiny intervallumon,
amely az argumentuma zérushelyét tartalmazza egy. Tételezziik fel hogy p(t) és G(t,t’) korlatos.
Ebben az esetben a baloldal masodik tagja eltiinik, ha e-nal tartunk nulldhoz.

GHt'+,t)-G{t'—,t)=1,

vagyis a Green fliggvénynek ugrasa van, ha t = t/. A perem feltétel szerint, G(a,t’) = 0, amely
csak akkor teljesiilhet, ha a ¢; allandot nullanak vélasztjuk. A Green fliggvény ugrasa t = t’-ben
akkor teljesiilhet, ha a ¢y allandot ugy valasztjuk meg, hogy G(¢',t') = 1:

n_ [0 ha a<t<t
G(t’t)_{ coyp(t) ha t>+¢

A homogén egyenlet megoldasa yp(t) = eJ Pt Egyszertien meggy6z&dhetiink, hogy a

G(t, 1) = e~ Jop@dag (s ) (2)

fliggvény kielégiti a kirétt feltételeket.
Korabban megtanultok, hogy hogyan kell megoldani egy altalanos, els6rendi, inhomogén
linearis differencialegyenletet megoldani:

y+pt)y =qt), u(t) = el POt

u(t) = / u(t')g(t)dt’ + C—— (3)

L
u(t) u(t)’

ahol C' a szaban dparaméter a kezddfeltétel teljesitéséhez. Legyen P(t) = / p(t)dt, a p(t)
fiiggvény primitiv fiiggvénye. Ekkor a 3 megoldést a kovetkeySképpen irhatjuk fel:

t
y(t) = e T / O qdt' + Ce PO (4)

Nyilvanvaloan y,(t) = e P 4 differencidlegyenlet homogén megoldésa. Vizsgaljuk meg, hogy
mire vezet, ha a 2. egenletben megadott Green fliggvénnyel elGallitjuk a partikuléris megoldast:
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amely megegyezik a 4. szamu egyenlet partikularis megoldaséaval.



