Masod rendii linearis, allandéegyiitthatos kozonséges
differencialegyenletek Green fiiggvénye

Tekintsiik elGszor az allandoegyiitthatos esetet:

i(t) + ay(t) + by(t) = f(t) -

Ebben az esetben konnyen belathatjuk, hogy ha az y(t) fiiggvény kielégiti a differencialegyenletet,
akkor egy to-lal eltolt fiiggvéy is kielégiti azt:

§(t +to) +ay(t +to) + by(t +to) = f(t +to) -

Altalanos esetben az a, b paraméterek idsfiiggése miatt ez nem teljesiil. Kerssiik a kovetkezd
differencidlegyenlet megoldaséat:
g+ag+bg=9(t).

Nyilvanvaloan a yp(t) homogén megoldas kielégiti az egyenletet. ha ¢t # 0. Keressiik a megoldast
g(t) = yn(t)O(t) alakban, ahol ©(t) a lépésfiiggvény és helyettesitsiik be a differencial egyenletbe!
Ehhez el6bb szamitsuk ki g(t) az els6 és masodik derivaltjat figyelembe véve azt, hogy a lépéstiiggvény
derivaltja Dirac delta lesz.

d
o

2
Sun(HO() = §1O(E) + 54 (0)3() + un(0)5(2)

(1)O(t) = 9nO(t) + yn(0)o()

ahol §(t)" a Dirac delta derivaltja. Helyettesitsiik be a derivaltakat a differencialegyenletbe:
JrO(t) + yn(0)d(t) + yn(0)d(t)" + agnO(t) + ayn(0)d(t) + yn(t)O(t) = 6(t) .
Gyjtsiik Ossze a 1épésfiiggvényt tartalmazo tagokat:
(i + agin + byn) 0(t) + 9(0)5(t) + yn(0)d(t)" + ayn(0)d(t) = 4(t)

Az els6 tag nyilvan eltiinik, mivel yj(¢) kielégiti a homogén diffeencidlegyenletet. A Dirac delta
derivaltjat tartalmazo tagnak is el kell tiinnie, hiszen a jobb oldalon csak §(t) szerepel, ezért
az egyik hatarfeltétal y,(0) = 0 kell, hogy legyen. Ha a masik hatarfeltételnek y,(0) = 1
feltételt valasztjuk, akkor ki tudjuk elégiteni a differencidlegyenletiinket! A Green fliggvény
G(t,t") = g(t —t') alaka lesz, ahol g(t) = yx(¢)O(t) és a homgén egyenelt kielégiti a y5(0) = 0 és
Ur(0) = 1 hatarfeltételeket.

Gt,t) =yn(t =)0t —1t)  ya(0)=0, §n(0)=1

Nézziink meg egy egyszert példat! Legyen a differencidlegyenlet a kovetkezs alaki:
i +w’y = f(t)

A homogén megoldasok: yp1(t) = Acos(wt) és ypa(t) = Bsin(wt). A homogén megoldasna
nullaban el kell tiinnie, ezért csak a sin(wt)-t tartalmazo tag johet szamitasba. A derivaltjanak a
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nulla helyen egységnyinek kell lennie, igy a hatarfeltétalekt kielégité megoldas y,(t) = — sin(wt).
w
A Green fiiggvény tehat:
1
G(t,t') = —sin(w(t —t)O(t —t))
w

Példaként tekintsiink egy LC kort, amelyet egy 7 ideig tarté négyszog jellel gerjesztiink:
A

C I V()
° Il Vo )
[rjuk fel
V(1) L V(t) =V (6(t) —O(t — 7))
° T t
a hurok torvényt az LC korre:
dl @
Vit)—L—=—=
®) dt t
Hasznaljuk fel, hogy I = %:
Ld27Q+Q_V(t) d27Q+iQ—i)
dt2 = C ’ a2  LCTY L
1
Bevezetve az w? = IC jelolést, az elézé differencidlegyenletet kapjuk visszza, amelynek mar

megszerkesztettiik a Green fliggvényét. Egy partikularis megoldést a kovetkezd integrallal tudunk
elallitani:
1 oo

Q,(t) = i/_oo Gl AWV ()t = L/ L sin(w(t - )0 (t - )V (O(F) - O — ) dt

oo W

Az integralt két részre kell bontanunk. Az elsé esetben t < 7:

Qp(t) = I‘fu/o sin(w(t —t))dt’ = % cos(w(t — t’))‘g = %(1 — cos(wt))

A mésodik esetben nincsen gerjesztés, ezért a megoldéast a homogén megoldasok linearis kombinaciéjaként
kereshetjiik, csak a t = 7 pillanatban illeszteniink kell a fiiggvényt és a derivaltjat:

Qp(1) = Acos(wt) + Bsin(wT)$, Qp(T) = —Awsin(wr) + Bw cos(wr)

Qp(T) = LL:))Q(l — cos(wT)) = Acos(wt) + Bsin(wr)
Qp(T) = I‘% sin(wt) = —Aw sin(wT) + Bw cos(wT)

A két ismeretlenes egyenlet megoldésai:
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A= —— (cos(wt) — 1) , B:m
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Masod rendii linearis, kozonséges differenciadlegyenletek Green
fuggvénye

Tekintstink egy altalanos mésod rendt, inhomogén linearis, kozonséges differencialegyenletet:

a(t)j+ By +v(B)(H)y = f(t) -

Tételezziik fel, hogy az a(t), B(t), v(t) fiiggvények folytonosan derivalhatoak és korlatosakaz [a, b]
intervallumon. Keressiik a differencalegyenlet Green fliggvényét homogén perem feltétel mellet:
G(a,t') = 0 és G(b,t') = 0. Jelolje y1(t) és yo(t) azokat a homogén megoldasokat, amelyekre
teljesiil, hogy y1(a) = 0 és y2(b) = 0. A Green fliggvény megkonstrualasahoz hasonléan jarhatunk
el, mint az els6 rendi esetben. Vizsgaljuk meg a Green fluggvényt ¢ < t' és t > t’ esetben.
Mindkét esetben a homogén differencidlegyenletnek kell teljesiilnie, hiszen a Dirac delta nulla, ha
az argumentuma kiilonbozik nullatél. Ha az elsé feltétel teljesiil, ¢ < ¢/, akkor a Green fiiggvény
aranyos kell, hogy legyen y (t)-vel. Ha ¢t > ¢/, akkor a Green fiiggvény aranyos ya(t)-vel:

, (DA®) ha t<?
G(t’t)_{ z;(t)B(t’) ha t>t - M)

Vizsgaljuk meg, hogy hogyan viselkedik a Green fiiggvény, ha t = /! Tételezziik fel, hogy
a Green fliggvénynek ugrasa van a ¢ = ¢’ helyen. A lépés fliggvény derivaltja Dirac delta, a
méasodik derivaltja ¢’(t —t’), csakhogy a differencidlegyenlet jobb oldalan nem szerepel 6(t — t')-
néal bonyolultabb matematikai objektum! Ebbgl arra koévetkeztetiink, hogy a Green fiiggvény
folytonos a t = t’ helyen.

Git'+,t') =G({' -, 1) (2)

A Green fiiggvény derivaltjanak a viselkedését térképezziik fel gy, hogy integraljuk a differencidlegyenletet
t' koriil egy infinitezimalisan kicsiny € tartoméanyon:

t'+e d2G(t t/) t'4e dG(t t/) t'4e t'+e
li t)———Ldt t) ——Ldt HG(t, t)dt = S(t—t)dt =1
tim [ a5 +Z;5ﬁ<> : +A;87U (t.1) _L% (t—1) !
3

Nézziik el6szor az egyenlet bal oldalan szereplé harmadik tagot. Mind a Green fiiggvény, mind
~(t) korlatos, ezért ez a tag eltiinik.

t'+e
li HG(t,t')dt =0 .
lim | (DG #)dt =0
A kovetkezs tag vizsgalatdhoz végezziink el egy parcialis integralast:

e (Yt dB@
- [ G = o
t’—a dt

[t dG(Y) .
lim - 5(”7‘175_ BR)G(t,T)

Miutan 3(t) derivaltja és G(t,t’) is folytonos, ez az integral is eltiinik a € — 0 hataratmenetben.
Az esl§ tag tanulméanyozasihoz végezziink el itt is egy parcialis integralést:

t'+e d2 G t t/
e—0 tH—g dt

dt = a(t)w

dt
dt

e /t’+€ do(t) dG(t, 1)
t/—S dt dt

t'—e



Miutan «(t) folytonosan derivalhato, az utolsd tag hataresetben eltiinik, az el6zéleg taglalt
indokok alapjan, igy a teljes 3. integralbél csak az els6 tag marad:

a(t) (dG(t’Jr,t’) G(t’—,t’)> _1,

dt dt

vagyis:
dG(t'+,t")  G{t'—,t') 1 (4)
dt dt  a)’
Helyettesitsiik be a Green fiiggvény homogn megoldésokkal elGallitott alakjat a 2 és 77 szdmu
feltételekbe:

n(t)AW) —y2(t)B(E) = 0 ()

a(t')’

(S i ) (s )= ()

A fenti egyenlet egy egyszert linearis egyenletrendszer rogzitett ¢’ esetén, amelynek a megoldasa:

vagy matrixosan felirva

no_ Y (t/) N Yy (t/)
= oy PO = o ©

ahol W (') = y1(t") g2 (t')—91(t )y2(t'), a fenti matrix determinansa, az u.n. Wronski determinéns.
A Green fiiggvény tehat a kovetkezd alakot Olti:

Hya (¢
G t t, _ zl(i’))%gt/; ha t S t, 7
) =9 Bown) . oy (7)
@YW (@)
vagy a lépésfiiggvényt felhasznélva
n_ @) o o 2O L,
G(t,t') = a(t’)W(t’)@(t t)+ a(t’)W(t’)G(t t') . (8)

Példa:
Tekintsiik a kivetkez§ differencidlegyenletet és hatarozzuk meg a hozza tartozdé Green fliggvényt
a G(0,t')=0,G(3=t)=0:

2wo’ i
§J+woy = f(t) .
A homegén megoldéasok: yi(t) = sin(wot), y2(t) = cos(wpt). Konnyen meggy6zddhetiink rola,

hogy y1(0) =0 és yQ(Z(jO) = 0. A Wronski determinans:d

L. : 1 1
W(t) = "o sin(wot) sin(wot) — o cos(wot) cos(wot) = —o
A Green fliggvény:
1 1
G(t,1") = —— sin(wot) cos(wot)O (' — t) — — cos(wot) sin(wot')O(t — ')

wo wo



