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Differencial szamitas kezdetei

A differencial kalkulus két megteremtdje:

Gitfried Wilhelm von Leibniz (1646 - 1716)
Ha gyakren elkéveted a kbvetkezb hibat:

' 4 _ dflx) ds(x)
Isaac Newton (1643 - 1727) o W8N = Z0

ne aggodj, Leibniz is elkévette!
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Kbzbénséges differencialegyenletek

A differencialegyenlet, amellyel mar kézépiskolaban is talalkoztunk:
F(x) = ma,

Newton masodik térvénye. Az er6 a hely fliggvénye, a gyorsulés a hely masodik
derivaltja:

Altalanosan egy n-ed rendi kézénséges differencialegyenlet:

explicit: F (x,y,y', - -y(”_l)) =y™ pl.. = —%x - %jc + mg
implicit: F (x,y,y', . -y<”71),y(")) =0 pl.: %m)’cz + gxz —E=0

y = y(x), y*" az y(x) fliggvény n-ik derivaltja. A differencialegyenlet rendje megegyezik
a legmagasabb derivalt rendjével’. A kdzdnséges differencialegyenletek (KDE)
esetén y egyvaltozos fliggvény. Tobbvaltozés fliggvényekre parcialis

” . letel
'@Forms
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Linearis k6zbnséges differencialegyenletek

A linearis KDE-t a kdvetkez6 alakban irhatjuk fel:

n—1

Y= ey + ()

i=0

Ha r(x) # 0, akkor a differencialegyenletet inhomogénnek nevezziik, ha r(x) = 0,
akkor homogén KDE-rél beszéllink:

n—1
Y =3 ay®
i=0
Ha yi (x) és y:(x) kielégitik a homogén, linearis differencial egyenletet, akkor azok

ayi(x) + By2(x) linearis kombinacioi is kielégitik azt, ahol «, 5 € C. Egy n-ed rendl
homogén, lineéris differencial egyenletnek n linearias fliggetlen megoldasa létezik.
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Homogén linearis k6zonséges differencialegyenletek

n—1
A linearis homogén KDE: y™ = " a;(x)y? . yi és y is kielégiti a
i=0
differencialegyenletet:
n—1 ) n—1 )
W =3 ay?, W =3 "a(x)yd .
i=0 i=0

Helyettesitsiik be a két megoldés linearis kombinaciojat a differencial egyenletbe:

n—1 n—1 n—1
ay\” 4+ By{" = Zai(x) (ayi') + Byg’)) =a Zai(x)ygl) +8 Zai(x)yé')
i=0 i=0 i=0

,VY‘) ,V§")

Egyszerlien meggyézddhetlink réla, hogy a jobb és baloldal megegyezik.
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Inhomogeén linearis kbzdénséges differencialegyenletek

Az inhomogén és homogén differencialegyenletek:

n—1 n—1

Y= aly ) =3 oy

i=0 i=0

megoldasa az inhomogén egyenletnek, akkor az y = ayo(x) + y,(x) fliggvény is

Ha az yo(x) flggvény kielégiti a homogén egyenletet, az y,(x) pedig egy partikularis
megoldasa az inhomogén egyenletnek. J

(n)

n—1
ayg” + " Za ) (rf? +37) 470 = a Z ¥o! + Y ailyl” + r(x)
i=0

y(()n) y[@

Az el6z6, homogén differencidlegyenletre vonatkotd tétel alpjan, ha az
yi(x), yz(x) ...ya(x) figgvények kielégitik a homogén differencialegyenletet, akkor a

Z aiyi(x) + yp(x) flggvény is kielégiti az inhomogén differencidlegyenletet,

ahol o E C

Kozonséges differencialegyenletek 6/14



Linearis differencialegyenletek kezdetiérték

problémaja

Tekintslik a kdvetkez6 n-ed rendil, kzbnséges, homogén, linearis differencialegyenle-
tet:

5 J

Egy kezdeti érték probléma esetén a r+ = 0 kezdd pillanatban meg kell adnunk n
fliggvény értéket: y)(0) = b;, j = 0,1,...n — 1. Az n-ed rendi lineéris differencial-
egyenletnek n darab linearisan fiiggetlen homogén megoldasa van, jelblje ezeket y;(z),
i =1,2,...n. A kezdeti értéknek megfeleld megoldast ezek linearis kombinaciojaként
kereshetjik, amelyeknek ki kell elégitenie a kezdeti feltételeket:

_ i cvilt) (/) Z o y(/)
i=1

A b; egyUtthatokra egy linearis egyenlet rendszert kaptunk:

Kozonséges differencialegyenletek 7/14



Linearis differencialegyenletek kezdetiérték feladat

b, Yi=y?(0)
A c; egy(tthatokat, amennyiben az Y matrixnak létezik az inverze, egyszeriien
megkaphatjuk:

4

I~

c=Y""b
A ¢; egyUtthatokat visszahelyettesitve a megoldas fliggvénybe a kdvetkez6t kapjuk:

Mennyire tavolodnak egymastdl ¢ idé mulva a megoldasok, ha a kezdeti feltételekt egy
kicsiny A vektorral megvaltoztajuk?

ZZy, "(bj+ A)) y'(t)—y(t):Ziyi(t)Yj 'A
i=1 j=0 i=1 j=0

Tételezzdk fel, hogy egyik homogén megoldas sem szingularis és az Y~' matrixnak
létezik a spekiral feloontasa. Ekkor feliilrél becsiilhetjiik az Y~' matrixot egy egység-
matrixszor a legnagyobb sajatértékével. Kénnyen belathatjuk, hogy a megoldasok ki-
I6nbsége eltlinik akkor, ha A is tart nulldhoz: ggoy’(t) —y()=0
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Elsérendl differencialegyenletek

Elsérend( differencialegyenlet

F(x,y,y) =0, y =f(xy) J

Kezdeti érték vagy Cauchy probléma:

Y =ry),  yx) =y
A o(x) : (a,b) — R (a < b) figgvény megoldasfiggvénye a differencidlegyeletnek, ha
¢'(x) =f(x,0(x)) Vx€ (a,b).

A ¢ megoldasfliggvénye a Cauchy problémanak, ha van olyan (a, b) intervallum
(a < b) , hogy

¢’ (x) = f(x, o(x)) Vx € (a,b) ahol xg € (a,b) és (x0) = yo

Feltételezzik, hogy ¢ (x) majdnem minden(tt differencialhaté az (a, b) intervallumon.
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Homogén elsérendi differencialegyenletek

Szétvalaszthato valtozoju differencialegyenletek

Y =fx)g()
f(x) és g(x) folytonos az (a, b) intervallumon és g(y) # 0 ezen a tartomanyon. irjuk at a
differencidlegyenletet és integraljuk mindkét oldalt:

B x)dx b x)dx
sl T /g(y> [rwacc. cec

Legyenek a primitiv fliggvények

G(y) = / g%, F(x) = / F(x)dx .

Ekkor a megoldasra a kévetkezd implicit egyenletet kapjuk:

Gly)=Fx)+C
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Homogén elsérendi differencialegyenletek

Példak szétvalaszthato valtozéju differencidlegyenletekre
Folyadékban mozgé testet, amelyre csak a sebességgel aranyos surlédasi erd hat:?
. . «
ma=my=-—qQqy—V=——V
m

AlLkalmazzuk a valtozdk szétvalasztasanak modszerét:
v —E/dr+|n(c)
m

Vv
«
In(v) = —%t—&— In(C)
Innen kifejezhetjik v-t: .
v(t) = Ce™ m'
Az elmozdulést Ujboli integralassal kaphatjuk meg:

_ay

x(t) = /v(l)dt =x0— Cge m

2@Forms
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Homogén elsérendi differencialegyenletek

Példak szétvalaszthato valtozéju differencidlegyenletekre

Harmonikus oszcillator  irjuk fel egy harmonikus oszcillator energiajat:

k
E = %m)'cz—k Ex

2

Atrendezve egy implicit elsérend(i differencialegyenletet kapunk:
1

-2 k 2
- e _E=0
Mt

Rendezziik at explicit alakra és csinositsuk egy kicsit a kifejezést:

2 k [2E k
=2 (E- )= /212 Ly
o m( 2x) m ZEX

Alkalmazzuk a valtozok szétvalasztasanak a médszerét:
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Homogén elsérendi differencialegyenletek

Példak szétvalaszthato valtozoju differencialegyenletekre
X =4 /2£ 1— ixz
m 2F
m dx
— | ———=[d+C
Vie | o)
1— %xz
. " ko 2E
Vezessik be az (], y = ﬁx valtoz6t, ekkor dx = Tdy:
Ny A [ S
2E ) /1 —y? k V1—12

Végezzik el az integralokat és helyettesitsiik vissza x-et:

m . . k k
\/;arcsm(y) =t+C, arcsnn(\/gx) = 1/;t+ )
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Homogén elsérendi differencialegyenletek

Példak szétvalaszthato valtozéju differencidlegyenletekre

. k k
arcsm(\/ﬁx) =4/ %t—i— ®

Vezessiik be az w” = * korfrekvenciat és fejezzlk ki az x elmozdulast:
m

2E .
x:\/Tsm(wt—}—go)

Amikor a rugbé megnyulasa a legnagyobb, a test sebessége éppen nullaval egyenld,
vagyis a teljes energia megegyezik a rug6 potencidlis energigjaval: E = 5Az, ahol A a

mozgéas amplitiddja. Az amplitidé tehat A = 4/ %E

‘x:Asin(wz—F(;S)‘
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