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Homogén lineéris elsdrendi differencialegyenlet

Szétvalaszthat6 valtozojl differencialegyenlet altalanos alakja:

y =r(x)g)

A g(y) = y valasztassal egy elsérendii homogén, linearis differencidlegyenletet
kapunk,

Y =fx)y
amelyet a valtozok szétvalasztdsa médszerrel megoldhatunk:
dy
e = [ f(x)dx + C, In(y) = [ f(x)dx+C
az egyenlet megoldasa:
y(x) o (i J
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Inhomogén lineéris elsdérendi differencialegyenlet

Az elsérend(, inhomogén lineéris differencialegyenlet alakja:
Y +p(x)y =q(x) .
A megoldashoz mindkét oldalt szorozzuk be egy u(x) figgvénnyel:
u(x)y" + u(x)p(x)y = u(x)q(x) .
A bal oldalt egy teljes derivaltta alakithatjuk, ha az u(x) figgvény kielégiti a kovetkezd

feltételt: u(x)p(x) = u'(x). Ez maga is egy differenciél egyenlet, melynek a megoldésa:

u(x) = el PO
d(u
u(@)y’ + u(p(x)y = u(w)y’ + o' 3y = Q2 — u()q(x).
Mindkét oldalt integralva:
uy = /u(x)q(x)dx+ C, C integralasi konstans.
A differencialegyenlet megoldasa:

1
") = 5 / u(x)q(x)dx +

)
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Inhomogén lineéris elsdérendi differencialegyenlet

Az inhomogén differencialegyenlet:

Y +px)y = q(x)

A megoldas:
y(x) = 1 /u(x)q(x)dx-|— < ahol u(x) = ol P
u(x) u(x)’
A homogén egyenlet megoldasa:
Ve pn =0, ()= e Jr0E = L

u(x)

Tehat az inhomogén egyenlet megoldasat a homogén megoldas és egy partikularis

megoldas linearis kombinacidjaként irhatjuk fel.
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Bernoulli differencialegyenlet

1—n

y+p@)y=q@)y" = 3w "+p@)y "=q()

=" s derivaljuk ¢ szerint:

Vezesslnk be egy Uj valtozét: v = %y

1
1—n

V= (L=n)y™"y=y"y.
Visszahelyettesitve az egyenletbe:
v+ (1 = n)p(0)v(r) = q(1)

egy inhomogén, linearis differencidlegyenletet kapunk, amelyet mar meg tudunk
oldani.
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Allandérgytitthatés elsérendii differencialegyenlet rendszer

Az els6rendll, homogén, linearis differencialegyenletek egy specialis esete az allandé
egyutthatés KDE:
y =ay, megoldas: y= Ce”

Differencialegyenlet rendszer esetén téb, csatolt elsérend( differencidlegyenletiink
van:

yi=Ayy, Lj=1,...n, tdéméren y = Ay

/
Yi=-—»n 0 -1
A =
=y < 10 >
Keressiik a differencial egyenlet rendszer megoldasat a

y(1) = Yy (0)

PI:

alakban. Hogyan értelmezhetjik egy matrix fliggvényét és hogyan derivalhatjuk le?
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Allandérgytitthatés elsérendii differencialegyenlet rendszer

Matrixok szorzasat, hatvényozasat tudjuk értelmezni. Matrix figgvényeket a

hatvanysoruk segitségével értelmezzik:

[eo]

eAt :ZﬁAntn

n=0

Az ¢* matrix fliggvény idd szerinti derivaltja:

7 dtz Ann_z An*l‘n—z Ann1: Z(n_])'

Az utolsé tag 6sszegzésében irjuk at az indexeket:

Helyettesitsik be a kapott eredményt a differenciaél egyenletiinkbe:

d At At
— =A
7€ Y(0) =AYy (0),
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Allandérgytitthatés elsérendii differencialegyenlet rendszer

Matrixfliggvények meghatarozasa spektralfeloontassal:
Jobb és baloldali sajatvektorok:
Tételezzlk fel, hogy az A n x n-es matrixnak léteznek a sajatértékei és a sajatvektorai:

Au; = au; | vi'A = ayvi”  w; oszlopvektor v;" sorvektor

@ 4, = «; a jobb és baloldali sajatértékek megegyeznek

All,' = au; , V;LAll,' = aivﬁ'ui

+

+
a—a)v;iu=0=>a =q
VZJFA = v, Vl«JrAl.l,' = OéiVl»JFlli } ( ! l) P ! !

@ Akilonb6zd sajatértékekhez tartozé job és baloldali sajatvektorok merdlegesek

egymasra
Au; = qu; v?*'Aui = aiVT"ui + +
fi J a—a)V.-u=0=v.u,=0hai j
VJ+A — ajVj+ , V]T"Aui = ajvﬁui ( i J) JoH Jj o #.}

A {vi} és {u;} vektorok biortogonalis vektorteret alkotnak. {v;} az {u;} dualisa.

Vi =0;
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Allandérgytitthatés elsérendii differencialegyenlet rendszer

Matrixfliggvények meghatarozasa spektralfeloontassal:
Térjunk vissza a példe differencidlegyenletiinkre:

;o (0 -1
y =Ay, A—(1 0)

A matrix fliggvény kiszamitasahoz diagonalizaljuk a matrixot. 2 x 2-es matrix
karakterisztikus egyenlete: \> — trA 4 detA = 0, a konkret esetben:
NA1=0.\ =i, = —i

Jobboldali sajatvektorok: Baloldali sajatvektorok:
(7)) =0 () =0
(7)) )

ul_%(;) uz:\%(jl) VI:\%(l,i) v;:\%u,_l)
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Allandérgytitthatés elsérendii differencialegyenlet rendszer

Matrixfliggvények meghatarozasa spektralfeloontassal:
Képezziink két matrixot jobb- és baloldali sajatvektorokbdl:

() vk

A biortogonalitas kdvetkeztében a két matrix egymas inverze! Kénnyen belathatjuk,

hogy
e [P0
- (40

UT'AU=A

ahol U a jobboldali sajatvektorokbol képzett matrix, A pedig a sajatértékekbdl alld
diagonalis matrix.

Altalaban igaz:

A=UAU"", A" =UAU'UAU! ... uAU ! = oAU
Az‘iOo 1 nyr—1l.n — 1 nn -1 _ Atyr1—1
M=) —UNU z_U<ZLMU>U = UMU
n=0 n=0
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Allandérgytitthatés elsérendii differencialegyenlet rendszer

Matrixfliggvények meghatarozasa spektralfeloontassal:
A mi konkrét esetlinkben:

Ao LT e 0 1 _ L e (e =)
¢ T\ =i 0 e 1 —i ) 2\ —i(e"—e™) €' +e"

Ar (cos(t) —sin(t))

¢ T\ sin(r)  cos(r)
(28)-(20 <6”) ()

(1) = cos(1)y1(0) — sin(2)y2(0) ,  y2(r) = cos(1)y1(0) + sin(2)y2(0)

Vagy:
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