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N-ed rend( differencidlegyenlet atalakitasa elsérendi

differencialegyenlet rendszerré

Tekintslk a kovetkezd n-ed rendi differencialegyenletet:
YO =FOUY, 60,y YERSR
Az y(x) figgvénybdl és derivaltjaibdl épitsiink fel egy n elem{ oszlopvektort:

yilx) =y”(x) ,i=0,1,...n — 1, ahol a (0)-ik derivalt maga a flggvény: yo(x) = y(x).
Igy a kdvetkezd differencialegyenletet kapjuk:

Yo = )i
yio= »

_).7n71 - F(yn717yn*27"'y07t)




N-ed rendl allandbegyutthatds differencialegyenlet

Tekintslink egy allandéegytthatos n-ed rendi differencialegyenletet:

n—1
dap (@) =y", yeR-R
Jj=0

A differencialegyenletet atirhatjuk a
kévetkez6 alakra:

Yo = »
o= »
Va1 = aoyo(x) +aryi(x) ... an—1yn—1(x)

Matrix alakban y = Ay, ahol az A matrix a
kovetkezd:

o 1 0 O
0 1 0
A_| 0 0 0 1
ap a az <. dn—1




Csillapitott harmonikus oszcillator

A csillapitott harmonikus oszcillator mozgasegyenlete:

i= —%x - %X ; xo(t) = x(2) , x1(2) = x(1)

irjuk &t elsérendi k.d.e. rendszerre:
XD = X1

D o Xo _ 0 1 X0
7EXO — EXI . ).C] _wg _% X1

ahol bevezettilk az w3 = D/m és T = 2m/« jeldlést. A karakterisztikus polinom és a
sajatértékek:

X1

A2+3A+w3=0, )\1,2:71:& ifwé.
T T

@ wy > 1/7 komplex sajatértékek, csillapitott harmonikus rezgémozgas
@ wy < 1/7 val6s sajatértékek, tul csillapitott mozgéas
@ wy = 1/7 kritikus csillapitas
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Csillapitott harmonikus oszcillator

@ Csillapitott rezgébmozgas: wo > 1/7
A sajatértékek komplexek: \; = —£ +iw és \ = —£ —iw, ahol w = {/wi — =.
A Cauchi probléma megoldasa:

x(1) = ¢ ¥ w (vix(0)) + ¢ e uy(vx(0))

Hat k jatvektorokat: . -
atarozzuk meg a sajatvektorokat Baloldali sajatvektorokhoz invertaljuk meg

EOV | u a jobboldali sajatvektorokbdl felépitett
-2 wr )= 0 matrixot:
1 1 vie vz \ _ (un oun B
u = ( A\ ) W= ( b > var Va2 U1 U2
Minden éllgndéegyﬂgthaté.s masodrend( un up \ 1 (wm
k.d.e.-nek ilyen alaktak a jobboldali Uy Ux det \ —us  un

sajatvektorai.




Csillapitott harmonikus oszcillator

A jobb és baloldali sajatvektorok:

1 1 1 1 -\
= = = -1 -
u' <)\1>’ b (Az)’ Vi )\2—)\1()\2’ )o v )\2—/\1( 1 )

A k.d.e. megoldasa:

x(1) = 1 ! 5 (e 00x(0) —(0) +we™ (- Mix(0) +£(0)))

x()y_ 1 ((A2x(0) = (0)e™" — (A1x(0) — ¥(0))e™>’
) )T =M U Ai(uex(0) — x(0))eM — Ao (Aix(0) — x(0))e™
Bejelyettesitve \j, A, értékét: Xy — A1 = —2iw, Aid2 = wj, Az = —L =+ iw megkapjuk a
differencidlegyenlet megoldasat. Vegyulk észre, hogy a megoldas

At Aot

x(t) = ae™ + be™?" | x(r) = are™ + bhe™ alaku.
A1 és )\, valos része megegyezik, ezért tovabb egyszerUsithetjik:

x(r) = e T (aeiw + beiiw) —e 7 (Zz cos(wt) + I;sin(wt))
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Tulcsillapitott harmonikus oszcillator

Ha wo < 1/7, akkor A1 , A2 € R. A megoldas menete megegyezik a csillapitott
rezgémozgas esetével. Kénnyen belathato, hogy Ao = —L £,/5 —w? <0, igy
lecsengd megoldast kapunk a kdvetkez6 alakban:

At Aot

x(t) = ae™"' 4+ be™" |

ahol a, b értékét a kezdbdfeltételek hatarozzak meg.




Allandéegytthatos differencialegyenletek

Egy n-ed rendi allanddegyiitthatds differencialegyenlet

n—1

S ay () =5
Jj=0

megoldasat altalaban kereshetjiik ¢ alakban. Behelyettesitve a
differencidlegyenletbe, az u.n. karakterisztikus egyenletet kapjuk:

n—1

aj S — =
Z N-N=0
j=0

A karakterisztikus egyenlet megegyezik az el6z9 sajatérték probléma karakterisztikus
egyenletével masodrend esetén. A megoldast a kdvetkezé alakban keressiik:

n
Y =) e
j=1

A ¢; egyUtthatokat a kezdofeltételekbdl hatarozzhatjuk meg. Kezdetiérték probléma
esetén a ¢; egyltthatdkat a kdvetkezd linearis egyenlet rendszer megoldasaként
kapjuk:

n—1

Y00 =3 N
j=0
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Kritikusan csillapitott harmonikus oszcillator

Kritikus csillapitas esetén wy = 1/7. Csak egy sajatértékiink van! Keressik meg a

sajat vektorat:
=)

wo 1 ui -0 —
w ) T\ wo

A*Lug —wo

Masik bazisvektornak valasszunk u;-ra merdleges vektort:

u 1 <i wo )
) = —— .
VIitw 1
Szerkesszilk meg u;-bdl és u,-bdl a transzformaciés matrixot és az inverzét:
U— 1 (—1 w0)7 Ul = 1 (—1 w0>
V1 AF'Ujg wo 1 Val ‘F’Lug wo 1
Transzformaljuk a matrixunkat az U matrixszal:
U - 1 -1 wo 0 1 -1 wo
o1+ wi \ wo 1 —w 2w wo 1
—wy —1—uwd 2
= —woll—
< 0 o ) woll— (14 wp)N
Jordan alak

_1( 0 1
U <—w3 —2wop
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Kritikusan csillapitott harmonikus oszcillator, Jordan alak

[0 1
U ‘( W —2u, )U:—wo1|_(1+w§)N,
R -

0

ahol N = ( 0 (1) ) nilpotens matrix: N? = 0, 1lpedig 2 x 2-es egységmatrix. Az

a1+ SN alaku matrixokat Jordan blokknak hivjuk: 1: n x n-es egységmatrix, N: n-ed
rendi nilpotens matrix. A nem diagonalizalhaté matrixokat Jordan alakra tudjuk
transzformalni, amely diagondlis és Jordan blokkokat tartalmaz.

A megoldast a kdvetkezd alakban kereshetjiik:

x(1) = Ue™ 0T 1Dy Iy () .
irjuk fel az exponencidlis fiiggvény sorat:
—woZi—(14wd)Nr _ = ” (7 _ 2 )”
e 0 = ; o woZ — (1 +wy)N

Hasznaljuk a binomidlis tételt: (a + b)" = a" + (})a" 'b+ (})a"*b*...b". A binomialis
kifejtésbdl csak azok a tagok maradnak, amelyek N elsd hatvanyat tartalmazzak.
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Kritikusan csillapitott harmonikus oszcillator, Jordan alak

(T = (1 +W)N)" = (~w)'T = n(—w)"" (1 + BN,
Helyettesitslik be az exponencidlis fv. sorfejtésébe:

ewaIrf(lth%)Nt _ Z (—wo) t" 1+ Wo) Z" —w)

n=0

1

A masodik tagot egy kicsit atrendezhetjik:
S n e n—1n—1
—woZi—(1+wd)Nr _ (—wo)"t" 2 (-w)" 't
¢ ano IR +“°)’Zn:] CEDAE

Ha a masodik 6sszegzésben bevezetjiik az 6sszegz6 indexben az m = n — 1-et, akkor
a igy alakul az exponencialis kifejezés:

—w Itf(l#»wz)Nt _ = (_WO) s > m " _ —wqt —wot
e 0 0 —;T 1+w Z =e T+t “UN
A kritikusan csillapitot oszcilator megoldasat a kdvetkezd alakban kereshetjiik:

x(t) = ae™""" + bte™ 0" |

ahol a és b szabad paraméterek.




Masodrendii allandoegytthatés differencialegyenlet rendszer

Az abran lathat6 rendszerben a testek vizszintesen, egy egyenes mentén
mozoghatnak surlddas nélkil.

A mozgasegyenletek:

miy = —Dix1 — Da(x1 — x2) ( ¥ > _ ( —(D1 +D2)/m  Dy/m
mx» = —Dix» — Dz(xZ 7)61) X2 Dz/m 7(D1 +D2)/m

Vezessiik be a kévetketzé jeldléseket: 02 = (D + D2)/m, w* = Da/m.

Y 2
0:( & w ) % = Ox

12/14

)

X1
X2

)




Masodrendl alland6egyltthatés differencialegyenlet rendszer

- WP ..
0—(w2 792), x = Ox
Keressiik a megoldast x = eMu; alakban, ahol u; az O métrix egy sajatvektora:

X = )\26)\[11[ = Oe/\tll,' = aie’\'u; y
ahol «; az O métrix sajatértéke. Az egyenletbdl leolvashatd: A = £,/a;. A matrix
karakterisztikus polinomja: o + 20 + Q* — w* = 0 A sajatértékek: a; = —Q? + w?,
ar = —0% — Ww?. A sajatvektorok:

5D n(h)

Mindkét sajatérték negativ, ezért a \ kitevok képzetesek lesznek: A\, = +iv/Q? — w?
€s Xy = +ivVQ? + w?. A megoldasok: (a, b, ¢, d szabad paraméterek).

X(t) — (aei\/ﬂszzt + be*i\/ szw?-r)ul + (Cei\/ﬂz+w2t + defi\/QLHuzt)uz Vagy
= (acos(v/Q — wt) + bsin(v/ Q2 — w2))uy + (¢ cos(V 2 + w?r) + dsin(v/ Q2 + w?1))u,
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A masodrendii differencialegyenletek vilaga

@ Bessel fliggvények:

» Bessel fv. Jo (), Ya(x), xzﬂ +x@ + (@ —a’)y=0

dx? dx
2
> Médositott Bessel fv. 7 (x), Ka (), xz% —|—x% (P 4Py =0
> Szférikus Bessel v. ju(x), (), xz% + x% F (@@ —nt 1)y =0
@ Airy figgvények: Ai(x), Bi(x), xy=0

J
dx?
@ Legendre polinom: P,(x), i(
dx

@ Asszocialt Legendre polinom: P}*(x

%(1 —x)%) + (l(l—i—l)— ITXZ>P7"(x):0




