Dirac delta fiiggvény (disztribiicid)

Vizsgaljuk meg a kovetkezs fliggvényt:
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A fliggvny integralja az dbran lathato téglalp teriiletével — 3/2a
egyezik meg, amely a tetszéleges értéke mellett egységnyi f(x)
oo

lesz: f(xz,a)dr = 1. Ha a értéke kozelit nulldhoz,
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akkor a fliggvény nyilvanvaléan végtelenhez tart, de az
integralja ebben az esetben is egy lesz:

lim/ f(z,a)dx =
a—0 oo

Nézziik meg, hogy mi lesz a kdvetkezs integrél értéke:
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lim / f(z,a)g(x)dz =7 ea
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ahol g(z)-r8l feltételezziik, hogy folytonos fiiggvény. Az
integral becsléséhez hasznaljuk az integral kozépérték té-
telt: vagyis létezik az (—a, a) intervallumon egy =y amely-

re teljesiil, hogy -

/ f(z,a)g(x)dx = 2ag(xp).

Ha a értékével nullahoz tartunk, akkor nyilvan

lim / " fea)g(x)dz = g(0)
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Azt mondjuk, hogy a lin% f(z,a) hatarérték az u.n. Dirac delta egy elgallitasat adja:
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A Dirac delta disztribiiciot az integraljan keresztiil értelmezhetjiik:
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/ g(z)d(x — zg)dz = g(xg) ,
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ahol ¢ tetsz6legesen kicsiny valds szam. A fenti definiciobdl kvetkezik, hogy
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/ 0(x —xo)dx = 1.
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Az integral segitségével értelmezhetjiik a Dirac delta derivaltjat is, egy parcialis integral segltségével:
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A fenti egyenletben () és §(—¢) eltilinik, hiszen a Dirac delta csak a nullanal kiilonbozik nullatol,
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A Dirac delta kicsippenti azokat az értékeket, ahol az argumentuma nulla lesz, igy
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Nézziik meg a kovetkezd integralt:

Alkalmazzuk az z = g(x) helyettesitést, ekkor dx =

ahol x; a g(z) fliggvény zérushelyeit jeloli. Nézziik meg a kovetkezd példat:

*5(sin(x))dz = —nm
/0 e " olsin(z))dz = Z|cosmr Ze 1—67r7

ahol kihasznaltuk, hogy a sin(z) fiiggvénynek nm a zérushelyei és | cos(nm)| = 1, valamint fel-
hasznaltuk a geometriai sorra vonatkoz6 Osszegszabalyt.
A Dirac delta néhany mas elGallitasa:

e A Gauss fiiggvény e~ az ismert haranggorbe alaku fiiggvény. Az improprius integraljat

késébb megtanuljuk meghatarozni, most higgyiik el:
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A kovetkezo fiiggvény integraljarol konnyen belathatjuk, hogy egységnyi a tetszéleges va-
lasztéasa esetén:
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Ha csokkentjiik az a paraméter értékét, akkor a harnggorbe egyre keskenyebb lesz, de a
magassaga egyre nd. Ha a-val tartunk nullahoz, akkor a Dirac delta egy mésik elgallitasahoz
jutunk:
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Egy lehetséges masik elgallitashoz induljunk ki a fiiggvénybdl. ElGszor hatarozzuk

/°° Sin(m)dx _9
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Sajnos ennek a fliggvénynek nem lehet felirni a primitiv fliggvényét. Az inproprius integral
meghatarozisahoz vezessiik be a kobvetkezd fliggvényt:

F(s) = /0 ¥ measinle) )
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meg az inproprius integraljat:

Nyilvanvaléan F(0) visszaadja a keresett integral felét, F'(s) értéke pedig a végtelenben
nulla kell, hogy legyen. Derivaljuk az el6z6 egyenletet:
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Vagyis a kovetkez6 differencial egyenlethez jutottunk, amelyet az F(oo) = 0 feltétellel kell

megoldanunk: F'(s) = — 5. Az egyenlet megoldédsa integralds utdn:
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F(s) = —arctg(s) + C .

Az arctg(s) fiiggvény a végtelenben 7/2, tehat a megoldas F(s) = —arctg(s) + m/2 és

F(0) = 7/2, tehat
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Tekintsiik a kdvetkezs fliggvényt:
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Koénnyen belathatjuk, hogy az integralja a teljes valds tengelyen egy lesz, fliggetleniil a
értékétsl. A fiiggvény a maximumét az x = 0 helyen veszi fel és attol tdvolédva rohamosan



csokken az értéke. Az els6 zarus helye az 7/a helyen lesz. Ha az a paraméterrel tartunk a
végtelen felé, akkor a zérushelyek egyre kozelebb keriilnek és a fliggvény maximuma egyre
nagyobb lesz, tarunk a Dirac deltdhoz:
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