1 Bevezetés

1.1 Transzlaciés szimmetriaval biré rendszerek Hamil-
ton operatora
Egy egyszerti racs racspontjaiban elhelyezkedd, Z rendszamu magok terében

mozg6 elektronok Hamilton operatora a Born-Openheimer kozelités alka-
Imazasa utan a kovetkezoképpen néz Kki:
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ahol az r; az elektron koordinatékat, R, pedig a racsvektorokat jeloli. Osszetett
racs esetén az elozo kifejezés masodik tagja mddosul:
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i,p,a
, amelyben R, a magok koordinatajat jeloli az elemi cellaban. A méasodik tag
a kiilsé potencidl szerepét jatsza, amelyben az elektronok mozognak: V (r).
A racs transzlacios szimmetridja miatt a magok altal 1étrehozott kiilsé po-
tencial is invaridns a transzlaciéval szemben: V(r +R,) = V(r). A Hamilton
operator utolso tagja az elektronok kozotti Coulomb kolesonhatast irja le.
Egyenlére tekintsiink el ettol a tagtél. Ebben az esetben a soktest sajatérték
probléma szepardlhato egyrészecske Schrodinger egyenletekre és a sokelektro-
mos hullamfiiggvény ezek megoldasaibdl felépitett Slater determinéans lesz.
Foglalkozzunk a tovabbiakkban az egyrészecske Schrodinger egyenletek meg-
oldasaival:
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El6szor vizsgaljuk meg a |¢(r)) hullimfliggvények néhény tulajdonsigét.
A V(r) potencidl az egész térre kiterjed, ezért a hullamfiiggvény nem fog
lecsengeni, igy a normaltsagi feltételt sem réhatjuk ki az egész térre. Ehelyett
azt koveteljiik meg, hogy az elektron egységnyi valdszintiséggel forduljon el
az elemi celldban, vagyis az elemi cellara vett norma legyen egységnyi. A
periddikus térben mozgo részecskék hullamfiiggvényei Bloch fiiggvények:

[Pk (r +R)) = e"F|gx(r)) (4)



amelyek a _
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transzlacios operator sajatfliggvényei. A peridédikus térben mozgé elektronok
hullamfiiggvényeit jelolhetjiik a transzlacios csoport k irreducibilis abrazola-
sainak megfeleléen. Az e’*® faktor, amely egyben a transzlaciés csoport egy
irreducibilis abrazolasa, periédikus a reciprok térben. A reciprok racsvektoro-
kat a KR = 27 feltétellel definidlhatjuk. A reciprok racs azon elemi cellajat,
amelyet egy kiszemelt rdcspont és annak els6 szomszédjait 0sszekoto szakasz
felez6 pontjaba emelt, arra merdleges sikok metszenek ki — a reciprok réacs

u.n. Wigner-Seitz celldja — hivjuk az elsé Brillouin zénajanak.

1.2 Szabadelektron modell

A kolcsonhatasmentes szabadelektron modellben az egyelektron energiak meg

egyeznek az elektronok kinetikus energiajaval:
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A jobb atlathatésag érdekében tekintsiink egy egydimenzios modellt a racs-
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dllandéval. Az els6 Brillouin zéna nyilvanvaléan az (=, T) szakasz lesz. A
savszerkezetet a parabdla Brillouin zéndba valo visszahajtogatasaval kapjuk.
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1D szabadelektron modell

Il/a

savszerkezete

Nem feledkezhetiink meg azonban a magok &ltal
létrehozott perddikus potencialrol sem! Bizonyos
esetekben — pl. az alkali fémek esetén — ez
a potencial kicsi és perturbacioként kezelheto.
Miként lehet a szingularis 1/r-es potencidl kicsi?
A core (Na esetén 1s,2s,2p) elektronok szaméra
természetesen nem tekintheté kicsinek, szamukra
ugy viselkedik mint egy izolalt atomban de a
vegyérték elektronok a meztelen magot csak a
core és vegyérték elektronok ”"ruhajan” keresztiil,
learnyekolva latjak. Vizsgédljuk a tovabbiakban
a vegyértékelektronokat. A sikhullimok mnem
lesznek tobbé a 3 egyenletnek a megoldasai de
azok sorbafejthetSk a ¢k (k,r) = 1/3/VelktKr
fiiggvények szerint, ahol K reciprok racsvektort
jelol, V' pedig az elemi cella térfogata.

A ¢k (k, r) fiiggvények nyilvanvaléan a k sajatértékhez tartozé sajatfiiggvényei
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a b transzlacids operatornak. Hatarozzuk meg a Hamilton operator métrixe-
lemeit:
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ahol, értelemszertien:
1 —
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A megolddsokat a ¢k (k,r) fliggvények linedris kombinacidjaként ker-
essiik: P(k) = D> « ek (k)ok (k,r). Az energia linedrkombindciés paraméterek
szerinti variaciéja utdn a kovetkezo sajatérték problémat kapjuk:

2
(;—m(k + K)2(5K,K’ + VK,K’) CK/<k) = E(k)CK(k) (8)
Altaldban meghatarozunk egy gombot a reciprok térben, amelyen beliil az
Osszes lehetséges reciprok racsvektort figyelembe vessziik az el6zo sajatérték
probléma felallitdsahoz. A gomb sugardnak a meghatarozasara késébb vis-
szatériink. Konny( belatni, hogy a gomb sugaranak novelésével gyorsan irdat-
lan méretivé valik az a matrix, amelynek a sajatértékeit kell meghataroznunk.
A mi esetiinkben azonban elhanyagolhaté a kiils6 potencial, ezért szoritkozzunk
csak két reciprok rdcsvektorra. Ebben az estben a 8 egyenlet a q = k+K, K =
K — K’ valtozok bevezetésével a. a kovetkezé matrix sajatérték probléméjara

egyszeriisodik:
R 2
%q Vf{ ~ 9
(78 Fa-xr) ¥
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Egyszeri szamitasok utan a kovetkezo sajatértékek adodnak:

e(k)

K2

1 A2
22m

Brillouin zéna hatéara

<q2+(q—-

Bragg feltétel a Brillouen

zéna hatéaran.

i1¢h4 2 K)2) 44Vl (10
AV 1os (@ — (= K?) +4 P (10)
A Brillouin zéna hatéra meréleges a K/2
pont kozelében a K vektorra, amint azt
az abra is mutatja. Az origobdl ezen sik
egy pontjaba mutaté q vektor ki kell, hogy
elégitse a Bragg feltételt: |q| = |q—K|. Behe-
lyettesitve e feltételt a savenergia 10 szamu
kifejezésébe:

7:L2
(k) = 3—q” = |V (1)

A szabadelektron modell esetén a Brillouin zéna hataran degenerdlt sav
tehat felhasad. A felhasadés mértéke A = 2Vg. !

'Mutassuk meg, hogy az elektron siavok merdSlegesen metszik a Brillouin zéna hatarat!

4



2 Szabadelektron modell Hartree—Fock
kozelitésben

El6szor roviden tekintsiik 4t a Hartree-Fock (HF) kozelitést. A 2 szamu

egyenletben megismert Hamilton operatort a tovabbi egyszriibb jelclések

érdekében osszuk fel a h(i) egyrészecske és w(i, j) kétrészecske operatorok
osszegére:

2
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h(z) w(i,5)

Feltételezziik, hogy a sokelektronos hullamfiiggvényt egy Slater-determinéns
alakjaban irhatjuk fel. Aszerint, hogy a Slater-determinanst milyen médon
épitjiik fel az egyrészecske fliggvényekbdl, kiilonféle HF kozelitéseket kaphatunk:

e Egy térbeli palya kétszer van betdltve T, | spinekkel. (RHF, Restricted
HF kozelités)

e Ugyanazokbdl a térbeli palyakbol felépitett de tobb determinansbdl
allitjuk el a megfelelé spin—kvantumszamu éllapotot (ROHF, Restricted
Openshell HF kozelités)

o Az egyrészecske hullamfiiggvények spinor komponenseire nincs megszoritas.
(UHF, Unrestricted HF kozelités) Az UHF megoldasok nem feltétleniil
sajatéllapotai az S? operatornak! (u.n. spin kontamindcio)

Tovabbi vizsgalodasaink soran szoritkozzunk az RHF kozelitésre, tehét
minden térbeli palyat kétszer toltiink be az "up” és "down” elektron parokkal
és tételezziik fel, hogy az egyrészecske hullamfiiggvények ortonormaltak. A
rendszer energidjat, vagyis a Hamilton operator Slater determinansokra vett
atlagértékét a kovetkezé mdédon szamithattjuk:
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Erpr = 22 < ¢ilhlg; > +2Z d*rd*’
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Exchange tag

ahol ¢;(r) az egyrészecske hullamfiiggvényeket jeloli, az Osszegzés pedig a
betoltott palydkra vonatkozik. Ha bevezetjiik a pe(r) =2 ), ¢f(r)¢i(r) elek-
tronstriséget, az energia kifejezés masodik tagja, amelyet Hartree tagként
neveztiink el, igy irhato:

EHartree =2 Z<¢z ’VH|¢1> y VH (I‘) - |iefrr?‘ d37", (14)

A Hartree tag az elektronok mozgéasat irja le sajat a toltéssirtségiik altal
létrehozott Coulomb tertikben. A harmadik u.n. kicserélodési, vagy exchange
tag a sokelektronos hullamfiiggvény antiszimmetrikussdgdanak a kovetkezménye.
Vegytik észre, hogy a Hartree tagban az elektronok onmagukkal is kolesonhat-
nak, de ezt a kolcsonhatést a kicsrélodési tag megfelel6 jaruléka éppen kiejti,
vagyis a Hartree-Fock elméletben nincs 6nkolcsonhatas. A Hartree-Fock egyen-
leteket a 13 szamu energia kifejezés ¢ szerinti varidlasaval kapjuk:

N/2 N/2
h¢z +22/ ¢ ¢j,| )d3 lgbz /¢ |I‘—I‘l| J( )d37’/d37”:€i¢i(7")

J/

Hartree potenmél Nem lokalis exchange
(15)
A F,(r,r ZN/ 2 f = G500 ) g3, magfiiggvény bevezetésével a Hartree-
Fock egyenletet a kovetkezokeppen irhatjuk:

hess(r) + Via (r)éa(r) + / Fulr )i ()P’ = exn(r) (16)

A Hartree-Fock médszer tehat egy integro-differencial egyenletre vezet, ame-
lyet megfelel6 bazison torténo kifejtés utan onkonzisztens médon kell megolda-
nunk.



A 15 szamu HF egyenletben fellépé e; Lagrange multiplikatorok a ¢;(r)
ortonormaltsagara vonatkozé kényszer miatt jelennek meg. Segitségiikkel a
rendszer energiaja egyszeriibben is felirhaté. Az 15 szamu egyenlet mindkét
oldalat beszorozva ¢;—vel és Osszegezve az ¢ index szerint:

N/2

2oe = do<alhio> 423 / = ¢|r_r,(, 2 o
v /¢ )5 (r) () g5(r)
|r—r

|

dBrd®r’ (17)

Kifejezve az egyelektromos tagot vagy a kételektronos tagokat az e; Lagrange
multiplikatorokkal a teljes energiara a kovetkezo kifejezések adodnak:

N/2

Erpr = Z (eit < ¢5|h|g; >) (18)
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dBrd>r’ (19)

Az e; Lagrange multiplikétoroknak fizikai jelentést is tulajdonithatunk.
Rogzitsiik a ¢; egyrészecske hullamfiiggvényeket és tavolitsunk el egy elek-
tront a k—ik palyardl. Ekkor a két rendszer RHF energidjanak a kiilonbsége,
vagyis az ionizaciés potencial HF kozelitésben, a kovetkezo lesz:

Pk (r)¢; (')

Ir - r’|

i Z/¢k ¢*‘r_r/(‘ )¢k( ) S (20)

Hasonlé eredményre vezet, ha plusz egy elektront helyeziink el egy betoltetlen
¢; palyan. Ez a Koopmans tétel, amely szerint HF kozelitésben a HF ener-
gia varialasakor fellépo ¢; Lagrange multiplikatorok az ionizacids energiaval
illetve elektron affinitdssal egyeznek meg.

Erur(k) — Egur = < ¢i|h|oy > QZ/¢k
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A 15 egyenletet a kévetkez6 rovid forméban is frhatjuk: F|¢, >= eg|dr >
amelyben F a Fock operatort jeloli. A Fock operator ¢p—ban nem linearis
egyrészecske integro—differencidl operator. A 15 HF egyenletek megoldasa
iterativ médon lehetséges. (SCF, SelfConsistent Field) Az elektron korreldcié
figyelembe vételére alkalmazzunk perturbacio szamitast.

H=H-F+_F (21)
—— =
H1 HO

A HF egyenleteket megoldva H, sajat éllapotait el6 tudjuk allitani. Az
alapallapot energidjahoz az els6 rendl korrekcié:

E' =< &|H — F|®; >

eltiinik. &y a HF egyenletek sajatallapotaibdl felépitett Slater determinast
jeloli. Egyszeriien megmutathatd, hogy H — F matrixeleme az alapallapot és
egy tetszoleges egyszeresen gerjesztett allapot kozott eltiinik.

< §o|H — F|OF >=0

Az elézbekben targyalt Osszefliggéseket a Brillouin tétel foglalja Gssze, a
Hamilton operéator el6z6 felosztasa szerint végzet Rayleigh—Schrodinger per-
turbaci6 szamitast pedig Moller—Plesset (MP) perturbécié szamitdsnak ne-
vezzik.

Alkalmazzuk a HF kozelitést a szabadelektron modellre. Avégett, hogy
elkeriiljitk az elektronok kozotti Coulomb taszitasbél ered6 divergenciat, fel-
tételezziik, hogy a szabad elektronok homogén pozitiv toltésfelhében, tgy
nevezett jelliumban, mozognak. Az energia Hartree tagja, a pozitiv felh6
Coulomb energiaja és az elektronok és a jellium kélesonhatésa kioltjak egymast:

EC — 1/pel(r)pel(r/)dgrdgrl—/pel(r)p+(r/)d37“d37”/+%/p+<r)p+(r,)d37”d37’/

2 r—1' r—1 v —r
_ L lpa(r) = ps (M) (par) = () 13 s
_ 2/ R Brd*r' =0 (22)

A rendszer szimmetridja miatt az egyrészecske hullamfiiggvények tovabbra
is sikhullamok lesznek de a hozzajuk tartozo egyrészecske energidk modosulnak
a kicserélédési tag miatt. A 15 szami HF egyenleteket balrdl beszorozva ¢;-
vel megkaphatjuk az e; ionizaciés potencidlokat, ammennyiben ¢ betoltott
palyat jelol, vagy elektron affinitdsokat, ammennyiben ¢ betoltetlen részecske
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indexe. ¢; és ¢; helyére =™ -et és %ek/r/—t irva megkaphatjuk a szabadelek-

T Vv

tron modell kvézirészecske energiait:

e(k) =

k —ikr ,—ik’r’ Jik'r ikr’
ﬁ2k2_ 1 %/Fd?’k/d?’rd%/e kr =ikt pikr pik

2m  (2m)3 v —r/|
K2 k2 1 1 kg ei(k’fk)(rfr’)

— — &Pk | Erdr’—————— 2
om (2@3\// / Ry F—r (23)

Bevezetve a T = r — 1’ hellyettesitést az el6z6 integrélt a kovetkezokeppen

irhatjuk at:

dfsm(|k’ — k|7)
om  2r? ; K — K|

Felhaszndlva, hogy az [ sin(|k’ —k|F) = ﬁ(l — cos(|k’ — k|7)) tagbdl a
masodik, gyorsan oszcillalé tagot elhanyagolhatjuk,

e(k)

2m s

R U R 1
= ———/ dz/ K2 dk —
2m ™ J_q 0 k'/ + k2 — 21{7,]{72

R2k2 1 [k 1, |k+k
= - K dk' =1
om /0 K ‘ k— K

h2k2 1 ™ - kp 2 1

(24)

Az utolso integral elvégzése utan a szabadelektron kvazirészecske en-
ergiara a kovetkezo kifejezést kapjuk:

e(k)

RPE?  k 1—9y% |1 k
= ——F(1+ yln' +yD, y=— (25)
2m T
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Szabad elektron modell enegidja HF kozelitésben a hulldmszam fiiggvényében.

Az energia kifejezést megvizsgalva megallapithatjuk, hogy a Fermi hul-
lamszamnal az energia hullaimszam szerinti elsé és masodik derivaltja di-
vergal, ami semmiképpen nem tekintheto biztatd eldjelnek. Tudjuk, hogy
a fémek szamos tulajdonsagaért, pl. a vezetési jelenségekért, éppen az en-
ergetikailag a Fermi nivé kornyékén 1évé elektronok a felelések. Ennek a
divergencianak mindenképpen meg kellene jelennie a szabadelektron jellegii
fémek, pl. alkali fémek, fajhdjében és vezetési tulajdonsagaiban, hiszen a
savenergia hulldmszam szerinti masodik derivaltja éppen az effektiv tomeg
tenzor inverzét adja. A valésadgban ennek azonban semmi jelét nem latjuk. A
fellép6 divergenciak a HF kicserélodési energia hosszutavia viselkedésének a
kovetkezménye.
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Szabad elektron allapotstiriisége.
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3 Bevezetés a siirtiség funkcional elméletbe

Egy allapot hullamfiiggvényének ismeretében az allapot Osszes jellemzoje
meghatarozhat6. A hullamfiiggvény azonban redundasan tartalmazza az in-
formaciokat az adott allapotrodl. Fizikailag mérheté mennyiség az allapothoz
tatozd stirtiség, ezt ismerve, elvileg szintén minden tulajdonsag meghata-
rozhato kellene, hogy legyen. Egy stacionarius allapot egyik legfontosabb
jellemzGje az energidja. A sturiségfunkcional elmélet a rendszer alapéallapotara
vonatkozoan fogalmaz meg allitasokat. Az elmélet alapjat a a Hohenberg—
Kohn tétel képezi.

A kolesonhato rendszer Hamilton operatorat a kovetkezokeppen adhatjuk

meg:
B Y S D S S S
B —2m  “dmeg v — Ry| <= dme [r; — 1y
N—— \’p _ " \7] — /
T v w

tomoren osszefoglalva:

H=T+V+W (27)

A V kiils6 potencidl egy fazisfaktor erejéig egyértelmiien meghatarozza a
rendszer hullamfiiggvényét:

(T+V+ W)U =EV. (28)

A hullamfiiggvénybdl egyértelmiien kovetkezik az elektron stirtiség:
p(r) = /\IJ*(T, T, T3, ... TNV (r, 79,73, ... TN ) TodPrs . . Py (29)

A Hohenberg—Kohn tétel szerint ez az allitas visszafelé is igaz: adott alapal-
lapoti elektron stirtiséghez csak egyetlen, egy allando erejéig meghatarozott
kiils6 potencidl tartozhat. Az allitast indirekt médon bizonyitjuk be. Téte-
lezziik fel, hogy ugyanahhoz az alapallapoti stirtiséghez két kiilonbozé kiilsé
potencidl tartozik: p(r) = V, V/. AV és V/prime potencidlokhoz rendre a
U, UPrime alapallapoti hullamfiiggvények tartoznak. A Ritz variacios elvbol
nyilvanvaléan kovetkezik:

E = (V|H|V) < (V|H|V") = (V'|H'-V'+V|¥') = E'+(V'|[V-V'|T") (30)

Miutdan a V és V/prime potencidlokhoz a feltételezés szerint ugyanaz a
strtiség tartozik, az utolséd tagot a kovetkezd formaban is felirhatjuk:

WV - V) = / p(r)(u(r) — ' (r))dr (31)
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Az el6z6 30 egyenletet igy foglalhatjuk Ossze:

E < FE + /p(r)(v(r) —'(r))d?r (32)
Hasonléan jarhatunk el H' alapéllapota esetén is:

E' = (VH'|V") < (V|H|V) = (V|H+V'-V|¥) = E—/p(r)(v(r)—v'(r))d3r

(33)

Az 30 és az 33 szamu egyenleteket Osszeadva nyilvanvald ellentmondésra
jutunk:

E+FE <E+F (34)

Tehat a stirliség és a kiilsé potencial kozott bijektiv kapcsolat all fenn. A
kovetkezoekben azt mutatjuk meg, hogy az alapéllapoti stirtiség minimalizalja
a E[p(r)] teljes energia funkciondlt. A gondolatmenet nemdegeneralt alapél-
lapot esetén érvényes, de létezik a tétel kiterjesztése degeneralt esetre is. Tek-
intsitk azokat a W hullamfliggvényeket, amelyek ugyanazt a p(r) stiriiséget
allitjak elo. Vezessiik be az u.n. Levy—Lieb funkcionalt, amely minimalizalja
a kinetikus energiat és az elektronok kozotti kélesonhatast: Fp(r)] = (V|1 +
WW). A teljes energia funkcionélt a kévetkezéképpen irhatjuk fel:

Emwﬂ:Fmvn+/¢vwvm% (35)

A variacios elv értelmében ennek a funkcionalnak annal a stirtiségnél lesz
minimuma, amelyet dppen az alapallapoti hullamfiiggvény allit el6. Ter-
mészetesen a strtiség mindeniitt pozitiv kell, hogy legyen, valamint az in-
tegraljanak a részecskeszamot kell visszaadnia. Ezt a feltételt a funkcional
minimalizalasakor egy Lagrange multiplikator segitségével vehetjiik figyelem-
be. A minimalizalandé funkcional tehat a kovetkezo:

Emvn—u/ﬁvm% (36)

A kifejezés funkciondl derivaltjanak el kell tlinnie a minimumban:

SElp(r)] _
op(r)
A mu Lagrange multiplikator jelentése nem més, mint a kémiai potencial. Az

energia funkciondl derivaltjanak tehat allandénak kellene lennie. Ez a feltétel
a konkrét funkciondlok esetén altalaban nem teljesiil.

(37)
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Az energia kozvetleniil a stlirliség szerinti varidlasat ritkan alkalmazzuk,
helyette a Kohn és Sham altal javasolt procedurat alkalmazzuk. Keressiik a
stirtiséget a p(r) = Y, @5 (r)¢;(r) alakban, ahol ¢ index a betdltott palyakon
fut végig. A kolcsonhaté rendszer kinetikus energiajat kozelitsiik a ¢; fiigget-
len részecskék kinetikus energiajaval:

h? . 3
T = 5 ;/qﬁz (r)Ag;(r)d°r (38)

A rendszer enrgiafunkcionaljat a kovetkezo alakban keressiik:

(39)
Mellékfeltételként elegendo kirénunk, hogy a ¢; egyrészecske fiiggvények ort-
normalt rendszer alkossanak. Ebben az esetben a stirliség mindeniitt pozitiv
és integralja a részecske szamot adja. Az 39 szamu egyenlet varidlasa az el6z6
mellékfeltétellel a kovetkezo u.n. Kohn—Sham egyenletre vezet:

_zh_mA@(T) + (0(r) +vr(r) 4 vae(r)) ¢i(r) = Nigi(r), (40)
ahol ) SEyelp(r)]
p\r 3 - x| P\T
o) = [ = 00

az elektronfelh¢ elektrosztatikus potencialja, a Hartree potencial és a kicse-
rélodési—korrelacios energia stirtiség szerinti funkcional derivéltja.

Ahhoz, hogy a gyakorlatban is alkalmazhaté mdédszert kapjunk, valam-
ilyan feltételezéssel kell élniink a kicserélédési-korrelacids energiardl. Az egyik
leggyakrabban alkalmazott kozelités, a lokalis stirtiség kozelités (Local Den-
sity Approximation, LDA). Ebben a kozelitésben a szabadelektron géz meg-
oldasabdl indulunk ki.

Legyen az elektrongdz egységnyi téfogatra es6 kicserélodési—korreldcids
energidja E(po)/V = poe(po), ahol py az elektron siirliség e(py) pedig az
egy elektronra esO energia. A teljes rendszer kicserélédési—korrelaciés en-
ergidja nyilvanvaléan: E = [ d®rpoe(po). A lokdlis slirliség kozelitésben a
kicserélodési—korrelacios energiat ugy szarmaztatjuk a szabad elektron mod-
ell energiajabol, hogy az elektrongdz stirtisége helyére az adott helyen vett
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strtiséget irjuk be:

Eoolo(r)] = / p(r)e(p(r)dPr (41)

Az LDA kicserélodési—korrelaciés energia funkcional meghatarozasdhoz tehat
ismerniink kell a homogén elektron gaz e(pg) energia siirtiségét minden pg
stirliség esetén. Eloszor vizsgdaljuk meg a problémat Hartree—Fock kozelitésben.
Ebben az esetben persze nem beszélhetiink korrelacios energiarol, hiszen azt
éppen a pontos energia és a Hartree-Fock energia kozotti energia kiillonbsé-
geként definidljuk. Az elektronok stlirtiségét egyszertien meghatarozhatjuk a
kr Fermi hullamszambdl, ez nem més, mint a Fermi gomb térfogata:

1 4

vagyis kp = (37r2,00)1/ °. Az egy elektronra esé kicserélédési energidt az 25
szamu egyenlet k szerinti integraldsaval nyerhetjiik:

3 3

1/3

= " fp=— (372 4
o gk = 5 (57 w
A térfogategységre eso kicserélodési energia tehat a kovetkezo alaki lesz:
3
E(po) = o (372 po) 3 Po (44)
i
a lokalis stirtiség kozelitésben a kicserélodési energia és potencial igy irhato:
3 1/3
Blor)] = [ 5 (370(r) " or)dr ()
5Ex [p(?“)] 2 2 1/3
— = —(3 . 46
Lo = (B0) (16)

A kicserélddési potencial, amint 1attuk a stirtiség 1/3-ik hatvanyaval aranyos,
ez a tag jelen lesz minden LDA potencidlban. Ha pontosabb potencidlra van
sziikséglink, akkor a szabadelektron problémat kell pontosabban megolda-
nunk. Egyik lehetdség a perturbaciészamitas, bizonyos diagrammok felosszeg-
zése, vagy az u.n. Random Phase Approximation (RPA) [1] vagy megold-
hatjuk a modellt numerikusan kvantum Monte Carlo eljarés segitségével [2, 3]
. Mindkét esetben a szabadelektron gaz energiajat fitteljiik egy megfelel6en
valasztott fiiggvény alakkal. A parametrizalt energia—stiriség fiiggvény funk-
ciondl derivaltjabol meghatarozhatjuk a kicserélédési—korrelaciés potencialt.
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3.1 A lokalis siiriiség kozelités kiterjesztései
3.1.1 LSDA

Mindeddig nem szerepelt explicit médon az elektron spinje okoskodédsainkban.
Tételezziik fel, hogy a kicserélodési—korrelacios energia nem csak a stirtiségtol,
hanem a spin striiségtol is fiigg:

Euclor(r), p1(r)] = / p(P)eaclpr (), p1 (1) dr (47)

A pi(r) és p,(r) spinstirtiségek helyett vezessiik be ezek Gsszegét és kiilonbségét,
vagyis a teljes stirliséget és a magnesezettséget.

p(r) = pi(r) +pi(r),  m(r) = pi(r) = p(r) (48)

A stirtiséget és a magnesezettséget a spin fliiggetlen alakhoz hasonlé alakban
keresstik:

p(r) = > (65 (r) + &}, (r) e (r)) |

1€0cc

m(r) = Y (&5(r)dn(r) — ¢ ()i (r)) (49)

1€0cC

Spinor jelolésmédban a kovetkezd formaban adhatjuk meg:
r) = ;:T(T) ) i ( ZT(T) >
plr) ( @1(7") Qbu(r)
(%59%(7“) ) ( *1(7") >
m,(r) = : o, t 50
o = (50)=(40 (50
, ahol I a kétdimenzids egységmatrixot, o, pedig a megfele6 Pauli matrixot

jeloli. A Kohn-Sham egyenleteket a 39 szamu teljes energia kifejezés ¢}, és
7| szerinti funkciondl derivaldssal nyerjik:

h’ Gir (1) ) (¢~ (r) )
——— A Fv(r)+vg(r) +v.(r) | I+ B,.o, gl =\ i ,
(g o001 vt ) ) (6 80 ()
(51)
ahol a kicserélodési—korrelacios potencial és a B, kicserélodési tér a kicserélodési—

korrelacios energia siirtiség és magnesezettség szerinti derivaltjai:

_ 0Eg[p(r), m(r)] _ 0Ey[p(r),m(r)]
Vge(T) = 3(r) Bye(r) = sm(r)

(52)
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3.2 Teljes energia

A rendszer teljes energiajat a 39 szamu egyenlet segitségével hatarozhatjuk
meg. A hullamfiiggvény varidlasa soran fellépé Lagrange multiplikatorok fel-
hasznélasaval azonban numerikus szempontbol kedvezébb formulat szarmaz-
tathatunk a rendszer energidjara. A 40 szamu egyenlteket balrdl skalarisan
szorozva a megfelel6 Kohn—Sham palyakkal és 6sszegezve a betoltott palyakra
kifejezhetjiik a kinetikus energiat:

/¢ h2 T nor - Y / (T)d%_/ %d%d%’—/vm(ﬂﬂ(r)d%

1€occ.
(53)
Behelyettesitve a 39 egyenletbe a kovetkezo kifejezést kapjuk a teljes en-
ergiara:

E = Z Ai — / ‘7" — ’I"/‘ d3 d3r s /(Ea:c( (’I“)) — ch(r))p(T)d?’T (54)

1€0cc.

LSDA kozelitésben az el6zé képlet kiegésziil a kicsrélodési teret tartal-
mazé taggal:

B= 3 amg [P [l o) [ Blmir)ar

1€occ.
(55)
ahol

m(r) = pi(r) = py(r) (56)

3.2.1 Onkolesonhatés korrekcié (Self Interaction Correction,SIC)

A lokalis stirtiség kozelités egyik hidanyossaga, hogy az elektronok énmagukkal
valé kolesonhatasat is magaban foglalja. Amennyiben a hullamfiiggvény de-
lokalizalt ez nem okoz nagy hibat, hiszen ekkor a az adott hullamfiiggvény
jaruléka a stirtiséghez kicsiny az adott helyen. Ha azonban a hullamfiiggvény
lokalizalt, mint pl. kovalens kotések vagy f-elektronok esetén, az onkolcson-
hatés jelentds hibat okoz. A Hartree potencialbdl egyszertien kikiiszobolhetjiik
egy adott hullamfiiggvény jarulékat:

T’ - i,r,/ 2 ,
U?—I,SIC:/p( ) |¢( )’ d3r (57)

=7
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Az onkolesonhatas megjelenik a kicserélodésben is. Gondoljunk egy He atom-
ra. Alap allapotban nincsen kicserélédés a két elektronja kozott, mig LDA ko-
zelitésben lesz kicserélddési korrelacids potencidl, amely ugyan részben kom-
penzalja az elektronok énmagukkal vett Coulomb kolesonhatésat — hasonléan
a Hartree—Fock kozelitéshez, de ezen feliil marad jaruléka a kicsrélédéshez is.
Hasonléan korrigédlhatjuk az kicsrélédési korrelacios energiat is:

Bre= [ 3 10x0)Peuclolt) = lostr) ) (59

Spin polarizélt esetben Perdew és Zunger [4] javaslatéra a kovetkez6 képpen
modositjuk :

Ezp(r)r, p(r))] = Euclp(r)y, p(r))] = Z Euellgjo(r)*, 0] (59)

Mint lathatjuk az onkolcsonhatast kikiiszobolo médszerek palyafiiggd po-
tencidlokat eredményeznek, amely meglehetésen megnoveli az eljaras nu-
merikus igényeit. A palyafiiggé formalizmus kiilonésen megneheziti a nem
hullamfiiggvényeken alapulé moédszerek, mint pl. a KKR mddszer, 6nkoleson-
hatas korrekcidjat, habar napjainkban jelent meg néhany 1j eljaras leirasa a
probléma kikiiszobolésére [5].
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