BME, Szemcsés anyagok
Elméleti és szimulacids rész

Unger Tamas

Szemcsés anyagok bevezet6
Szemcsés anyag: sok makroszkopikus szilard részecske.

Szemcsés anyagbdl all6 gdz nagyon maéasképp viselkedik, mint a molekulak alkotta
gézok. Pl. mechanikai energia elveszik, klaszterképzédés (csomédsodas). Mi a kiilénbség?

Statisztikus fizika nézépontjabdl

Szemcsék makroszkopikus objektumok. Kovetkezmény:
1) nagy tomeg,
2) belsd szabadsédgi fokok nagy szama

1db homokszemre vonatkozo tipikus paraméterek:

méret 100um

kisérletekben jellemz6 sebességek: cm/s

tomeg: M = p* V ~ 5000kg/m> x (1074m)? = 5% 10~ %y

jellemz6 kinetikus energia Eyy, = Mv?/2 ~ 5% 107 %g % (1072m/s)? = 5% 10713J
Mekkora energia kell ahhoz, hogy egy homokszemet felemeljiink és rarakjuk egy mésik

homokszem tetejére? A potencidlis energia megvaltozdsa: AF,. = Mgh ~ 5 * 10~%kg
10m/s? % 1074m = 5% 10712

termalis energia kpT = 1.38 x 10723.J /K * 300K ~ 5 10~21.J

kT < AEqot, Exin
A termélis energia 8-9 nagysdgrenddel kisebb anndl, mint ami érdemben mozgasba hoz-
hatné a homokszemeket.

Kovetkezmény:
1) a termadlis gerjesztés elhanyagolhaté. T'= 0
2) Disszipativ kolcsonhatds. Bels szabadsdgi fokok elnyelik a rendszerbe pumpélt
mechanikai energiat.



Kiilso gerjesztés nélkiil a mozgas ledll, a s6 leiil a sétarté aljara. Gondolhatnank, hogy
ez megfelel a rendszer alapéllapoti energidjanak a T' = 0 hémérsékletnek megfeleléen. Ez
nem igy van. A kapott konfiguracié energidja nem felel meg a termalis egyensilynak, annél
magasabb. A viselkedés emlékeztet az iivegekére: hiités sordn a rendszer csapdédba esik
egy olyan konfiguracidban, ami a konfiguraciék terében az energia lokalis minimumaéanak
felel meg (metastabil konfigurécid), nem globélisnak.

Ez jol szemléltetheté azonos méretii gombokbél (pl. kis fémgoly6kbol) allé szemcesés
anyaggal. Ismert, hogy az elérhetd legsiiriibb elrendezés egy szabdlyos kristalyrécs (he-
xagonalis vagy lapcentralt kobos). Az ehhez tartozé térkitoltés, pontosabban térfogati
hanyad

CI)maX = (I)FCC ~ 0.74 s (1)

ahol a térfogati hanyadot (ang.: solid fraction) a kovetkez6képpen definidljuk:

¢ = ‘/;zemcsék/ ‘/szemcsék+a koztik 1évd rések - (2)

A makroszkopikus golyokbdl allé szemcsés anyagra nézve a kisérletek azt mutatjak,
hogy a statikus allapot térfogati hanyada két érték kozott lehet:

P min = Prrp ~ 0.56 , (3)

(I)max = (I)RCP ~ 0.64 . (4)

Ezek a véletlen laza (random loose packing) és a véletlen szoros (random close packing)
pakolasnak felelnek meg. Véletlen laza pakolasnal ritkdbb anyag nem stabil, nem tud
ellenéllni semmilyen nyomadsnak, gravitacionak. A véletlen szoros pakolasndl pedig nem
akar az anyag slribb elrendezést felvenni. Itt Ontés, nyomads, litbgetés, rézas, olajozds
nem segit. Az anyag magéatdl nem fog kristdlyosodni. A golydkat egyenként a helytikre
téve persze felépithetd egy kristalyracs, de gy tlinik, hogy kollektiv manipuldciéval nem
lehet az anyagot a ®rcp hatarndl jobban striteni.

A téroléedénybe ontott anyag siirisége ennek megfeleléen sokkal kisebb, mint ®pcc.
Az egész anyag (minden egyes goly6) mechanikai egyensilyban van, de az Gsszesitett po-
tenciélis energia nagyobb, mint ami az alapéllapotban lenne. (Mivel a rendszer stlypontja
magasabban helyezkedik el az elméletileg elérheté minimumnal.)

Megjegyzés: Erdekes, hogy a két- és a haromdimenzié nagyon masképp viselkedik a
kristalyosodds szempontjabdl. Azonos sugari korongokbdl allé kétdimenzids rendszerben
spontan megjelennek hdromszogracs szerkezeti (a legsiiriibb elrendezésnek megfelel) tar-
toméanyok.

Statisztikus fizikdban lattuk: nagy szamu részecske, sokasdgatlag, éles eloszlasok, jol
meghatdrozott paraméterek (energia, nyomas, térfogat stb).

Szemcsés anyagnal a csapdédba esés (sok nagyon kiilonb6z6 metastabil dllapot) kovet-
kezménye: reprodukédlhatsdg és a mérnoki tervezés nehéz (megismételt kisérlet més
eredményt mutat). Memoriaeffektusok, makroszkopikus paraméterek elélettol vald erds
fliggése.

Disszipativ gaz, csomésodas

A szemesék kozott a kolesonhatds tehat disszipativ. Utkozés:

Vout = —7TVin , (5)



ahol r a restiticiés egyiitthaté (vagy titkozési paraméter) 0 < r < 1, ezt gyakran
allandonak tekintik az elméleti leirdsok és a szamitégépes szimuldcidk. (r, foleg kis
sebességeknél, erdsen sebességfliggd lehet. Errél kés6bb lesz még sz6.) vy 6s Uout
a kétrészecskés tlitkozésnél jelenti a kontaktusfeliiletek titkozés elGtti és iitkozés utani
normalis irdnyd sebességét.

= . i R Az 4abran lathaté idealizdlt esetben a kezdeti
: feltételtdl eltekintve nincs energia bevitel (szimuldcid
[Goldhirsch,PRL93]). A disszipativ gazbdl all6 gra-
vitdciémentes, zart rendszer magéara hagyva lehtl. A
kozonséges gazokkal ellentétben a homogén slirliség itt
instabil, a dinamika sordn siirti klaszterek jonnek létre.
Az instabilitds lényege, hogy a siirlibb tartomédnyban
gyakoriak az iitkozések — szemcsék sebessége gyorsab-
ban csokken — kisebb nyomas — a kornyezet nagyobb
nyomdsa miatt még jobban Osszestirtisodik.

1. dbra:



Mechanikai fesziiltség silirti szemcsés anyagban
rugalmassagtan ismétl6

Egy anyagi kozegben az elmozduldsmez6 (7)) . (7 helyvektorral jellemzett pontban
@ vektorral mozdul el.) Egy 7y centrum kortil felirva az elmozduldsmez6t (i = z,y, z
komponensekre):

u,(f'o + Af‘) = ul(ﬁ)) + Z Az‘ijj + 1/2 Z BijkAmijk + ... (6)
J Jsk
Ebbdl kovetkezik, hogy:
s
Ajj = 0—::; roviden: = 0ju; . (7)
Az é matrix szimmetrikus és antiszimmetrikus részét célszert kiilon kezelni.
é — ésym + éasym (8)

A szimmetrikus rész a deformaécids tenzor €

(0jui + Oiuy) asym (9jui — Oiu;)

iy = A = Y g GO Q
Az antiszimmetrikus rész alakja
0 Pz Py
AR =1 o, 0 —p, , AYRAT = G x AT (10)
_pr Pz 0

Egy altalanos elmozduldsmez6 alakja tehat linearis kozelitésben:

U(ro + A7) = (7o) + @ x A+ AT (11)

Amennyiben kis 4 elmozduldsokrdl van szd, akkor csak az utolsé tagnak van deformécio je-
lentése. Az els6 és masodik tag merev test eltolasnak ill. elforgatdasnak felel meg. Az anyag
egy referenciaallapothoz képesti, lokalis deformaciéjat tehat egy szimmetrikus kétindexes
tenzor (3x3-as matrix) £(7) jellemzi.

A fesziiltségtenzor

Kontinuum kép.
Az anyagot gondolatban kettévagjuk
egy feliilettel. Az (1) és a (2)
részrol feltételezziik, hogy kozottiik
csak az érintkezési feliiletiikon van
kolcsonhatas valamilyen feltleti
erfstiriiségen ( f) keresztiil. f fiigg
a helytél és a felilet 7 irdnyatdl
is. Az erbegyensily kovetkezménye,
hogy az iranyfliggés csak linedaris
lehet. Ez a linedris g leképezés

2. abra:

(fesziiltségtenzor) jellemzi lokalisan az



anyag fesziiltségallapotat.

f=Fu /LA (12)
f=f)=an (13)
Itt 77 a végésfeliiletnek az (1)-gyel jelolt anyagbdl kifelé mutaté normélvektora. A AA
feliiletelemen torténd kolesonhatdsndl természetesen két erd (eré - ellenerd) van jelen: az
(1)-r6l a (2)-re hatd, illetve a (2)-rél az (1)-re haté. Szemcsés anyagnal az eldjelkonvencié
az, hogy az (1)-r6l a (2)-re hat6 er6 (ﬁ(l)ﬂ@) alapjdn definidljuk a feszliltséget. Ez azért jo,
mert {gy a szemcsés anyagra jellemz6 nyomofesziiltség pozitiv el6jelii lesz. (Mas teriileteken
altalaban a hizds irdnyat veszik pozitivnak). Huzoéfesziiltség szemesés anyagban nincs, ill.
csak specidlis esetben (kohéziv szemcsés anyagoknél).
Adott bézisban:
Ozz Ozy Ozz
g= |%yz Oyy Oyz (14)
Ozx Ozy Ozz
Forgatényomaték egyenstlybdl kovetkezik, hogy o szimmetrikus: o;; = 0.
A fesziiltség egy x irdnyu sikon (melynek a normélvektora x irdny1):

Ozxzx

—

1
f:g*ﬁ:g* 0| = |oye (15)
0

Ozx

f-et szétbontva normalis és tangencialis iranyu komponensekre:

Oz 0
f:fn+ft fn: 0 ft: Oyx (16)
0

Ozx

g féatloban &ll6 elemek jelentése normalfesziiltség, az &tlén kiviilieké nyiréfesziiltség.
Egy altaldnos 7 normalisi sikra (|77| = 1) a normadl és nyiréfesziiltséget igy kapjuk:

o =n kg T = |o @i — o7l (17)

o eléjeltdl fuiggben 7 irdnyd nyomdst (+) vagy hizast (-) jelent, 75 pedig 7i-re merdlegesen
csusztatni igyekszik a tesztfeliiletet.

Kozonséges folyadékok fesziiltségtenzora statikus (deforméciémentes) esetben gémb-
szeril, egy paraméterrel — a nyomadssal (p) — jellemezheté:

00
p 0 (18)

Itt egy adott sikra szamolt normél és nyiréfesziiltségre az adodik, hogy oz = p és
77 = 0, fliggetleniil a sik orientacidjatol.

Az anyagnak az a képessége, hogy mozdulatlanul ellen tud allni nyiréfesziiltségnek,
a szilard testekre jellemz6. Ilyen értelemben a szemcsés anyag képes szilard testként
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3. dbra. A mezoszkopikus doboz és a dobozt kettéosztd tesztsik.

viselkedni. Statikus nyiréfesziiltség kell pl. a tengerparti homokon vald sétahoz vagy egy
stabil homokdombhoz.

Minden fesziiltségallapothoz  taldlhaté  olyan  [fi1, 72, 73]  koordindtabézis
(f6tengelyrendszer), ahol a fesziiltségméatrix diagonalis:

01 0 0
g=|0 o 0 (19)
0 0 g3

Kontaktuserdk - fesziiltségtenzor kapcsolat

Ha kontinuumleirdst alkalmazunk, pl. a () térbeli fesziiltségeloszlasrél beszéliink, akkor
nagy hulldmhosszui véaltozésokra gondolunk, a mikroszkopikus méretskéla ki van 4tlagolva.
A szemcsés anyagban ébredd fesziiltség targyalasakor a szemcseméret szamit mikroszko-
pikus hosszisagnak.

Ha azt mondjuk, hogy az anyag 7 helyen g fesziiltségallapotban van, akkor valdjdban
egy mezoszkopikus tartomanyra vett atlagos fesziltségrél beszéliink. Ez a mezoszkopikus
tartomany kicsi az egész rendszer méreteihez képest, de elég sok szemcsét tartalmaz ahhoz,
hogy az atlagoldssal megszabaduljunk a mikroszkopikus skalan jelenlévo fluktudcioktol.

Ebben a részben azt a kérdést vizsgaljuk, hogy a mikroszkopikus er6kbdl hogyan lehet
szarmaztatni a fesziiltségtenzort.

Vegyiink egy stiril szemcsés anyagot, amit valamilyen kiils§ terhelés (pl. gravitacié)
tart Ossze, ezért az egyes szemcsék egymadasnak nyomoédnak, hossziideji kontaktusoknal
(nem csak rovid titkozések) kontaktuserdk lépnek fel. Induljunk ki abbél, hogy adottak a



mikroszkopikus informéaciok: a szemcsék helye, orientacidja, a kontaktusok helye és a kon-
taktuserok. Vegyiink gondolatban egy mezoszkopikus méretii, téglatest alakd tartomanyt
és hatdrozzuk meg ebben az atlagos fesziiltségtenzort (3. dbra)! Egy 77 = [1, 0, 0] normalisu
tesztsikkal osszuk két térfogatrészre a tartomanyt és vizsgaljuk meg, hogy milyen erével
hatnak egymasral

Az egyszeriiség kedvéért tekintsiik igy, hogy azok a szemcsék tartoznak az egyik illetve
masik térrészhez, amelyeknek a tomegkozéppontja az adott térrészbe esik. Az abran a bal-
és jobboldali anyagrész kozotti kolesonhatasban csak olyan kozos kontaktussal rendelkezé
szemcseparok vesznek részt, melyeknel a két szemcse kiilonb6zo térrészbe esik.

Egy c indext kontaktusnal jel6lje l az érintkez6 szemcsék tomegkozéppontjat 6sszekotd
vektort l = 7j — ;. A kontaktuserd F legyen az i-dik szemcsérél a j-dikre haté eré (3.
abra).

Ekkor a tesztsikon (3. dbra) keresztiil a jobboldali anyagra haté eré:

Fio =" sign(l.i)F,. (20)
e}

Itt a kontaktusoknak csak arra a {c} részhalmazira kell Osszegezni, ahol a tesztsik
kettévagja az l_; vektort. Ha az l_; vektor jobbrodl balra halad at a tesztfeliileten, ak-
kor F. a baloldali anyagrészre hat. Ilyenkor a —F, ellenerére van szitkség a fenti
Osszegzésben. Ezt a kontaktusirdnytdl fiiggd elbjelet biztositja a sign(l_; i) tényezd (a két
vektor skaldrszorzatédnak el6jele).

Az 77 =[1,0,0] normélisi z( helyen 1év§ tesztsikon ébredd fesziiltség tehat

> sien(is iF. = flao), @

ahol a téglatest L, és L, éleinek szorzata adja a feliilet nagysdgdt. A fesziiltség fligg a
tesztsik xy koordinatdjatol, de szamunkra csak a mezoszkopikus tartoményra vett dtlag
az érdekes:

—

fa)dz (22)

Ez 1dgy értelmezhetd, hogy parhuzamos tesztsikok sokasagat tekintjiilk egyenletes
stirtiséggel elosztva a doboz teljes [0, L,] hosszén. Egy ¢ kontaktus csak a [.-t metsz8

sikoknal ad jarulékot, azaz |l.,| = ‘f ﬁ‘ hosszi tartomanyon metszi a tesztsikokat, ezen

kiviil (Ly — |lc»| hosszon) nem. Ezek alapjan:

Azaz
(F)=5 S ) (24)

ahol az Osszegzés a téglatest alaki V' térfogati tartomanyba esd Osszes kontaktusra
torténik. Amit kaptunk, az az 7 = [1,0, 0] orientaciéhoz tartozé atlagos fesziiltség, mely-
nek k-dik komponense (k = z,y, 2):



(7)), =53 Pl (25)

{c}
A (15) egyenlet alapjén ez éppen a lokélis (értsd: a mezoszkopikus tartomdnyra vo-
natkozd) fesziiltségtenzor elsé oszlopat adja meg.

1
1
g* 0 :O'kx:VZFc,klc,x- (26)
0]/, e}

A fenti megfontolds ugyanigy miikodik y és z irdnyu tesztsikokra is. A fesziiltségtenzor
alakjara adédik, hogy

1 1 o7
Uklzngc,klc,l , azaz g:ngcolc. (27)

o a diadikus szorzatot jeloli, ami igy hat egy altaldnos iranyu 7 normalvektorra:

gﬁ:%Zﬁc <fcﬁ> . (28)
(e}

Térfogati erck

Mi mondhaté a fesziiltségtenzorrdl, ha térfogati erék w(7) (pl. tehetetlenségi erék vagy
gravitacié w(7) = pg ) adjdk a kiils6 terhelést?
Egy V térfogatu tartomdnyra haté kiilsé ered6 er6

Fext = / @(F)dr? . (29)
1%

Ugyanerre a tartoményra a felilletén (Ay ) keresztiil hat a kornyez8 anyag is. A két erd
Osszege mechanikai egyensulyban nulla:

/ G dr® — 74 o (F)dA = 0. (30)

|4 Ay

(A konvenciénk alapjan a feliileten lokélisan fellépé g(F)d_A er6 a kornyezetre hat, ezért
kell a minusz el6jel.) Az i-dik komponensre (i = x,y, 2):

/ w;(7) dr? = 7{ iaij(m dA; . (31)

v Ay I=1

Gauss-tétel egy @(7) vektormezdre:

fﬁd}x = /divﬁ dr, (32)
Ay 14



3
ahol @ divergencidja divd = ) djuj. A ¢ maétrix i-dik sordt vektormezének tekintve
Jj=1 o
alkalmazhatjuk a Gauss-tételt és a feliileti integralt térfogativa alakithatjuk:

3

j{im‘j(ﬂ dA; = /Zaj(fij dr. (33)

i, i=1 7 oi=1
Vezessiik be a fesziiltségtenzor divergencidjat (divg), ami egy helyfiiggd vektor és i-dik

i

komponense az adott bazisban (div g) =) 0;0;. Ekkor
J

/ w; () dr? = / divg dr?, (34)

|4 |4

Ez minden tartoméanyra teljestl egyensilyban, ezért

wW(F) = dive(r). (35)

Ez az egyenlet nem hatarozza meg egyértelmilien a fesziiltségeloszlast az anyag-
ban. Ugyanahhoz a forrdshoz (@(7)) taldlhaté sokféle fesziiltségeloszlds. Pl egy adott
g, () megoldds mdédosithaté ugy, hogy a fesziiltségmétrix soraihoz hozzdadunk egy-egy
forrasmentes vektormezot és az igy kapott fesziiltségeloszlas szintén megolddsa lesz az
egyenletnek.

Ténylegesen megvalésulnak kiilénboz6 o (7) megolddsok azonos geometria és w(r) ter-
helés esetén. Pl. ugyanabban a troléban mds fesziiltségeloszlast fog mutatni a sajat silya
alatt egy newtoni folyadék, egy rugalmasan deformalhaté szilard test vagy egy szemcsés
anyag.

Ahhoz, hogy meg tudjuk hatarozni egy adott szituaciéban a fesziiltségeloszlast, tobb
informaciéra van sziikség, pl. egy o = f(g) vagy egy o = f(deg/dt) fliggvénykapcsolatra,
més esetekben a fesziiltségmatrix elemei kozotti kapesolatra vagy az anyag elééletére vo-
natkozé informéacidkra.

Janssen-effektus

Janssen 1895.

Tekintsiink egy vizzel toltott henger alaku taroléedényt. A nyomds p = pgz ardnyos
a felszint6l mért z tavolsdggal, igy a tarolé aljan mérheté nyomds mutatja a vizoszlop
magassagat.

Ha a tarolét szemcsés anyaggal toltjiik fel, akkor kis z mélységekre megkapjuk a z-
vel ardnyos hidrosztatikai nyomést, de lefelé haladva a nyomds éllandésul (4. dbra), ez
a Janssen-effektus. Lényegesen kiilonbozé toltési magassdgok vezethetnek ugyanarra a
nyomasértékre a tarold aljan.

Els6 rdnézésre ez meglepének tlinhet, hiszen akkor mi tartja meg az anyag silyét, ha
nem a tarold alja. A vélasz az, hogy az oldalfalak. A kozonséges folyadékoknal tapasztalt
hidrosztatikai nyomés a nyiréfesziiltségek hidnyanak kovetkezménye. A szemcsés anyag a
nyiréfesziltségek révén képes az oldalfalakra terhelni a sajat silyat.
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4. dbra. Janssen-effektus

ONsSSs

Janssen egyszerii modellje
Feltételezziik, hogy a szemcsés anyaggal toltott taroloban
(1) 0., csak a z koordinata fliggvénye.
(2) A o, fiiggéleges nyomas oldalirdnyi nyomdst general egy A csatoldsi tényezdvel:

Opp = A0z . (36)

Itt r jeloli a sugér irdnyu koordindtét. (A lehet 1-t6l kiilonb6z6, mert nem kell gomb-
szerlinek lennie a fesziiltségallapotnak.)

(3) A fal mellett egy p surlédési egyiitthaté és az oldalnyomds korlatozza a o,
nyiréfesziiltséget: o, < po,,. Tovabba, hogy sirlédas teljesen mobilizalva van (< helyett
=), mert az anyag alsébb rétegei tomorddnek a betdltés sordn, igy minden réteg enyhén
lefelé csuszva éri el a végsd pozicidjat.

Our = W Opyp . (37)

Az R sugari taroléban a p tomegstirliségli anyag egy Az magassdgu szeletére (4. dbra)
felirt mechanikai egyenstly:

R’mAzpg+ R?n[0..(2) — 0..(2 + Az)] — 2R7Az 0., = 0. (38)

A p mennyiség természetesen makroszkopikus tomegstiriiséget jelent, és az anyag egynél
kisebb térfogati hanyada miatt p kisebb, mint a szemcsék anyaganak slriisége.
A csatolési tényez6 és a teljesen mobilizdlt siurlédés felhasznaldsaval jutunk az alabbi

differencidlegyenletre:

do.. 2u
€4 Prg R Ozz - (39)

Bevezetve az | = R/(2u)) hossziségot és a po, = pgl nyomast:

do., _ Po — Ozz

dz l

(40)

Integralva az egyenletet kapjuk:

do., 1 1

10



5. dbra. Kozvetlen nyiraskisérlet

A megoldas alakja:
2:(2) = poo — Ce /. (42)

Ha a t6ltési magassignal (z = 0 mélység) az anyag feliiletén nincs terhelés, akkor a pe-
remfeltétel o..(0) = 0 és végeredményiil az aldbbi nyomadseloszlast kapjuk:

0-2(2) = poo(1 — e11).. (43)

Léthaté, hogy z < I mélységben o, ~ pgl(1—(1—2/1)) = pgz a hidrosztatikai nyomdst
koveti, z > [ mélységben pedig 0,,(z) & ps dllandé (4. dbra). Azl karakterisztikus hosszt
nagysagrendileg a tarold szélessége adja.

Szemcsés anyag, mint folyadék

Tekintsiik az (5). dbrdn lathaté kozvetlen nyirdskisérletet. A felsé lapot vizszintesen Al el-
mozduldsra kényszeritjiik mikozben allandé fliggéleges F;, erd hat ra. Mérjik a fliggleges
Ah elmozdulést és az eltoldshoz sziikséges Fy vizszintes erot.

Az eredmény éaltaldban az, hogy a

Alfhg = ()
nyirasi deformdcié (shear strain) egy pozitiv
Ah/hy = ey (45)

térfogati deformécidhoz (volumetric strain) vezet. Ez a szemcsés anyagokra jellemzd
Reynolds-tagulés.

Ezt a jelenséget latjuk akkor, ha raléplink a nedves vizparti homokra. A silyunk
alatt deformalédo homok noveli a térfogatat, ami természetesen csak annyit jelent, hogy a
szemcsék kozotti szabad térfogat né meg (térfogati hdnyad csokken). A megnéovelt szabad
térfogat elnyeli a felszin kozeléboOl a vizet és a labunk koriil a homok lathatéan hirtelen
szarazabba valik a kornyezeténél.

Ha a stlirti szemcsés anyagot allando térfogaton probaljuk nyirni, akkor a vizszintes
nyiras hatédsara fliggdleges tobbletnyomads keletkezik. Megjegyezziik, hogy ez a visel-
kedés idegen a rugalmas szilard testekt6l. Konnyen végiggondolhatd, hogy a linearis
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6. abra.

rugalmassagtan keretein beliil egy izotrép test nyirasaval nem befolyasoljuk a nyirasra
merdleges nyomdst. Ha a test anizotrép, akkor elképzelhets, hogy tiszta nyirds (7)
hatésara novekszik ez a nyomds, de ebben az esetben az ellentétes irdnyu (—+v) nyirdsi
deformacié nyomascsokkenést eredményez.

A Reynolds-tdgulds a részecskék térfogati kizarasaval magyardzhatd.  Mivel a
szemcséknél fellépd deformacié méretskaldja sokkal kisebb a szemcsék méreténél, ezért
a lényegében merev részecskék gatoljdk egymadas mozgasat egy tomor pakoldsban. Ilyen-
kor az anyagnak tagulnia kell, hogy beindulhasson a relativ mozgas. A Reynolds-tagulas
mértékét a tagulas szogével szokds jellemezni (6. dbra):

d
U = tan~! (%) . (46)

Megjegyezziik, hogy a nyirasi deformdacionak kis ~ értékre nyirédsi szog jelentése van,
mert a nyirdsi sz0g = tan~! v &~ v (6. dbra), ezért a y-t szogdeformdciénak is nevezik.

Ha a nyirasi deforméciét noveljiik akkor az anyag siiriisége bedll egy egyenstlyi értékre.
Ugyanez mondhaté a deforméciéhoz sziikséges F; er6rol is. A kozvetlen nyiraskisérletek
azt mutatjak, hogy a szemcsés anyag a nyiras hatdsara egy olyan — az adott anyagra
jellemz6 — kritikus allapotba jut, ami nem fligg a kezdeti feltételektdl, az F, nyomerdtél
és (ha nem tul nagy a 4 nyirési rata) a deformécié sebességétél sem.

Ebbdl az is latszik, hogy az anyag nemcsak tagulhat a deformécié kezdetén, hanem
tomorodhet is, ha a kezdeti stirtiség kisebb a kritikus stirtiségnél (6. abra).

A kritikus allapotba keriilt szemcsés anyag egy u.g effektiv surlédasi egyiitt-
hatéval frhat6 le. Ez azt jelenti, hogy a nyirdsi sikokra (a 5. dbrén ezek vizszintes
sikok, melyek mentén az elmozdulds torténik kritikus &llapotban) nézve a nyir6 és
normalfesziiltség ardnya allandd, hasonléan a szilard testek érintkezési feliileteinek a
csuszasdhoz:

TR

= Meff (47)

O

Idealis Coulomb-anyag

Ebben a részben azt a kérdés vizsgaljuk, hogy milyen fesziiltség kell a szilardan viselkedd
szemcsés anyag megfolyasahoz.

Ha rugalmas testek deformaécidjat vizsgéaljuk, akkor az elméleti leiras altalaban meg-
marad a legegyszeriibb idedlis esetnél, amikor a deformaécio és a fesziiltség kozott linearis
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kapcsolat van. Pl. 7 = G~ a nyirasi deformdcié aranyos a nyiréfesziiltséggel. Ha viszkdzus
folyadékokat tekintiink, akkor az idedlis eset a newtoni folyadék, ahol 7 = 7. (A G nyirasi
modulus és 7 viszkozitds anyagallandok.)

A szemcsés anyagok esetén ugyanilyen egyszeril idedlis modellt képvisel a Coulomb-
anyag. Ebben a modellben:

o A fesziiltség (pl. 7) nem fiigg a deformécié mértékétdl vagy sebességétdl (tehat a
fenti modellekben fontos v és 4 értéke itt nem szamit).

e Az anyag tOkéletesen merev, vagy ha eléri a folyashatart, akkor plasztikusan de-
formdlédik. A rugalmas deformacidkat itt elhanyagoljuk.

. Ijgy gondolunk az anyagra, mint egy homogén izotrép kontinuumra, ahol minden
pontban és azon beliil minden irdnyban van egy potenciélis csiszéfeliilet (egy mik-
roszkopikus csuszésik), ami a szilard testeknél megszokott sirlédas szabdlyai szerint
miikodik: Egy adott irdnyt feliileten tapadéds van, ha a ra vonatkozd

Tr < HOg . (48)

Ha az anyag minden pontjan minden irdnyban tapadas van, akkor az anyag merev.
A tapaddsi hatart elér6 csuszosikok Osszehangolt elmozduldsabdl jon létre az anyag
plasztikus deformaécidja. Lokélisan a cstuszashoz tartozo irdnyra teljesiil, hogy

T = WO - (49)

A nyiréfesziiltség 757 sehol nem lépheti tul a poz hatart, akdrmilyen nagyra is né
az anyagot ért kiils6 terhelés. (Ha a mér képlékenyen deformalédé anyagon tovabb
noveljiik a kiils terhelést, akkor gyorsulé deforméciét fogunk kapni.)

e Az idedlis Coulomb-anyag szilardsagtani tulajdonsigait egy darab anyagallandé jel-
lemzi, ez a p belsé surlédési egyilitthatd vagy az ezzel ekvivalens ® belsd sirlédasi
S70g

p = tan(®). (50)

Tipikusan a @ értéke 20° és 50° kozé esik valodi szemcesés anyagokra. Megjegyezziik,
hogy a kohéziv anyagok Coulomb-modelljében megjelenik egy méasik paraméter is,
egy belsé fesziiltségskala ¢, mely a kohézid erésségét jellemzi. Ekkor a cstuszashatéar
T = poiz + ¢ alakot veszi fel. Mi a ¢ = 0 esettel foglalkozunk.

e Az idedlis Coulomb-anyag ellenéll barmekkora gémbszerti nyoméasnak. A képlékeny
deformacié allandé térfogaton torténik. Kohézié hidnydban (¢ = 0) hizdfesziiltség
nem lehetséges, hizoeroktol az anyag szétesik.

Lathatéan itt fontos szerephez jut a nyiré és normaélfesziiltség irany szerinti el-

oszlasa. Az eligazoddshoz nagy segitséget nyujt a fesziltségallapotoknak egy geometriai
targyaldsmodja, melyet a kovetkezo fejezetben mutatunk be.
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7. abra.

Mohr-korok

A szemcsés anyag stabilitdsa - megfolydsa szempontjabdl fontos kérdés, hogy a kiilonbozé
orientacidju tesztsikokon mekkora a nyird (7;) és a normalfesziiltség (07).

Vegyiink egy kétdimenzids esetet, és hatdrozzuk meg 77 és o5 értékét egy altalanos
fesziiltségéllapotban, ahol oy és o9 a fesziiltségtenzor két f6értéke (legyen o1 > o03) és az
7i normalvektor ¢ szoget zar be az (1) fétengellyel (7. dbra).

Fétengelybazisban a fesziiltségmatrix és a normél- ill. tangenciélis vektor a kdvetkezd
alakot veszi fel:

I N P N
= 0 o9 T2 singp n1 cos
A keresett — (7.) dbrén szaggatott vonallal jelolt sikon ébredd — fesziiltség:
ot = [01"1] . (52)
- o2M9

A normalis és tangenciélis irdnyu vetiilet (tangenciélis irdnyban nem érdekes az el&jel,
csak a nagysagot nézziik) a kovetkezo:

on = figii =nio +ndoy = (W — ) T2 2+ ) TLZ L (53)
TR = |_’gﬁ| = |—ngnyo1 + ningos| = |2ning a1 ; o2 , (54)
ahol
n? —n3 = cos’p — sin?p = cos2p, (55)
nf+n3=1 és (56)
2n1ng = 2cosy sing = sin2yp . (57)

Ha &abrazoljuk a kapott eredményt, akkor a kiilonbozé orientécidju sikokon ébredo
fesziltségeknek egy-egy pont felel meg a oz - 773 koordinatarendszerben. Lathatd, hogy
ezek a pontok egy korvonalon helyezkednek el (8.a dbra). Ez a Mohr-kor, melynek sugara
R = (01 — 02)/2, kozéppontja pedig a normalfesziiltségek atlaga, egy lokélis dtlagnyomas.

o1+ 02
2

of =

+ R cos2¢p, (58)
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8. abra.
Ti = R [sin2¢p| . (59)

Az egész Mohr-kor tehat a lokalis fesziiltségédllapotot reprezentéalja, oda-vissza megfe-
leltethet6 a fesziiltségtenzornak. A kor egyes pontjai mutatjik a kiilonbozé orientacioju
sikok fesziiltségét olyan mddon, hogy a térbeli ¢ (a 7@ normalvektor és az (1) fétengely
kozotti) szoghdz a Mohr-sikon 2¢ szog tartozik (8.a dbra).

Ha példaul a tesztsik normadlvektora az (1) féirdnyba mutat, akkor a ¢ = 2¢ = 0
szognek megfelels (o, 7) = (01,0) pontjat kapjuk a Mohr-kornek, ahogy ezt vértuk is. Ha
a Mohr-sikon 180°-ot fordulunk, jutunk a (o,7) = (02,0) ponthoz, ami nyiréfesziiltség
mentes, a (2) féirdnyhoz tartozik és valéban 90°-os térbeli elforduldsnak felel meg az (1)
f6iranyhoz képest.

A Mohr-korbdl az is rogton latszik, hogy a maximélis nyiréfesziiltség a féértékek
kiilonbségének a fele és az ehhez tartozo tesztsik 45°-ban 4all a féirdnyokhoz képest:

01— 02
2 )

Tmax = R =

“PTmax = 450 . (61)

A maximélis és minimaélis normalfesziiltség a két féiranyban mérhetd.

Az idedlis Coulomb-anyagot tekintve a Mohr-sikon egy origébdl indulé tan & mere-
dekségii egyenes jelzi a folyashatart. Amig a Mohr-kor az egyenes alatt helyezkedik el,
deformaécié nem lehetséges.

Ha a kiils6 terhelést ugy valtoztatjuk, hogy rogzitett oo mellett folyamatosan néveljiik
a o1 értékét, akkor a novekvé Mohr-kor egy ponton érinteni fogja a folydshatart (8.b dbra).
Deformécié kézben a Mohr-kor eltolédhat és valtozhat a nagysaga, de mindig ilyen érinté
helyzetlinek kell maradnia. Ez a Mohr-Coulomb-féle megfolyasi kritérium. A ta-
padésat elveszté sik orientdcidjat () az érintkezési pont jeldli ki. Erre a pontra nézve a
legnagyobb a 75 /07 ardny, mely egyenld a p belsé surlédéssal.

Erdemes kihangsilyozni, hogy a maximalis nyiréfesziiltség iranyat tovabbra is tapadas
jellemzi, mivel ezeken a sikokon (az adott térbeli pontban az (1) f6iranyhoz képest ¢ = 45°-
ban all6 sikokon) a 7;/0; ardny mindig kisebb mint a bels6 surlédés (8.b ébra).

A megfolyasért felelés sikok ¢y szogét (megfolydsi sz0g) a belsé sirlédas értéke
egyértelmiien meghatarozza. A kapcsolat jol latszik a (8.b) dbran megjelend derékszogii
héromszogbdl: ® + (180° — 2pf) = 90°. Azaz

P
g0f2450+5 (62)
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9. dbra. (a) Csuszosikok sokasiga. (b) Mohr-Coulomb-féle megfolydsi kritérium. (c)
Deformacio.

Példa: legyen a bels6é surlédas @ szoge 30°. Legyen az anyag homogén
fesziiltségallapotban (minden pontban ugyanaz a fesziiltségtenzor). A oy féértéket tartsuk
allandénak mikoézben a masik féiranyban fokozatosan csokkentsiik az anyagot terhel6 oo
normalfesziiltséget (9. dbra). A Coulomb-anyag akkor vesziti el a szildrdsigét, amikor a
névekvé Mohr-kor hozzéér a tan ® meredekségii egyeneshez (9.b dbra). A Mohr-sikon az
érintkezési pont 120°-ban helyezkedik el az (1) féirdnyhoz képest. Ezért a csuszdsikok
normalvektora ¢y = 60°-0s szoget zir be az (1) fSirdnnyal (azaz a csiszés irdnya 30°-
ban tér el a maximaélis fesziiltség irdnyatol). A mi kétdimenziés rendszertinkben homogén
a fesziiltségeloszlas, ezért az Osszes ponton dtmend ¢y szogli sik a csiszdshatarra keriil,
igy parhuzamos sikok sokasdgat kapjuk. Természetesen — szimmetria okokbol — két ilyen
sokasdg van a +60° és a —60° szogekhez (9.a dbra).

Tételezziik fel, hogy a csuszas az Osszes sikon ugyanolyan mértéki, és a sikokon ébredo
nyiréfesziiltség irdnydba torténik. Ekkor a két irdnyhoz tartozé (7)) és ua(7) elmoz-
duldsmez6 a kovetkez6 alakot veszi fel:

@1 (7) = aty (i 7) és () = —aty(7iar) (63)

ahol (a) a deformécié nagysagaval ardnyos konstans, (1) és (—f2) a nyiréfesziiltség irdnyat
mutaté (az adott csuszésikkal parhuzamos) vektorok:

T o) B o R
sin o Ccos @y —sinpy —cosQf

Eredményiil egy egyszeri elmozduldsmezét kapunk (10. dbra), mely mutatja a
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10. &bra.
fesziiltségdllapot szimmetriajat:
S o goa o —a sin(2¢¢)
0 = 0 (7) + 1) = | (4 S (65)

A (9.) definicié alapjan meghatarozhatjuk a deformécids tenzort (¢ az u derivéltjanak
szimmetrikus része). A deformdcié homogén (az anyag minden pontjéban ugyanaz):

- [—Oe O] 7 (66)

3

ahol € = a sin(2¢p). Lathatd, hogy

(i) a deforméciés fétengelyek egybeesnek a fesziiltségtenzor fétengelyeivel,

(ii) a deformécié kozben térfogatvéltozas nem térténik (Tr(g) = divi = 0) ,

(iii) a deformécié nem fiigg az anyag p belsé sturlédasi egyiitthatojatol (és a g sz0gtél
sem). A bels§ sirlédas csak abban nyilvanul meg, hogy milyen terhelésnél — milyen o4 /09
ardanynal — indul meg a deformécié. A o1 nagyobbik féérték irdanydban létrejové —e Gssze-
nyomasra minden esetben +¢ tagulds a valasz a masik féiranyaban, fiiggetleniil p értékétol.

Erdemes megemliteni, hogy a Mohr-korr6l tanultak nem csak a fesziiltségallapot
szemléltetéséhez hasznosak, hanem barmilyen szimmetrikus 2x2-es matrix esetén lathatova
(és atlathatovd) teszik a béazistranszformaciot. Ha egy a;; szimmetrikus matrix elemeib6l
képzett (Guzz, Ary) €8 (Ayy, agy) koordindtaji pontokat dbrazoljuk az z-y-(Mohr)sikon, ak-
kor ezzel mar kijeloltiik a megfelelé Mohr-kort, mely atmegy a két ponton és a kézéppontja
az x-tengelyen van. A Mohr-korbol rogton latszik a két féérték és a fétengelyek irdnya. Azt
is tudjuk, hogy a matrixelemeket reprezental6 két pont egy bazistranszformacié hatdsara a
kéron mozog, mégpedig gy, hogy a koordindtarendszer ¢ szogi elfordulasa 2¢ elfordulast
okoz a Mohr-abran.

A fentiekben csak kétdimenziés fesziiltségédllapotokat vizsgdltunk. Belathatd, hogy
harom dimenzié esetén a lehetséges (o,7) parok hdrom Mohr-kor dltal korbehatarolt
teriileten jelentkeznek a Mohr-sikon (11. &bra), ahol a 01, 09 és o3 f6fesziiltségek paronként
hataroznak meg egy-egy Mohr-kort. Tehdat, ha abrazoljuk az Osszes lehetséges ori-
entaciéhoz tartozé normal oz és nyiré 75 fesziiltséget, akkor az abran lathato tertiletet
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kapjuk. Ebbdl latszik, hogy a Coulomb-anyag megfolyasa szempontjabdl a nagysag szerint
kozépsé f6értéknek (o3) nincs jelentdsége. A folydshatart csak a legkiils6 Mohr-kor érheti
el és ezért a mikroszkopikus csuszosikok normélvektora is az extremélis f6fesziiltség (o1,
o3) irdnyok altal kifeszitett sikban helyezkedik el. Erre a sikra alkalmazhat6 a kétdimenzios
esetre fent leirt targyalasmaod.

A Coulomb-anyag effektiv surlédasa

Itt azt a kérdést vizsgaljuk, hogy milyen kapcsolatban all egymassal az el6z6 fejezetekben
bevezetett peg effektiv és p belso surlédasi egytitthato.

Nézziik meg, hogy hogyan viselkedik a Coulomb-féle modell-anyag egy kozvetlen
nyiraskisérletben (5., 6. dbra). A Coulomb-modellben természetesen nem jelentkezik a
valodi kisérletekre jellemzo kezdeti tranziens: nincs Reynolds-tagulas, a stiriiség és a de-
formaciéhoz sziikséges nyiréfesziiltség nem valtozik a «y szdgdeformécié fliggvényében. Azt
mondhatjuk, hogy a Coulomb-anyag mindig kritikus allapotban van.

A kozvetlen nyiraskisérletben jeldljiik x koordindtaval a nyirds irdnyat. FEkkor a -~y
szogdeformécidhoz tartozé u(7) elmozduldasmezd a kévetkezd alakba frhato:

Up =YY , Uy =0 , u, =0. (67)

Mivel az elmozduldsmez6 fiiggetlen a z koordinatétdl és z irdnyd komponense nulla, ezért
a probléma kétdimenzidssd redukalddik és a tovabbiakban a z koordinata elhagyhato.
A (9) definici6 alapjén egy homogén deforméciot kapunk. A deforméciés matrix alakja

minden pontban:
(5 0
Eyz Eyy v/2 0 |’

Hatarozzuk meg a deformacids féértékeket és fGiranyokat! Ha a Mohr-technikat hasznaljuk,
lathato, hogy az (€44, €zy) €5 (€yy,Ezy) PoOntoknak egy /2 sugart, origd kézépponti kor
felel meg. A deformdcios féértékek (a tenzor sajatértékei) tehédt:

g1 =+—= R €9 = — (69)

2

2
o |2

A féiranyok pedig 45°-kal vannak elforgatva az = és y tengelyekhez képest (12. dbra). A
deforméciés tenzor tehdt ugyanaz, mint a (10). dbran lathat6 esetnél (66. egyenlet) és
feltételezhetjiik, hogy a hozza tartozo fesziiltségallapot is ugyanaz. Vagyis a deformécios
tenzor és a fesziiltségtenzor fotengelyei egybeesnek és deformacié kézben teljesiil a Mohr-
Coulomb-féle megfolyasi kritérium.
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Y, =
KLY =/
X _y/2 +V/z
> Wy,
é \_/Vlz =

12. dbra. A kis ~y szoggel jellemzett elmozduldsmezé felbonthaté egy /2 szogi elforgatas
és egy deformécids rész Gsszegére, ahol a deformécids f6tengelyek irdnydban +/2 a relativ
megnyulas, ill. 6sszenyomés értéke.

Ezek alapjan a nagyobbik (o7) féfesziiltség a —v/2 deformécids sajatértékhez (Ossze-
nyoméshoz) tartozik, mig oo a megnyulas irdnydhoz. Az ehhez képest 45°-kal elforgatott
z-y-koordinatarendszerben a fesziiltségmatrix alakja:

o1+ 09 o1 — 09

(70)

|:0'xx Oxy

]: 02 o o +20
Oyz  Oyy 9 2 1 2

2 2

A (13.) Mohr-dbran kovethetd, hogy mi torténik, és lathatéva vélik a bels6 és az
effektiv sirlédds viszonya. Az effektiv surlédasi egyiitthatét az 77 = €, normalisi sikon
ébredd nyird és normalfesziiltségek aranya adja, ami esetiinkben:

Th g
o = 1 = . (1)
On Oyy

A |ogy| érték éppen a maximalis nyiréfesziiltség és egyben a Mohr-kor R sugara, mig a
oyy a Mohr-kor kézéppontjanak a tévolsdga az origétél. Az dbran jelolt két derékszogl
héromszogb6l leolvashatd, hogy az R/oy, ardny egyrészt megadja a belsé surlédas @
szogének szinuszat, masrészt az effektiv surlodds szogének a tangensét:

tan(Peg) = sin(®) , p=tan(®) ,  feg = tan(Peg). (72)

A fentiekbdl lathatd, hogy a makroszkopikus elmozdulds a maximalis nyiréfesziiltség
irdnyaba torténik. A deformécidhoz sziikséges nyirderé adott nyoméerd mellett kisebb,
mint azt naivan varhatnank a bels6 surlédéas értékébol: peg < .
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13. abra.

Szabad nyirasi zénak
variaciés modell

zonatorés

Tehetetlenségi paraméter

Mit jelent a kvazisztatikus deformaci6é? Mi torténik, ha gyorsitunk?
Eré és idéskalak
lef Mint a tehetetlenségi paraméter fliggvénye.

Bagnold, lejtén stac. aramlés

Koordinacios szamok

Diszkrét elem szimulaciok

Molekuladinamika
Eseményvezérelt

Kontaktdinamika
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