1. Els6 rendi, allandé egyiitthatés, homogén diff. egyenlet rend-
szerek

Ha a differencidlegyenletnek tob komponense van, akkor differencial egyenelt rendszerrdl beszé-
liink. Tekintsiik ennek egy specialis esetét:

y =Ay,

ahol y egy n-komponensi vektor, A pedig egy n X n-es allandé maéatrix. Az el6z6ekben lattuk,
hogy az ) = ay egyenlet megoldésa y(t) = y(0)e® alakt. Keressiik a differencial egyenlet rendszer
megoldasat a

y(t) = Ay (0)

alakban. Miel6tt behelyettesitéssel meggy6z6diink a feltételezés helyességérdl, hatarozzuk meg a
eAt matrix fiiggvény id6 szerinti derivaltjat.
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Az utolsé tag Osszegzésében irjuk at az indexeket:
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Helyettesitsiik be a kapott eredményt a differenciadl egyenletiinkbe:

d
SeAly(0) = Achiy(0)

és meggy6zédhetiink arrél, hogy kielégiti azt. A et matrix fliggvényt meghatarozhatjuk a
spektral felbontas segitségével. Legyenek {u;}, {v;} az A métrix jobb és baloldali sajatvektorai:
Au,- = )\Z-u,-

V§A = )\ivf

ekkor

n n
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A differencidlegyenlet megoldasa tehat:

n n n
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vagyis a megoldast a eli‘u; linearis kombinacioiként allithatjuk els, ahol a linearis kombinacio
a; = v;y(0) egytitthatoi a kezdd vektor és a baloldali sajatvektor skalar szorzata.



1.1. Példa

Egy hossza sinpéron két m tomegi fémriad cstszhat surlidés nélkiil a sin sikjara merdleges, B
homogén, magneses térben. A két rad egyiittes ellenallasa legyen R és a sinek kozotti tavolsag

d. Hogyan mozognak a a rudak?
A hurokban indukalt fesziiltség
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melynek hatasara I = U/R aram folyik a
fémrudak és a sin alkotta hurokban.

A rudakra a sebességiikkel ellentétes irdnyu F' = IdB Lorentz eré hat. A mozgasegyenleteket a
kovetkezs alakban frhatjuk fel:

mi; = —a(v; —v9)

mis = —a(vg—uv1),
ahol a = LI{?Q. A gyorsulasokat fejezziik ki a sebesség derivaltjaként:

mo; = —a(v; —vg)

moy = —a(vy—v1).

= ()

vektort, ekkor a fenti egyenletet a kdvetkezSképp irhatjuk fel:

vz_;(_} —})v (M

Megoldas spektral felbontas segitségével

Vezessiik be a

A matrix karakterisztikus polinomja:
AN —20=0,

a két sajatérték tehat Ay = 0 és Ao = —2a/m. A sajatértékekhez tartozo sajatvektorok:

=50 - ()

A matrix szimmetrikus, igy a jobb és baloldali sajatvektorok megegyeznek. A megoldas a kovet-
kez6 lesz: ,
v =uy(uy - v(0)) + e muy(uy - v(0)) .

A megoldasban szerepls két tagot modusoknak nevezziik. Vizsgéljuk meg a modusok jelentését!

Az els6 modus
1 (104 v20
i (ur - v(0)) = 2 (mo + Vg9

a tomegkdzéppont mozgasat irja le. Kiilso erdk hianyaban a tomegkozéppont egyenletes mozgast
végez. A méasodik modus a relativ koordinatak sebességét adja meg, amely az idGvel exponenci-
alisan csokken:

—2a4
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Ugyanezt a megoldast kapjuk akkor is, ha attranszformaljuk a rendszeriinket egy olyan ko-
ordinata rendszerbe, amelyben az A matrix diagonélis. Legyen U az a matrix, amely a fenti
matrixot diagonélis alakra transzformélja:

(4 )ee(5 )

Az U matrix a 1. szamu egyenletben szerepld matrix sajatvektoraibol épiil fel. A 1. egyenletbe
szarjunk be egy-egy UU ™! egységméatrixot:

UU v = —% ( _i _1 ) UUly (3)

és vezessiik be az u = U~ v vektort. Balrél szorozzuk be a 3. szami egyenletet U~ -gyel:

__g -1 1 -1
u= mU <_1 1>Uu (4)

és hasznaljuk fel a 2. szamu egyenletet:
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A fenti két, immaron fiiggetlen differencial egyenlet megoldésa:
w = Ae mt (7)
ug = Be m?! (8)

Vissza kell térniink az eredeti v sebességekre a v .= Uu transzformacioval, amit irjunk fel rész-
letesen:

v = Upuy + Upgug = AUpe” m™Mt  BUjpe” m 2!
vy = Usjug + Usgug = AUgje” m™ 1t 4 BUpge ™ m 2t
1 -1
Aholacy = ( gﬂ ) és cy = < 512 ) vektorok a( 1 1 ) matrix Ap, Ao sajatértékeihez
21 22 —

tartozo sajatvektorai. Tehat a megoldast a sajatvektorok segitségével a kovetkezSképpen adhat-
juk meg:
v = Acie” m™t + Bege m??t

Az A és B egyiitthatokat a kezdeti feltételekbsl hatarozhatjuk meg.



