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Chapter 1

Bevezetés

Konyvek, irodalom

e J.D Jackson: Klasszikus elektrodinamika (TypoTEX, Budapest 2004)
Ez SI-ben van (a magyar fordités), ez adja az eléaddsok gerincét

e L.D. Landau és E.M. Lifsic: Elméleti Fizika

— II: Klasszikus erdterek

— VIII: Folytonos kozegek elektrodinamikaja
(Tankonyvkiadé, Budapest, 1976)

e R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands: Mai fizika 5. (Elektromdgnesség, Elektrosztatika, Dielektrikumok,
Magnetosztatika) (Miiszaki Konyvkiadd, 1970)

e Simonyi K.: A fizika kultirtorténete (Gondolat, 1986)
torténeti vonatkozdsok

1.1 Rovid torténeti attekintés

e Okori gorogok: nem tudtak tul sokat az elektromégnességrél. Borostydn (“elektron”) dorzsoléses elektromosséiga,
mégneskd (“magnetic litosz”)

e Kvalitativ megismerés:
— P. Peregrinus 1269: kisérletileg méri a mages tulajdonsagait, er6vonalak feltérképezése; nem volt nagy hatasa
kortarsaira

— W. Gilbert 1600: Fo&ld magnessége, irdnytii, nincs magneses monopolus; dorzsoléses elektromossig méas
anyagokban (pl. liveg, viasz).

— O. Guericke 1672: dorzselektromos gép

— XVIII. szazad els6 felében kedvelt tarsasagi szorakozas lesz az elektromos jelenségek bemutatasa

— S. Grey 1729: vezetés/szigetelés: toltés nagy tévolsdgokra szallithat6, nem az dramon volt a hangstly
— C. Dufay 1733: kétfajta elektromossdg (iiveg, gyanta)

— von Kleist, Musschenbroek: leideni palack (l. fig.1.1), (http://en.wikipedia.org/wiki/Leyden_jar).
= kondenzitor Nagy dramiitést tudott szolgédltatni (Nollet 180 gardistdt “ugrasztott meg”).

B. Franklin ~ 1750: 1égkori elektromossdg (leideni palack feltoltése, villamharit6), csicshatds, elektromos
toltés fogalma ({ivegben van tébblet, Euler: +), toltésmegmaradds

e Kvantitativ elektrosztatika: 1/r%-es erétorvény



Figure 1.1: Leideni palack

J. Priestley 1767: elektromos toltés feliileten & tireg belsejében nincs er6hatés

Cavendish: ue. a gondolatmenet, ki is mérte torziés mérleggel, de nem publikdlta (csak 1879-ben Kelvin);
ezen feliil foglalkozott kapacitds méréssel, dielektikumokkal, vezetSképességgel.

C. Coulomb 1784: hadmérnok, torzids inga vizsgalata, torzids ingaval kimérte a Coulomb torvényt

Poisson 1811: matematikai formalizmus

e dram

— L. Galvani 1791: vasrdcson rézhorgon békacomb megrandul — éllati elektromossig?

— A. Volta 1800: éllandé dramforrds (galvdnelem)

— T.J. Seebeck 1821: termoelektromossig
— G.S Ohm 1826: aram, ellenallds
— G. Kirchhof 1845-ben dramkorokre terjesztette ki

e mignesség

— C. Oersted 1820: aram mégneses hatasa

— Biot és Savart 1820: kimérik aramvezetd koriil kialakulé mégneses hatast magnestii elfordulasabdl

— A.M. Ampere 1820: dramjarta vezetok kolcsonhatdsa: tdvolhatds & eré-ellenerd = ezzel egy extra tagot
kapott!
aramkor méagneses hatdsa = lapos mégnes

e clektromégnesség

— M. Faraday tobb munkaja

*

*

*

*

*

elektromotor 1821

indkcié torvénye 1831: mdr tobben (pl. Ampere) elStte vizsgdltdk az dramhurkok egymdsra hatdsét.
Faraday vette észre, hogy a véaltozassal jon létre az effektus!

elektrolizis 1833
dielektrikumok

......

elektromagneses tér elképzelése

— J.C. Maxwell 1855-1873: elektromégnesség matematikai formaba ontése. Vektorpotencidl bevezetése.

— H. Hertz 1886: elektroméagneses hulldmok kisérleti kimutatasa, fény elektromégnese hulldm, Maxwell egyen-
letek atfogalmazasa

— H.A. Lorentz 1875: Maxwell-egyenletek anyag jelenlétében, 1891: elektron-elmélet, Lorentz-erd, Lorentz-
transzformécio



1.2 Matematikai alapfogalmak

Faraday és Maxwell 1j fogalmat vezettek be a fizikdba: a mez6 fogalmat. A mezd a fizikai tér minden pontjaban, minden
idopontban létezé mennyiség, az erOhatds aranyos a mez6 nagysagaval. Nincs tdvolhatas, hanem

forrds — mez8 — erhatés (1.1)

PlL. g toltés = E elektromos mez6 = F = ¢E er6. Az elektrodinamika feladata ezen kapcsolatok megfogal-
mazasa, leirasa.

Matematikai megfogalmazds (elsé verzié, késébb tdjra elévessziik): a mez6 egy U : R™ — R™ leképezés. A mezd
valéjaban a fliggvény fogalmanak kiterjesztése, hiszen ha n = m = 1, akkor U : R — R, 1D fiiggvény. Az elektrodi-
namikéban az alaptér R3 = {(x)} fizikai tér (az idé csak egy paraméter; kés6bb dtfogalmazunk majd mindent téridére).
Az m értéke lehet

e m = 1: skaldrtér, a tér minden pontjdhoz egy valds szdmot rendeliink, x — ®(x) (pl. hémérséklet-eloszlds,
elektromos potencial)

e m = 3: vektor-mez6, minden ponthoz egy 3D vektort rendelink x +— E(x) (pl. sebesség-eloszlds dramldsndl,
elektromos tér).

Komponensek: R™-ben a Descartes bézist jeloljiik e;-vel. Ebben a bézisban kifejtheté minden x € R™ vektor:
fgy pl. x = > 1", z;€;. A szummét ezentil el fogjuk hagyni, ismétldds indexek automatikusan Gsszegzést jelentenek.
Ne felejtstik azonban el, hogy a komponenseknek énmagukban nincs jelentésiik, csupdn a bazis megadasaval egyiitt
értelmesek.

R"™-ben mindig adott egy skaldrszorzat R™ x R™ — R. A Descartes-bézis erre a skalarszorzatra nézve ortonormélt:
e;e; = 0;;. Emiatt a Descartes komponensekkel kifejezve u,v € R"-re u-v = Z?Zl Ui V;.

Tenzorszorzat: u € R" és v € R™ diadikus (tenzor) szorzata u® v € R™, amely linedris mindkét komponensében.
Emiatt R"™-en bazist alkot {e; ® e;||i =1...n, j =1...m}; ebben a bazisban a diadikus szorzat komponensei u;v;.

Az 1D figgvényeknél megszokott fogalmakat kiterjeszthetjiik a mezékre is, megfeleld dtfogalmazassal. Mezbk Gsszege,
szammal val6 szorzata magatdl értetodik.

1.2.1 Mezok derivaltja

def.: U : R™ — R™ mez6 deriviltja VU : R™ — R™" mez6, egy adott pontban komponensekben kifejezve VU (x) —

oU;
o0;U;(x) = 6; ,aholi=1,...n,j=1...m,
K3

X

ahol 0/0x; jelentése: csak az i. komponens valtozik, a t6bbi dlland6é marad. Jelentése: U megvaltozdsa, ha x — x + a

pontba megyiink:
SU; = U;(x + a) — Uj(x) = a;0,U;, (1.2)

Példék:

dj
en=m=1esetén Vf = d—f kozonséges derivalt.
x

0P
e n =3, m =1 skaldrtér esetén V& — 0, = £ = grad ®, neve: ® gradiense. ® megvaltozdsa a irdnyban 6® =
a grad ®. Emiatt grad ®-re merdleges irz’mybari vannak az ekvipotencialis feliiletek, maga grad ® a legnagyobb

véltozas irdnyaba mutat.

e n=m = 3, ekkor a derivalt egy kétindexes mennyiség VU — 0;U;. Ennek specidlis valtozatai:

— divU = 0;U; skaldrmez6, U divergencidja

— rotU =V x U = ;;,0,Uy, vektormez6, U rotdcidja.!

It €5k teljesen antiszimmetrikus mennyiség és €123 = 1; vagyis nem nulla elemei csak 1 = €123 = €231 = €312 = —€213 = —€132 = —€321-
e-ok szorzata: €;jrxEkem = 0i¢0jm — dimIje-



e divgrad ® = A®, Laplace operdator. Komponensekben kifejezve A® = 9;0;P.
o [rotrot Ul; = €ijirem0;0eUy, = 0;0;U; — 0;0;U; = graddivU — AU.
e divrot U = 0;¢,j#0;U; = 0, valamint [rot grad ®]; = €;;,0;0,P = 0.

1.2.2 Mezok integralja
Az 1D fiiggvények integraljat is kiterjeszthetjiik mezékre. Ehhez definidljuk

e gorbe: R D I — RS3 fiiggvény, komponensekben s;(7). Ertelmezése: a gbrbét paraméterezziik valds szammal.

df;
o feliilet: R?2 D A — RS3 fiiggvény, komponensekben f;(u,v). Egy feliiletnek két érintévektora van, ezeket a i
df; df; d
és d—z vektorok feszitik ki. A feliilet normélisa meréleges a feliilet dsszes érint6vektordra: N; = &k dfj é;’;

felilet normaélis egységvektora n = N/N. A felillet-elem df; = N;dudv = n;da. Ennek da nagysdga az f, =
f(u+ du,v) —f(u,v) és af, = f(u,v+dv) — f(u,v) vektorok &ltal kifeszitett paralelogramma tertilete; valéban, ez
a feliilet f, f, sin¢ = |f, X £,|. Ez, du-ban és dv-ben elsd rendben megegyezik a fenti kifejezéssel.

Gorbén vett integral

T

/sdsiU(s) = /IdTCClZSi U(s(r)). (1.3)

M4s paraméterezést vélasztva 7(t) attéréssel:

J v = [ a G Ueeo) = [ @Gt (14)

azaz paraméterezés-fiiggetlen.
Feliiletre vett integral

dfj dfk
/fdfo(f) /Adudv ik g (f(u,v)). (1.5)

Errdl szintén konnyen beldthatd, hogy paraméterezés-invarians.
Végil térfogatra vett integrél

/ 32U (x). (1.6)
v

Elvileg ezt is lehetne paraméterezni z(a, b, ¢), ekkor a térfogatelem

dx; dz; dxy,
d3 =g (et} 1.
M da b de (L.7)
amely szintén paraméterezés-fiiggetlen.
1D-ban az integrélas és differencialds kozott osszefliggés van
df
/ﬁ%'f@—ﬂﬂ (18)

a

Ez szintén altaldnosithaté magasabb dimenziés mez6kre, a forma mindig ez marad: egy magasabb dimenzids feliiletre
vett integralja egy derivaltnak a feliilet hatarara vett alacsonyabb dimenzids integrallal egyezik meg:

/ dv divU = df;U; (Gauss)
1% %

/dfi [rot U]; :y{ ds;U; (Stokes). (1.9)
A 9A



Derékszogl tartomanyokra mindketté bizonyitdsa egyszerii:

b1 bz bg b2

b3
/d:m/dl’g/dwsalUl(ml,ﬂfz,%) :/d$2/dﬂf3 [U1(b1, w2, 23) — Ui(ar, x2,23)] :/ df1U1+/ dfiUy, (1.10)
B Aq

2

mivel az iranyitas ott ellentétes. Minden oldalra felosszegezve kapjuk a Gauss-tételt. Mésrészt

bl bg bg bl
/d{El /diEQ [81U2 — 82U1} = /deQ [Ug(bl,(EQ) — UQ(al,l'g)] — /d{El [Ul((El,bQ) — Ul(xl,ag)]; (111)

az irdnyitasokat figyelembe véve ismét megkapjuk a helyes eredményt. A teljes feliiletet beosztva téglalpokra tetszoleges
feliiletre bizonyithatd.



Chapter 2

Elektrosztatika

2.1 Toltéseloszlasok

Coulomb mérései alapjan ¢; toltés altal a go-re hato er6

(J1CI2(X2 *Xl)
Fo=F————~. 2.1
2 |X2 —X1|3 ( )

A k faktor értéke Sl-ben k = 1/(4meg), ahol g9 = 8.854 - 10712 Vm/C, a vdkuum permittivitdsa. CGS rendszerben
k = 1. Ezt 4gy is megfogalmazhatjuk, hogy

Q1(X2 - Xl)

2> = @E(x2), (x2) s — 1|3

(2.2)

ahol E a ¢ altal 1étrehozott elektromos tér. A toltés mértékegysége SI-ben a Coulumb (C), igen nagy érték, hiszen két
1C-os toltés 1m-rél egymast kb. 9-10° N erdvel vonzza vagy taszitja. Az elemi toltés nagysiga 1.602 - 10719 C.
Kisérleti tény, hogy a toltések tere Gsszeadddik = ponttoltés-rendszer elektromos tere

n

1 X —X;
E = i . 2.3
)= 1oy L (23)
Nagyon sirtin elhelyezked6 toltések terét jellemezhetjiik a stiriiségiikkel. Vegytlink egy AV = AzAyAz térfogatelemet
az x' pont koriil, amelyben a owe mennyiség csak kicsit véltozik. Ebben a térfogatban legyen AQ = o(x')AV toltés.
Ekkor ) ,
X — X
E = — NAV ——— 2.4
)= oy LoV (24)
folytonos hatéresetben (AV — 0)
1 x —x 1 x; —
E(x) = Pr'o(X)——=5| = Bix)= /dS’ N—s 2.5
() = o [ @ o) (9 = o [ o) 0 (25)

ahol a masodik alak a komponensekben felirt képlet.

A kozelités logikdjabdl latszik, hogy ponttoltések kdzvetlen kdzelében nem lesz j6 a folytonos toltéseloszlas-kép, ott
az egyes toOltéseket kiilon kell figyelembe venni. Ugyanakkor matematikailag a ponttoltés megfogalmazhaté mint egy
specialis toltéseloszlés:

ponttdltés xg helyen —s ¢d(x" — xo). (2.6)

Vagyis ponttoltés rendszer toltéseloszlasa

o(x) =Y g:id(x' — x). (2.7)
=1



Itt 6(x) a 3D Dirac-delta disztribicid, tulajdonsdgai

6(x) =6(x)d(y)d(z), d&(x#0)=0, /dx f(@)d(z) = f(0). (2.8)
Valtozohelyettesités hatasara ( )
O(x — xT;

f(x;)=0

A ponttoltés tere igen kiilonleges. Integraljuk ki egy zart feliiletre.

r? q cosp ¢ q/e0 haqeV
dfE= [ danE = [ dQ = dQ2 = 2.10
j{ / an / cosp 4meg 12 4meg / {O hagqgV (2.10)

Egy toltéseloszlasra értelmezve: csak azok a toltések szamitanak, amelyek benne vannak a térfogatban:

1
]{de = E—/d?’x o(x) Gauss-torvény. (2.11)
v 0 \4

A feliileti integralt 4t lehet irni a Gauss-tétel segitségével

7{de = /dgx div E = 1 /dgx o(x). (2.12)
5
v v 'y

Mivel ez igaz minden térfogatra, ezért levonhatjuk a kovetkeztetést:

divE(x) = 2. (2.13)
€0
Ez mar lokalis torvény, Maxwell 1. egyenlete.
A ponttoltés tere mast is tud:
x—x d (2.14)
————— = —gra .
P

mert [x — x'| = r jeloléssel, r? = Y, (z; — x})?, valamint egy altaldnos r-fiiggd fliggvényre

o 1 df  w—

A, = o, f(ry = 2 L4 (r). 2.15
s S0 = () = G5 T = BT (2.15)
Most f(r) = 1/r, azaz f'(r) = —1/r%, ezzel a fenti 6sszefiiggést bizonyitottuk.
Emiatt (2.5) egyenletet atalakitva:
E;(x) = —grad ®(x) ahol ®(x) = ! /dga:' o(x') (2.16)
’ ’ dreg |x — x'|’ '

® neve skalarpotencial. A potencidlnak nincs kozvetlen fizikai jelentése, bel6le nem szarmazik er6hatds, csupén egy
segédmennyiség. Mivel csak a gradiense értelmes, ezért egy konstanssal eltolhato.
A potencidl 1étének kovetkezménye, hogy

rot E(x) = 0, (2.17)
Maxwell 2. egyenlete.
Mésik kovetkezmény, alkalmazva (2.13)-et, hogy
divE(x) = -Ad = o(x) = |Ad= —@7 (2.18)
€o €0

azaz © a Poisson-egyenletet elégiti ki.



Feladat: Ha adott E(x) térerésség, ahhoz milyen potencial tartozik?
Megoldas:

/dsE(s) = _/dsi%b

o _]QdeJ?i 6@ -
dr (’hl s B

—/dT% = q)(Xl)—‘I)(XQ) = (I)(Xl) - (b(x2) = /dSE(S)

(2.19)
Ha mds utat valasztunk, akkor a kétfajta médon szdmolt potencialkiilonbség, rogzitve ®(xs)-t
X2 X2
3P (x1) = /dsE(s) - /ds'E(s') = %dsE(s) = /dfrotE =0. (2.20)
X1 X1 F

Ezért a megoldés egyértelmi.

2.1.1 Toltésrendszer energiaja

Elektromos mezdben mozgé toltésre haté er6 F = gE. Ha fel akarunk épiteni egy toltésrendszert, ez ellen az eré ellen
kell dolgoznunk, vagyis —F er6t kell kifejtentink. dx elmozdulds esetén az altalunk végzett munka:

dW = —Fdx = —qEdx = Wx,x, = —q/ds E(s) = q(®(x2) — ®(x1)). (2.21)

Az el8bbi feladat alapjén az x; — xo mozgasnél végzett munka fiiggetlen a pély&t6l. Ha x; = oo, ahol ®(oc0) = 0 (ez
véges toltésrendszernél mindig megtehetd), akkor W x = qP(x).

Az altalunk végzett munka — az energiamegmaradds miatt — a toltésrendszer energidjaban tarolodik. Ezért a fenti
képletet a kovetkezOképpen értelmezziik: ha van egy toltésrednszeriink, amely mér létrehozott egy E(x) térerésséget, s
ehhez hozzdadunk egy dq toltést a végtelenbél xq helyre, akkor a toltésrendszer energidjanak valtozasa

OW = §qP(x0). (2.22)
Teljes toltésrendszer felépitésénél egyesével tessziik be a toltéseket, az jonnan betett toltések a régiek terét érzik:
W = = = 2.23
2%24#50 |xl—x]| 2Z Ameg |x; — x4 (2:23)
=1 j=1 i,j=1,1#j

Itt ki kell hagyni az i = j esetet, mert ekkor végtelent kapnénk.
Folytonos esetre is konnyen atfogalmazhatok a fenti gondolatok: ekkor egy do toltéseloszlassal médositjuk a mér
meglevd toltésrendszeriinket, ekkor

W = /d3x5Q(X)CI>(X). (2.24)

A teljes toltéseloszlds energidjahoz felhasznaljuk (2.16) egyenletet:

= 3 13 /M /3 3 /Q /3
oW = 5<47T50/d xd’x x— ] = W_87T€0 d°xd’x Tx—x] _X/| d°xo(x . (2.25)

Ebben a képletben nem tudjuk kizdrni az x = x’ esetet, azaz ez tartalmazza a “sajatenergidt” is. Felhaszndlva a Maxwell
egyenletet (2.13), valamint az E = — grad ® képletet

W= /d3 OOE; = 3 [ d*x0i(®E;) — %/di‘x(a@)a: %O/d%iq)EmL%O/d?’sz. (2.26)

oo

Az els6 tag nulla, mert a végtelenben ® = 0, igy marad

02 (2.27)

3 T2 _
W_Z/dE :>w—2

az energia illetve az energiasiiriiség kifejezésére.
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2.1.2 Kitéro6: er6vonal-kép

Mi az erévonal? Ha adott egy vektormezd, jelen esetben E, akkor definidlhatunk olyan v : R — R3 gorbéket, melyek
érint6je mindig az aktudlis térerdsség:

dy
= E(y(7)). (2.28)
-
Ezek a gorbék az er6vonalak, melybol a térerésség iranyat kaphatjuk meg. A térerésség az erévonalak siiriségével adhato
meg.
Mivel E = —grad ®, ami az ekvipotencidlis feliilletekre merdleges. Vagyis az er6évonalak az ekvipotencialis feliiletre
merdélegesek.

Mikor konzisztens ez a kép? Vegylink egy olyan infinitezimalis térfogatot, amely egyik sarok pontja x, az alaplap
merdleges E(x)-re, az oldalélek pedig a sarokpontokban érvényes térerdsségekkel parhuzamosak. E térfogatra integralva
E-t, az oldallapok nem adnak jarulékot, hiszen ott a normélis meréleges a térerdsségekre. Az alaplapokon n||E, vagyis

f dfE = dA'E' — dAE, (2.29)

ami nulla, mert az er6vonalak stirtisége, feltételezésiink szerint, mindenhol aranyos a térerGsséggel, azaz FdA = konstans.
A Gauss tétel miatt tehat erre a kis térfogatra integralva div E-t, nullat kapunk. Mivel a térfogat infinitezimélis, itt a
div E konstansnak veheto, azaz

divE = 0. (2.30)

Az er6vonal-kép tehat akkor konzisztens, ha a vektormez6 divergenciamentes. Divergencia esetén 1j erévonalakat kell
inditani.
2.1.3 Specidlis toltéseloszlasok tere

e ponttoltés: lattuk

q 1 q x
P = — E = —. 2.31
(x) dreg |x| (x) dreg |x[3 (231)

e dipdlus: —q t6ltés —a/2 helyen, +q toltés a/2 helyen, a-hoz képest nagy tavolsdgra:

q 1 1 1 gqax 1 px
= - ~ — D(x)
drey | |x —a/2| |x+a/2] dreg |x)3

B(x) (2.32)

- 471'50@ ’

ahol bevezettiik a p = ga dipdluserdsséget. Ha a — 0, mikézben p véges marad, akkor a fenti képlet minden x # 0
helyen érvényes lesz.

A térerGsség
Pi o T 1 3z;px — pix> 1 3x(px) — px?

_ ; — , E = — 2.33
dreg  xPP 4dmeg |x|? (x) dreg |x|? (2:33)

El(X) = 7874@(X) =

e egyenletesen toltott végtelen siklap tere: feliileti toltéssiiriiség legyen o — ez azt jelenti, hogy a feliilet egy
dA darabjdn elhelyezkedd toltés nagysaga odA. A feliilet legyen az x-y sikban.

A direkt képlet hasznélata helyett szimmetridt hasznaljuk ki: feltehetjiikk, hogy nem fligg semmi x,y-tél, hiszen
az x-y sikban eltolds-invaridns a feladat. Ha ®(z), akkor a térer8sség nem nulla komponense csak F.(z). Legyen
z < 0-ra a potencidl ®*(z), a térerdsség EF(z). Vegyiink egy olyan dA alapt téglalapot, amely merSleges a
feliiletre, és integraljuk E-t a feliiletére. Mivel a téglalap oldalain En = 0, csak a tetején és az aljan kapunk
jarulékot, dA(ES (z) — E; (2)). A Gauss-torvény miatt ez ardnyos a téglalap belsejében levé toltéssel dAo/e¢, azaz

z

Ef(z)—E;(2) = . (2.34)
0

7 D(2) = _%ZO'. (2.35)
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Ha az egyik oldalon (z < 0) a térer8sség nulla (pl. fém belseje), akkor
o oz
Ef(z) = —, P (z) = ——. (2.36)
o o
A potencidl végetelenhez tart, ha z — oo.
Trividlis eset: ha o = 0, akkor F}(2) — E; (z), azaz a térer6sség normélis komponense folytonos.
e Egyenletesen toltott vonaltoltés tere: vonal toltésslirliség legyen 7, azaz a toltés minden df szakaszon ndf.
Szimmetria itt azt diktdlja, hogy nem fiigghet semmi 2-t6l és ¢-t6l, azaz ®(r), ezért E,.(r). Egy hengerre integralva,
melynek sugara r, magassaga df, csak a palaston kapunk jarulékot, mégpedig 2nrdlE,. Ez egyenld a bezart toltéssel

1
omrdlE, = —dly = Ey=——  &=-—"In—. (2.37)
€0 2mweqr 2meg  To

A potencidl végtelenhez tart, ahogyan r — 0 vagy r — oo.

2.2 Poisson egyenlet hatarfeltételekkel

Eddig azt tanulmanyoztuk, hogy milyen potencidl illetve térerésség alakul ki, ha ismerjiik a toltéseloszlast. Azonban
altalaban nem tudjuk rogziteni a toltéseket, pl. azért, mert az anyagban elmozduld toltéshordozdk vannak, igy magatol
toltéstobblet illetve hiany alakulhat ki. Ekkor nem tudjuk a térerésséget sem kiszamolni kézvetleniil.

Léttuk (2.18)-ban, hogy a potenciél egy Poisson-egyenletnek tesz eleget. Az anyagi kozegek jelenléte hatérfeltételeket
szab a megoldasnak. Tipikus hatarfeltételek:

e fém feliilete (tokéletes vezetd): ha a fém belsejében a toltések a legkisebb térerésség hatdsédra is elmozdulnak,
akkor olyan toltéseloszlas alakul ki, amely teljesen lenulldzza a belsé térerdsséget. Ezért fém belsejében nem
lehet E, a felilleten pedig E|[n a felillet normélisaval. Emiatt a fém feliiletén 6@ = [dxE = 0, a fém feliilete
ekvipotencidlis.

o feliileti toltéssiiriiség: ha a feliileten valamilyen t6ltéssiirtiség adott, a feliilet tiloldaldn E = 0, akkor E = no/eg.

Ennek altalanositasaként a megoldandé feladat:
Y 0P
AD = — ®(xs) = adott vagy ngrad ®(xs) = o = adott, (2.38)
0

ahol xy € feliilet. A feliilet lehet nem Gsszefiiggd (azaz t6bb feliilet), és lehet a végtelenben is. Az elsé fajta hatérfeltételt
Dirichlet, a mésodik fajtat Neumann hatarfeltételnek hivjuk.

Hogyan oldhat6 meg ez a feladat? Hogyan lehet a legaltaldnosabb megoldast megtalalni?

El6szor bebizonyitjuk, hogy a Poisson-egyenlet megoldasa egyértelmii, adott hatarfeltételek esetén

Tétel: Legyen AP = Ady = —p/ep, ugyanazokkal a hatdrfeltételekkel. Ekkor ®; — ®5 = konstans.

Bizonyités.: Legyen K = ®&; — &5, erre igaz, hogy AK = 0, és a hatdron K = 0 vagy ngrad K = 0. Alkalmazzuk a
Gauss-tételt (1.9) a K grad K vektormezdre:

/ d3x div(K grad K) = / d*x[(grad K)? +KAK} = / d*x(grad K)? = f dfK grad K = 0. (2.39)
14

Mivel a teljes térre integralva egy pozitiv fiiggvényt 0-t kapunk, ezért a fliggvény maga nulla kell legyen: grad K = 0,
azaz K = konstans.
QED.

Haszndljunk egy triikkot: oldjuk meg a feladatot egyetlen ponttoltésre, amely az x’ helyen taldlhaté. Egyel6re
feledkezzlink meg a hatarfeltételekrol, ekkor azt kéne megoldani, hogy

AG(x,x') = féé(xfx’). (2.40)
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G neve Green-fiigguény. Itt ugyan x’ csak a ponttoltés helyét jelzi a jobb oldalon, de mivel a bal oldal szimmetrikus az
x és x' cseréjére, ezért G(x,x’) is szimmetrikus fiigvénye a két argumentumnak. A ®(x) megoldds eléallithaté mint

P(x) = /dSX/G(X, x)o(x), hiszen — A®(x) = /d?’x'AG(x, x)o(x') = 1 dBx'6(x — x)o(x') = ,@.

€0 €0
(2.41)
Még a hatarfeltételeket kell tisztdzni. Ehhez egy matematikai formula fog segiteni:
Tétel: G. Green, 1824: legyen ¢ és ¢ két skalarmez6, V egy térfogatelem, S = 0V a feliilete. Ekkor
[ o 26(0) ~ v 26(00) =  dt (oI TV () ~ $x)Vipl). (2.42)
1% s
Bizonyitas.: Haszndljuk a Gauss-tételt (1.9) Uy = oV és Us = pV vektormezdkre.
divD; = (Vo) (V) + O, divlz = (V) (V4) + dp. (2.43)
Ezért
/d3x (divU; —divUs) = /d3x (pAY — YD) = ]{df(Ul —U,) = j{df (eVY —9Vp). (2.44)
1% \%4 S S
QED.
Alkalmazzuk a Green-tételt ¥(x) = G(x,y) és ¢(x) = ®(x) esetre. Haszndlva (2.38) és (2.40) egyenleteket
1 1
—;@(y) + = /dng v, X ]{df x)VG(x,y) — G(x,y)VP(x)) . (2.45)
0 0

Mivel df ~ n, a normélis irdnyu derivaltak szamitanak csak.
Ha tisztan Dirichlet-féle hatarfeltételiink van, akkor valasszuk a Green-fliggvény hatarfeltételének

’ G(y,xe€ S)=0 (Dirichlet). ‘ (2.46)

Ekkor a masodik tag nulla, ezért

B(y) = / PxCly, x)o(x) — £ 7{ dED(x)VE(x, y). (2.47)

Ha Neumann hatérfeltételink vannak, akkor nem lehet a G gradiensére nullat kiréni, hiszen

1
fdfgradG X,y) /dg’xAG(x y) = — (2.48)
0
Ezért
grad G(x,y) L (Neumann), (2.49)
xeS €0|S‘
ahol |S| a feliilet nagységa. Ezzel
B(y) = (B)s + [ dxGly.x)ox) + 20 § dfGx.y)VE(0), (250)
v 3

ahol (®) ¢ a potencidl atlaga a feliileten, ez nem hatdrozhaté meg a tisztan Neumann hatérfeltételeknél.
Vagyis elég a Poisson-egyenletet ponttoltésre megoldani, Dirichlet hatédrfeltételek esetén nulla feliileti potencallal.
Persze ez is igen bonyolult feladat, lehetséges megkozelitési médok:

e Numerikus mdédszerek
e a megoldds megsejtése (pl. tiikortoltések maddszere)

e specialis szimmetriaju rendszerek, ill. a hozzajuk illeszkedé koordinatarendszerek.
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2.2.1 Kapacitas

Vegytink egy fém feliileteket tartalmazo rendszert, Dirichlet hatdrfeltételekkel. Ennek Green-fiiggvénye legyen G(x, x).
Toltsiik fel a feltileteket V; potencidlra, ekkor megadhatd a potencial a tér minden pontjaban: mivel most ¢ = 0, ezért

(2.47) egyenlet szerint
y):fsgzvjfdeny Zsz (2.51)
Jj=1 S;

A 1. feliileten levo toltés a feliileti toltés Osszege

n n

Q= f dty o;(y) = —&o f dfy, Vyd(y) =23V, jq{ df, jq{ dE Vy ViGlx,y) = 3 C, V. (2.52)
Si Si =t g g j=1

Vagyis az i. feliileten levd t6ltés nagysdga linedrisan fiigg a feliileteken levé potencialtél. A linedris koefficiens a kapacitds
(métrix). A rendszer energidja

W= ;/d3xg vadf oi(x ZVQZ ;cijvivj. (2.53)

Gyakorlatban egyszeriibb, ha a potencidlok alapjan megmondjuk a toltés nagysdgat, az aranyuk a kapacitas. Pl

e gbmb kapacitdsa: @ toltésii R sugaru gdmb tere megegyezik egy origéba helyezett ponttoltés terével:

Q Q
= = -— 4 . 2- 4
e = =y = imeR (2.54)

e sikkondenzdtor kapacitasa: két A feliileti siklap d tdavolsagra, egyike o, masika —o toltésslriiséggel. A koztiike
levé tér egyenletes E = o/e¢. Emiatt

A
Q=0A, V=o0dlzy = C= %.

<IQ

(2.55)

2.2.2 Tukortoltések moddszere

Vegyiink Dirichlet hatarfeltételeket, ekkor a Green fliggvény egy ponttoltés tere akkor, ha a hatarfeltételek mindeniitt
® = 0. A tiikortoltések mddszerénél megprébdljuk a hatarfeltételeket néhény, a nem-fizikai térbe (azaz a hatédrfeliletek
altal elszeparalt térrészbe) elhelyezett ponttoltéssel kielégiteni. Ez nem megy mindig, de vannak specidlis feliiletek, ahol
miikodik.

Siklap Green-fiiggvénye: vegyiink a z = 0 sikon megadott Dirichlet hatarfeltételeket. Ekkor a Green fiiggvényt
dgy allitjuk eld, hogy egy x = (21, 2, 23) pontba elhelyeziink egy egységnyi ponttoltést, a teret keressiik y = (y1, y2, y3)
pontban, hogy ®(y1,y2,y3 = 0) = 0. Ennek a feltételnek nyilvdn megfelel egy olyan rendszer, ahol X = (1,22, —23)
pontba letesziink egy (—1) ponttoltést, hiszen a teljes megoldds ekkor

1 1 1
dmeg [y —x| |y —X|

G(x,y) = 2(y) = (2.56)

komponensekben kiirva

1 1 1
Gly) = 2(y) = dmeo | /(y1 — 21)% + (y2 — 22)% + (y3 — x3)2 - Vi —210)2+ (y2 — 2)2 + (ys +23)% | (257)

Mivel a tiikortoltést a —x3 helyre tettiik, az x3 > 0 fizikai térrészben valéban csak egy ponttoltés szerepel. Masrészt az
is igaz, hogy ®(y3 = 0) = 0, mert ekkor a két tag egyenld nagysigi. Vagyis a fenti G valéban a Green-fiiggvény.
kérdés: mi a siklap Green-fiiggvénye az z3 < (0 térrészben?
Gomb Green-fiiggvénye: vegyiink egy R sugari gombot az origd koriill — milyen a Green-fiiggvénye r > R
tartomanyban?
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A Green fiiggvényhez egy ponttoltésre kell megoldanunk a ®(r = R) = 0 hatdrérték-feladatot. A gémbszimmetria
miatt vélasszuk a ponttoltés helyét a x = (x,0,0) helyre. Tegyiik fel, hogy a tiikortoltések mddszere miikodik egyetlen,
a gbmb belsejébe x’ = (2,0, 0) helyre betett —g nagysdgu tiikortoltéssel. Vagyis a feltevéstink szerint

1 1 q
[ = — 2.58
¥ = Tre, {|y—x| y—x/]’ (2.58)

komponensekben kifejezve

1 1 q
O(y) = — . (2.59)
dmeo [y -2 +u3 i Vi -2+ iyl
Prébaljuk gy valasztani -t és g-q, hogy a ® = 0 feliilet egyenlete y? = R? legyen
¢ [(y1 —21)* +y3 +y3] = (g1 — 21)* + 93 +u3
2
¢’ [2] — 2y + R?] =2} —2y12f + R* vy (2.60)
Ez teljesithetd, mert két valtozénk van, és a fenti egyenlet linedris:
¢’ [z} + R?] = 2% + R? ¢*ry = ). (2.61)
R
(> =1’ -R*) =0 = ¢°=1 vagy ¢g=—.
T
A g =1 esetre 2} = x1, ekkor nincs egyéltaldn tér. A fizikai megoldéds a masik
R , R?
= = = 2.62
q 1 | 1 ( )
TetszOleges x és yesetén a Green-fiiggvény
1 1 R 1 1 1
G(x,y) = - ””2 - - . (2.63)
dreg | |y — x| | R7| dreg | |y — x| y2x2 )
PR o TRy

A miésodik formula mutatja, hogy G(x,y) = G(y, x).
kérdés: mi a gémb Green-filiggvénye az r < R térrészben?

Feladat: Milyen az egyenletes Eg elektomos térbe helyezett foldelt gomb tere?
Megoldas: A foldeltség azt jelenti, hogy ® = 0 a feliileten. Az egyenletes elektromos teret eléallithatom két toltés

kozotti térként, ha a toltések végtelen tavol vannak, de végtelen erdsek. Képletben: ¢ toltés legyen —x helyen, —¢g
toltés x helyen, ekkor az elektromos térerosség kozépen

I q
E0:2 7
TEQ T

= q=2me02?Ey. (2.64)

A két ponttoltés két tiikortoltést hoz létre, a toltések nagysaga, illetve az origotdl vald tavolasguk
Q = qR/x = 2wz REy, ' = R?/x (2.65)
Ha x — oo, akkor a tiikortoltések egy dipélust alkotnak, a dipélerésség p = 2Qx’ = 4wegR?Ey. Dipélus potencidljat
lattuk (2.32)-ben. Ezért a teljes tér potenciélja, vektorosan
3

y@:_%xb_gJ. (2.66)

Ertelmezés: az elektromos tér a kezdetben semleges fémgombot elektromosan aktiv allapotba hozza, polarizdlja.
A polarizdcié gomb esetén dipdlmomentum kialakuldsat jelenti, amely ardnyos a gdémb térfogatdval. Ennek a
dipélnak a nagysdga, 6sszehasonlitva (2.32) egyenletettel:

p =AneoR3E,. (2.67)

Fémgombben a toltéshordozdk végtelenil konnyen elmozdulnak, vagyis a fenti eredmény az adott térfogatban
maximaélisan kialakulé dipélmomentum.
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2.2.3 Koordinatarendszerek, ortogonalis fiiggvények

Mi a teend§, ha egy altalanos S feliileten van a hatarfeltétel? A Green-fliggvény megoldédsat keressiik

1 1
F 2.
G(x,y) = g + F(x,y) (2.68)
alakban. Ekkor

1

AxC"v(X7 y) = _;5()( - y) = AX‘F(Xa Y) =0
0

1 1

GxeSy) =0 = FkxeSy) =- (2.69)

deg |x —y|’

Vagyis ha ismerjiik a Laplace-egyenlet megoldédsat tetszoleges hatérfeltételek esetén, akkor meg tudjuk konstrudlni a
Poisson-egyenlet Green-fliggvényét.

Kvalitative végiggondolva a feladatot: a megolddshoz préobaljunk olyan koordinatarendszert vélasztani, ahol az elsé
két valtozéhoz tartozo koordinatafeliilet éppen a hatérfeliilet, és valasszuk a harmadik koordinatat erre merdlegesen.
Vagyis paraméterezziik a helyvektorokat r(&;)-vel i = 1,2,3, olyan mddon, hogy r(&1,&,&3 = 1) = S, és Or/0&;||df.
Ebben a koordinatarendszerben a feliilet irdnyu és az arra merdOleges derivaltak “nem keverednek”, azaz azt varjuk,

hogy
OZAF:AHF-FAJ_F, (2.70)

ahol A illetve A a feliiletirdny, illetve arra merdleges derivaltakat tartalmaz. Ekkor a feladat megoldédsat kereshetjiik
F(&, €)= F(§)FL(éL) (2.71)
alakban, ahol & = (£§1,&2) és §1 = &3. Ekkor

ALY

0=F AF+FALFL = 0= :
LApE)+E AL F i

(2.72)

Megfelel6 normdlds esetén ez elsd tag csak £ koordinatdktdl fiigg, a masodik csak £ koordindtdktdl. Az osszegiik csak
akkor lehet dllandé (nulla), ha mindkét tag konstans. Azaz

A”F” = )\FH, AN F| ==)\F| (273)

sajdtérték-egyenleteket kapunk valamilyen A-val. A teljes megoldas tehat

ZCAF()\) EFTV(E). (2.74)

cx-k onnan hatarozhatok meg, hogy

F(&,65,65=1) ZCA (&) = hatérfeltételek, (2.75)

feltételezve, hogy Fi_A) (&=1)=1.

Ortogonalis fiiggvényrendszerek

A parhuzamos komponenssel kapcsolatban két kérdés meriil fel:
1. vajon minden, S-en adott fiiggvény felirhaté a fenti alakban, vagyis barmilyen hatéarfeltétel esetén j6 az eljarasunk?
2. milyen értékeken fut végig A7

Ha A egy N x N-es valds szimmetrikus matrix lenne, akkor sokmindent tudnank a megoldédsrol. Jeloljiik a sajatérték
egyenletet AF ;) = \;F(;) médon, ekkor
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e )\, valds, mert
F%AF@) = /\iFE‘i)F(i)

F,) AF], = \[F(,)Fl,, } = 0=FuHAFq —FoAFG = (i = X)FyFo

e F(;)-k ortogonalisak, mert

F()AF;) = MF(F

F)AF(;) = \;F ) F(j } €)] (@ (©) () )5 G @

e {F;)li = 1,...,N} teljes rendszert alkot, azaz minden b vektorra 3{c;|i = 1,..., N} egyiitthaték, hogy b =
Zf.vzl ¢;iF(j). Az ortogonalitds miatt ¢; = bF ;.
Komponensekben vektorokra igaz lenne, hogy

N

N
S OFG oFays =0a, 6 D> Fj) Fa =0 (2.76)
i=1

Ha N — o0, és végteleniil besliritem a pontokat, akkor végiilis eljuthatok a folytonos fiiggvényekhez. Felallithato
egy megfeleltetés a diszkrét és folytonos esetek kozott, 1. a 2.1 tablazatot.

’ H diszkrét \ folytonos
vektor v Fel?
index i 3
Osszegzés > [s d*¢
skaldrszorzat u*v [ 2EU(E)V(E)
sajétérték—egy. AF(Z) = >\2F(z) AHF)\ S )\F)\
sajétérték A ER AeR
sajatvektor F( ) vektor Fy(¢) figgvények
ortonorméltsag ( )F = 0;; fS d*¢ FY(&)F (&) = dan
teljesség >V Fz),aF@ b =0 | SAFLOFAE) = 0(€— &)
kifejtés b=31 cF F(€) =X exFa(€)

ci =Fib o = [ PEFX(©)f(E)

Table 2.1: Megfeleltetés

Még bizonyitsuk be, hogy a Laplace operator valéban valés és 6nadjungalt. A valdssag nyilvanvald, hiszen minden
valés fliggvény Laplace-a is valds. Az adjungdlas definiciéja vektorokra illetve operatorokra:

uMyv = (MT ) (M1);; = M,
/ d%E F* (&) / d?e (MTF(€)*G(¢€). (2.77)
S

A Laplace operatorra a Gauss-tétel alkalmazdsaval belathat6 (a fellileti integralokat elhagyjuk vagy azért mert S-nek
nincs hatdra, vagy azért, mert a végtelenben F ill. G eltiinik a négyzetesen integralhatdsag miatt)

/dzﬁF*V(VG) :—/d2§ (VE)*(VG) :/d2§ (AF)*G = A=A, (2.78)
S S S

Laplace-egyenlet megoldasa téglatesten felvett hatarfeltételekkel

Vegyiink egy a, bill. ¢ élhosszisagi téglatestet, és a feliilleteken réjunk ki ®(x efeliilet) = V(x) Dirichlet hatérfeltételeket.
Milyen lesz a potencial a téglatest belsejében?

A megoldéast hat potencidl 6sszegeként adjuk meg, mindegyikre igaz, hogy 6t lapon nulla, a hatodikon az ott érvényes
V értékét veszi fel. Ezek koziil itt egyet frunk fel, amely a fels6 lapon nem nulla: ®(z,y,z = ¢) = V(x,y), a tobbi lapon
nulla: ®(z =0,a) = ®(y =0,b) = &(2 =0) = 0.
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A feladathoz a Descartes koordinatak illeszkednek jél; a || koorinatdk most x és y, a L koordindta z. A Laplace

felirhaté mint
AZA”—FAL, A”:8§+6§, ALzag.

A megoldést keressiik ®(z,y,2) = ®|/(z,y)P.(2) alakban:

A”(I)” JARR O

A =&, N )+ Dy, D, =0
12y + 2 o "o,

Az elsé tag csak x,y-tdl, a masodik csak z-tél fiigg, az Osszegiik ugy lehet csak nulla, ha mindketté konstans

d*®,

Ay =N, —

=\23,.

Az elsé egyenlet megolddsat keressiik ismét @) (z,y) = ®,(x)®,(y) alakban. A fenti gondolatmenettel

d*®,

2
dz2 - Oé(I):m

d*®
dygy _ 762®ya Oé2 +62 _ )\2

Ezen egyenletek megoldasai a harmonikus fliggvények
Py (z) ~sin(a(z +20)),  Py(y) ~sin(By+10)),  Pz(2) ~ sinh(A(z + 20)).

A kielégitend§ hatéarfeltételek: ®(z =0,a) = ®(y = 0,b) = &(z = 0) = 0 miatt

nwT mmy

C(2) ~sin(— =), By(y) ~sin(— =), Bul2) ~sinh(Anmz),  Anm = \/(m)2 + (%)2

a

A teljes megoldas ezek tetszoleges egyiitthatoval vett Osszege

Z A sin( ) sin( mr

nm

y) sinh(Apm2).

Még ki kell elégiteniink a z = ¢ lapon felvett hatarfeltételeket

Z A sin( ) sin( mwy) sinh(\p,c).

Kihasznalhatjuk a sajatfiiggvények ortogonalitasat, amely most ugy irhaté, hogy

a b
! i
/ da / dy sin(n;m) sin(m;; Iy sin(2T) sin(mb”y) - “Zb(s,m,amm,.

a

Ezzel

a b
b
%Anm sinh(Anmc) /dz/dyV x,y) sin nzx)sin(W) =Vim-
0

Ezzel

Vim . nTx, . mTY, .
(I)(X):Zm:absinh()\nmc) sin( . ) sin( 2 ) sinh(Apm 2).

2.2.4 Gorbevonali koordinatak

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

A miésik kérdés, amit meg kell valaszolnunk, hogy hogyan néz ki a Laplace operdtor gorbevonali koordinatak esetén?
Ennél kissé altaldnosabban fogalmazzuk meg a kérdést, és a goérbevonali koordindtarendszerekben érvényes analizis

alapjait nézzilkk meg.

Gorbevonalt koordinatarendszerben a tér minden pontjat paraméterezem harom szammal. A korabbiaktdl eltéréen

jeloljiik ezeket a paramétereket £, i = 1,2, 3 fels6 indexes mennyiségekkel, azaz r(£!) a tér paraméterezése.
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A gorbevonali koordinatarendszerek egyik legfontosabb tulajdonsaga, hogy minden helyen mésok a koordinatatengelyek.

A koordindta-vonalak az r(£7)] ¢i#i egy-paraméteres gorbék. Adott ponton 3 ilyen gérbe megy ét, a gorbék érintéi jelolik
ki a koordinatatengelyeket:
_or©)

e;i(x) = o (2.90)

Ezen lokdlis bazisok minden pontban maés irdnyba mutatnak. R™-ben kitiintetett a Descartes koordinatarendszerbdl,

amely globdlis ortonormalt koordinatakat hasznal: r = xiel(-o). Ezekkel felirva

_ 047 ()

S = Jii(x)e'?. (2.91)

€; (X) 3

Ha attériink &-k szerinti integralra, akkor ennek a métrixnak a determindnsa jon be, amit index nélkiili J-nek neveziink

/ d*x = / d3¢J. (2.92)

J-nek bazis-invaridns jelentése is van: ez adja meg a bazisvektorok &altal kijelolt térfogategységet
J = [e1(x) x ea(x)]es(x), (2.93)

A tovabbiakban elhagyjuk a x hely jelolését.
A (lokalis) bézisvektorok altaldban nem normaltak, és nem merdlegesek egymédsra. Ekkor érdemes bevezetni a dudlis
bézist e’ jeldléssel, hogy
eiej = (5” (294)

Vektromez6 kifejtheté mindkét bazisban
v=1'e;, =v;el = v'=ve, v =ve. (2.95)

A fels6é indexes mennyiségeket szokds kontravaridns, az alsé indexeseket kovaridns komponenseknek nevezni. A felsd és
alsé indexek Osszeejtésénél szummazast értiink. Hangstlyozzuk, hogy v egy koordindtarendszertdl fiiggetlen mennyiség,
a v* koordinatdk azonban, természetesen, koordindtarendszer-fiiggok.
Kifejezhetd természetesen az egyik bazis is a masik segitségével
e, =g, e =g = gj;=ee;, g¢g’=e¢€, (2.96)

g neve metrikus tenzor. A Descrates-bézissal kifejezve

9ij = ikelio) Jj[GEO) = Jiijk~ (297)
Mivel . .
ei= g9 er = g9’ =6, (2.98)

a két matrix egymads inverze. Két vektor skalaris szorzata:
uv = u'e; v'e; = u'v’ g;j, vagy uv = ue’ vjel = uvigh. (2.99)
A vektorialis szorzat kifejezése
(a x b) = (a x b)ex = a'l? (e; x ejer = Jsijkaibj. (2.100)

Derivalasok a gorbevonalii koordindtak szerint: mennyit valtozik egy skalarmezo értéke, ha x-bol x + dx pontba
megyek 4t7 Koordindtdzva a teret £ — £ + §£" eltolast néziink:

6 _ 6%

5B (x) = B(x + 0x) — B(x) = B(E + ) — B(€) = 551‘5? = oxe' g

(2.101)

Mivel a bal oldalon egy koordinatarendszer fliiggetlen mennyiség all, és dx is koordinatarendszer-fiiggetlen mennyiség,
ezért

) . -
grad ® = Vo = eg? = Vd =00, Vd=g90,0 (2.102)
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is koordinatazas-fiiggetlen, fizikai mennyiség — ez a gradiens.
Ha vektormez6ét megvaltozasat nézem, akkor figyelembe kell venni a bazisok megvaltozasat is!

=x

SE(x) = B(x + 6x) - E(x) = (E'e;)(€ +5¢) — (E'e;)(€) = 667 [

e J ) i od
agie’+E(~)§J’ 8§je ®e;+ LE'e ®8§J’ .
(2.103)
Szokds a bazisvektor derivéltjat, amely egy vektormezo, kifejezni koordinatak szerint:
de; k k k
96 =Ijex = Ty, =e"0ey, (2.104)
I'-k a Christoffel szimbdélumok. Mivel 5
e; T
c=——— = TE=rk 2.105
3@ aglagj ¥ ji ( )

Ismét a gradiensnél latott érveléssel: a bal oldal koordinatarendszer-fiiggetlen, dx szintén az, ezért a vektormez6 derivalt-
matrixa is koordinatarendszer-fliiggetlen.

OE* . . . .
V®E = {agi + Elrfj] e®we,=V;E'elwe, = (V,E)=0,E"+T}F (2.106)

Fontos megjegyezni, hogy a zardjeles kifejezés egyik tagja sem alkot koordinatarendszer-fliggetlen mennyiséget, vagyis
a parcidlis derivalds onmagaban semmit nem fejez ki. Az igazi fizikai derivalas V kovaridns derivdlt.
Megjegyzések a kovaridns derivaltrol, illetve Christoffel szimbélumokrdl:

o a definidlé (2.104) képlet alapjin
e;(E+dE) =e(§) +Thendd = ei(&+dE) =e;(€) + Tidx. (2.107)

Vagyis I' mint matrix megadja, hogyan véaltozik a koordindtarendszer ha egy kicsit beljebb megytink. Maés
széval megadja a koordindtarendszerek kapcsolatat — ezért szoktak I'-t konnerid-nak is nevezni. Mivel a kko-
rdinatarendszerek kapcsolatat adja meg, definicidja koordinatarendszer-fiiggd!

e T’ matrix komponensei (Fl)é€ = Fi—“j; ekkor a kovaridns derivéltat gy is irhatjuk, hogy V; = 9; + T';.

e parhuzamos eltolas: ha adott x pontban egy E vektor, és x + dx helyre parhuzamosan eltolom, akkor az ottani
koordindtarendszerben a komponensei nem ugyanazok, mint az eredeti komponensek. A komponensek véltozasahoz
a fizikai E véltozatlansdgat hasznalhatjuk ki: dE = 0, azaz

dE'e; + T}, E'd¢/e, =0 = dE' =T} E'd¢. (2.108)
e Tobbindexes mennyiségek kovaridns derivaltjainak szdmitdsakor felhasznélhaté, hogy A*B7 ... tobbindexes men-
nyiség, és V derivélds, vagyis a lancszabaly alkalmazhaté. Igy pl.

(ViAB)* = (V;AY BF + AV(V,B)* = 9;(A’B*) + T/, A'B* + T5,A'B* = (V,T)Y* =9, T7% +- 17,7 +T%,17".
(2.109)

e Kovaridns vektormezd kovaridns derivéltjanak szdmitdsakor felhaszndlhatjuk, hogy E;A7 skaldrmezd tetszéleges
AJ esetén, ezért:
(ViE); = 0;E; — T}, Ep = (670; — T'};) Ex. (2.110)

e A metrikus tenzor derivéltja
Bigjk = 8i(ejek) = Ffjgék + kagej = Vigjk =0. (2111)

Ez biztositja, hogy a kovaridns derivalas indexeit is g-vel lehet fel-le hizni.

A fenti egyenletet mindhdrom lehetséges indexkombindcidval felirva

1
T3y = 50" (Digie + Digic — Dugiy) - (2.112)
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A vektormez6 derivéltjanak trace-e az E divergenciaja, skalarmezé
divE = VE = 0,E7 + T/, E". (2.113)

Hogy a fenti kifejezést leegyszerisitsiik, vegyiik a J derivaltjat:

; ; 0;J
(9“] = 8161(62 X 63) = F%iel(eg X 63) + ... = ng‘] = Fz] = T (2114)
Ezzel
i O 1 i

Descartes-koordinatakbdl indulva (2.97) alapjén det g = J2. Ilyen médon

1 y
divgrad® = A® = —09,(1/99" 0, ®). (2.116)

V9
Kilonosen egyszeri kifejezéseket kaphatunk, ha az 4j bazis is ortogonélis, azaz
y 1

e;e; = hféw = Gij = g” = (Sij, \/g = hihshs. (2117)

h2

Ekkor
1 0 hihahs 0P

T hihohs 06 B2 0&

AD (2.118)

Az integréldsi mérték
/d3x = /d?’g hihohs. (2.119)

Vektormez komponenseinél szoktak normdlni a bazisvektorokat, vagyis bevezetik a

1 - . , 1 . .
é; = h—ei = E= Ezei =FE;é; = FE'= —F;,, FE,= h,z'Ei, (2120)

) %

ekkor nincs kiilonbség a felsé és alsé indexek kozott. A gradiens komponensei, illetve a divergencia kifejezése ekkor

1 1 hihohsE'
V& =—0;9, VE = 0; , 2.121
h; hihohs hi ( )
a Laplace kifejezése ugyanaz.
Még néhany formula: V ® E antiszimmetrikus része
. . . . , , 1 » 1 ..
(ViE; —V,;E))e’ ®e' =V,;Ej(e! e’ —e' ®e’) = jViEj{—:”kekx = rotE = js”kviEjek. (2.122)
I' alsé indexeinek szimmetridja miatt
_ 1 ijkg ijkhka £\ 2
rot £ = j& iEjek — € 7 i(hjEj)ek7 (2123)
ahol a jobb oldal ortogonalis koordinatarendszerekben érvényes.
2.2.5 GoOmbi koordinatarendszer
A gombi koordinatakra a kovetkezd transzformacidval tériink at
x =rsinfcosy e, = (sind cos p, sin O sin p, cos 6)
(x,y,2) = (r,0, ), y=rsinfsing = ep = (rcosf cosp,rcosfsinp, —rsinb) . (2.124)
x =rcosf e, = (—rsinfsinp,rsinf cos ¢, 0)
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Szokds (0, ) = Q jelolést is alkalmazni (térszog). A koordindtatengelyek egymdsra merSlegesek, ezért a megfeleld h
mennyiségek

h, =e.e. =1, he = Vegeqg =, hy = \/€ge, =rsind. (2.125)

Ezért az integralasi mérték, a hatarokat is feltlintetve

00 T 27 00 1 27
/d3x: /dr/d@/dcpr2 sinf = /der/dx/dgo, x = cosf. (2.126)
0 0 0 0 1000

10 (,00 1 2 00 1 9%
Ao — 9 (202 9 (ng22) 4 L % 2.12
2 or (r 87") T 26 00 <Sm ae> t 2?0 097 (2.127)

A laplace operator

Az els6 tag irhaté més alakban is

190 (728@) _L2 ), (2.128)

r2 Or or ) ror?

A gbémbi koordinatarendszer jol illeszkedik gombfeliileteken vagy kupfeliileteken adott hatarfeltételekhez.
A Laplace-egyenletet rendezziik 4t a kordbbi formuldknak megfeleléen. Erdemes megszorozni az egyenletet r2-tel

10 0P 1 0 0P 1 9%
IAND =0=12A,D+ Nod ND = — (rP— No®=— — (sinf— | + ———. 2.12
" 0=r T oe®, " r2 or <T 87’) ’ ° sin @ 00 (sm > * sin? § 02 (2.129)
Keressiik a megoldast ®(r, ) = R(r)Y () alakban. A fenti egyenletet osztva ®-vel

2A® AR AgY
Tt -0l RR+ 2L o PAR=MFDR, AeY =41, (2.130)

hiszen az els6 tag csak r-t6l, a mdsodik csak Q-t6l fiigg. A sajatértéket most A = £(¢ 4+ 1) alakban irtuk a késébbi
kényelem kedvéért.
A radialis egyenlet

A radidlis egyenlet kifrva
2

T’W(T‘R) =L+ 1)R. (2.131)
Megolddsat keressiik R(r) = r® alakban

ala+1)=L{l+1) = a={ vagy a=—(l+1). (2.132)
Mivel masodrendii az egyenlet, valéban két linedrisan fliggetlen megoldast vartunk.
A térszogfiiggo rész

A térszogtol fiiggd részt szorozzuk meg sin? 6-val:

.0 (. 07 0%y _
smH% (8111989) + 92 =Ll +1)sin®0Y. (2.133)

Keressiik a megolddst itt is szorzat alakban Y (6, ) = P(6)¥(p). A fenti egyenletet osszuk el Y-nal, és rendezziik 4t

b °p

sinf d (. dP . 9 1d*0v dTOZZ_

[P cl@(smec’w)w”l)sm G]WMWO T R (™) o (e - ) P o
sin 6 df do sin? 6 ’

(2.134)
hiszen az els6 tag csak 0-t6l, a mésodik csak p-tél fiigg.
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A U-ra vonatkozoé egyenletet jol ismerjiik, megoldasai
U(p)=€"?,  vagy W(p)=e "% (2.135)

Masodrendii egyenlet 1évén, itt is két linedrisan fiiggetlen megoldéast kaptunk.
A P-re vonatkozé egyenlet nem a szokdsos. Hogy a trigonometrikus fiiggvényektdl megszabaduljunk, vezessiik be 1j

valtozot
d 1 d d dP

2
x = cosb, Ir ngd = @ ((1 x) dm) + <€(£+ 1) T x2> P=0. (2.136)

Ezt dltaldnositott (vagy asszocidlt) Legendre egyenletként ismeri a matematikai irodalom (ldsd pl.
http://mathworld.wolfram.com/LegendreDifferentialEquation.html). Két linedrisan fiiggetlen megolddst varunk, jeloljiik
Sket P és Qp-el (elsé ill. mésodfaji Legendre-figgvények). Vizsgdljuk meg ezeket a megoldédsokat el6bb speciélis es-
eten:

m = € =0 eset Ekkor

d<(1_x2)dp>:o I T C1+@1 Hx (2.137)

dx dx dx 1— 22 —x

A két megolddst azonositjuk P =1 és QY = In }f—fﬁ A maésodik megoldds x = £1-nél, azaz 0 = 0, 7-nél divergil. Ha
tehat ez a pont benne van az értelmezési tartomdnyban, akkor QY nem vehet részt a kifejtésben — hasonléan ahhoz,
hogy f(0) = 0 fiiggvények trigonometrikus fiiggvényekkel val6 kifejtésében csak a sin-ok szerepelhetnek, a cos-ok nem.

m =0, £# 0 eset Ekkor amit kapunk

d dP
— (1 =2®)— ) +l+1)P=0 2.138
& (a-2%) vy (2.139)
Legendre egyenlet. Ennek megoldésairdl a kovetkezoket lehet tudni

(1. pl. http://en.wikipedia.org/wiki/Legendre_polynomials

http://mathworld.wolfram.com/LegendrePolynomial .html).

e Altalanos ¢ esetén a két megoldés, Py(z) és Qu(x) koziil az egyik © = 1-nél (0 = m-nél), a masik © = —1-nél
(0 = 0-nél) divergal.

e Ha / egész, akkor az egyik megoldds, Py(z), f-edfoki polynom, vagy péros vagy paratlan hatvanyokat tartalmaz,
ezért Py(—x) = (—=1)*Py(z); mig Qu(x) divergdl z = +1-nél (. az £ = 0 esetet). A szokdsos normélds P(1) = 1.
Ekkor az altalanos alak megadhat6 a Rodrigues-formuldval

Po(.T) =1
1 d Pi(z)==x
Pe(a) = 555 dﬂ( -1t = Py(z) = %(3:& —1) (2.139)
Py(x) = §(352* — 3027 + 3)
e Az ortogonalitési és teljességi relaciéjuk:
/de VP (z) = —>§ iﬂp(mﬂa (@) = 6z — ) (2.140)
() Py ( 901 10" 2 5 ¢ ¢ = . .

e A Legendre polinomok generétorfiiggvénye

1 l
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Ennek bizonyitdsa: Vizsgaljuk 1/|y —e.| kifejezést abban az esetben, ha t = |y| < 1. Gémbi koordindtarendszerben

kifejezve
! ! i £)Py(cosf), (2.142)
= COS .
ly—e:l \/Z+1-2ye, \/t2+1—2t0089 d

hiszen Pj-ek bézist alkotnak a [—1,1] tartomdnyban értelmezett (négyzetesen integrélhatd) fiiggvények terében.
Masrészt a Laplace operatort alkalmazva

1
|y_ez|

= —dnd(y —e.) =0, (2.143)

hiszen |y| < |e.|. Emiatt fo(t) ~ t* vagy t~¢~1. Mivel ez utébbi nem reguldris a ¢ = 0-ban, marad az els§. Tehat

T thgt Py(x (2.144)

A ¢y egylitthatokat az © = 1 eset vizsgdlatdval kapjuk. Ekkor ugyanis P;(1) = 1 miatt
=> ot = =L (2.145)
=0

Ez a formula fontos lesz a multipol-kifejtésnél, hiszen

1 1 1 1
- = = Py(cos ), 2.146
x=yl  Va?+y?—2wycosf 7> \/1+ (r</rs)? —2(r< /1) cosd ;% Zjl ( )

ahol r< = min(|x], |y|) és r> = max(|x], [y[).

Altalanos eset Ekkor meg kell oldani

% ((1 —x )ili]:) + (£(€+ 1) — 1m;> P =0. (2.147)

Ennek megoldasaira hasonl6k mondhaték mint az elébb

e Altaldnos £, m esetén a két megoldas, P (z) és Q7' (x) kozil az egyik x = 1-nél (0 = m-nél), a mésik x = —1-nél
(6 = 0-nél) divergdl.

e Ha (,m egész és —¢ < m < {, akkor az egyik megoldds, P;*(z) reguldris a teljes € [—1,1] tartomédnyban, és
megadhatd, mint

PP(@) = (—1)"(1 = 2"/ 2 Py(a). (2,143
Ekkor a méasik megoldds, Q7*(z) divergdl = £1-nél.
e Negativ m-ekre
P @) = (-1 (e P o) (2,119
e Ortogonalitési relacié:
1 1 /
/ dx P}"(z) Py (z) = m&w, / il (1”3)_2”; (@) _ nif ;_mn);)!&mm/. (2.150)
1 21
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Gombfiiggvények

A teljes térszogfligegd részben a reguldris (elsérendii) Legendre fiiggvényekbdl kapjuk a gombfigguényeket
(I. http://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_harmonics); a szokdsos norméldssal

2041 (LHm) ime
Yo (6, 9) = I U —m) P/ (cos0)e'™?. (2.151)
Ekkor igaz
) 4
Yoom = (=1)"Y(n, /dﬂ Yo QYo (Q) = 6eemmrs Y D Yin(0,0)Yem(0'¢') = 8(p = ¢')3(cos 6 — cos ¢').
=0 m=—¢

(2.152)
Az els6 néhany gombfiiggvény

1 1 /3 1 3 .
Yoo = —, Yig= =4/—cosf, Y| =——=4/—sinbfe¥
=" Yio 2\/;cos , Y 5\/ 3, sinbe
1 /5 1 /15 . 1 /15 .
Yoo = 4\/;(360829 — 1) , Yo = —5\/%5111900596“”, Yoo = 1\/%Sin2 fe?i®. (2.153)

Gombfeliileten négyzetesen integralhaté fliggvények kifejthetok Yy, szerint:

[eS) l
f(eﬂp) = Z Z ffmnm(9=90>7 fém = /dQ Y?;n(ea()o)f(aﬂw) (2154)

=0 m=—4¢

Ha a kifejtend6 fiiggvény nem fiigg p-t6l, akkor az ortogonalitds miatt csak m = 0 jon szdba.

Gombfiiggvények és forgatasok A gombfiiggvények fontos szerepet jatszanak a forgatasok vizsgdlatdban is. Ehhez
végezziink el egy ortogondlis transzforméciét a vektorokon: x € R3-re x’ = Ox, ahol OTO = 1. Ekkor x’ 2 =
(0Ox)(0x) = xOTOx = x2, vagyis a hossz invaridnsan marad. O tehdt forgatést ir le.

A laplace operdtor A = V'V, azaz a V “négyzete”, ezért invaridns. Gémbi koordindtarendszerben felirva a radidlis
rész szintén invaridns (hiszen a vektorok hossza nem valtozik). Emiatt a térszogfiiggd laplace operdtor is invaridns.

Nézziik most a gombfiiggvényeket. Mivel egy n egységvektor gombi koordindtéi (r = 1,6, ¢), ezért a (0, ) argu-
mentumokat helyettesithetjiik az n megaddséval: igy pl. Y, (n). Elforgatva a koordindtarendszert Yy, (On) fiiggvényt
kapjuk. Miutédn azonban Agq invaridns a forgatdsra, ezért igaz lesz

AqYem(m) =Ll + 1D)Yem(n) =  AqYem(On) =L+ 1), (0On). (2.155)

Ezért Yy, (On) az £({+1) sajatértékhez tartozé sajatfliggvénye Ag-nak. Kovetkezésképpen benne van az ezen sajatértékhez
tartozé sajataltérben, igy kifejezhetd az ehhez a sajatértékhez tartozé sajatfiiggvények Gsszegeként:

14
Yim(On) = >~ Dy (0) Yo (n), (2.156)

m=—/{

ahol az egytutthatdk fliggnek a forgatds maéatrixatél. Mivel két forgatds egymadsutdnjat nézve 0105 = Oj szintén
forgatéshoz jutunk, a fenti formuldba befrva Y, Dy (O1) Dy (O2) = Dy (O3) kifejezést kapjuk. Az Yy, fiiggvények
normaltsdga miatt (1. (2.152) mdsodik egyenlete), valamint a df) integréldsi mérték forgdsinvariancidja miatt igaz az is,
hogy >, D;:,(O) Dy (O) = 0pms. A fentieket tigy foglalhatjuk Ossze, hogy a forgasok dbrdzolodnak az adott (-hez
tartozo gombfiiggvények terén.

Ezeket a gondolatokat sokféleképpen hasznosithatjuk. Egyik alkalmazas a kovetkez6 tétel:
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Kifejtési tétel ha adott m illetve n/ két egységvektor, akkor

L
Puln'm) = 57 3 Vi ()Yin(n). (2.157)

m=—

A bizonyitashoz felhasznéljuk, hogy 6 = 0-nal, vagyis n = e, esetén (2.151) miatt Yy, (€,) = dmor/ (20 + 1)/ (4m).
Ezért

2041 2041
-1 _ (O-1 , _ -1 _ . .
Yim (O™ "e;) = m;g Dy (O77) Yoy (€2) = Do (077) A D, (0) A (2.158)
Mésrészt ha m = 0-ra nézziik, akkor Yyo(n) = /(2¢ + 1)/(4mw)Py(e,n), hiszen az argumentum e,n = cosf. Emiatt

20+ 1 20+ 1 20 + 1
Pi(e-0n) = 4 ?YEO(OR) =\ " ZDOm(O)ng( )= ZYem (07 'e.)Yyn(n). (2.159)

Mivel minden n’ vektorhoz létezik olyan forgatds, amely 6t a z-tengelybe viszi 4t, ezért 30, hogy n’ = O~ 'e,. Ezzel a
fenti képlet a bizonyitandé allitast adja.

A Laplace egyenlet megoldasai

A teljes kifejtéshez hasznalandé alak:

D(r,0,0) = Z (Al,’mr”P;”(cos )™ + fuﬂl

v,m

. , Dy ,
P (cos0)e"™? + Cy pr” Q' (cos 0)e™? + —=2-Q (cos G)e””‘P> .
r

(2.160)
Specidlis esetekben:

e Ha ¢ € [0, 27], akkor ®(r,0,p) = (1,0, p 4+ 27) miatt m € Z egész szdm. Ha a hatdrfeltételek nem fiiggnek ¢-t6l
(hengerszimmetria), akkor m = 0.

e Ha a 0 =0, azaz a z tengely benne van az értelmezési tartomanyban, akkor csak a P)* fiiggvények hasznalanddk.

e Ha a megoldas a teljes 47 térszogben értelmezett, akkor £ € N és —¢ < m < ¢, vagyis a gombfiiggvényeket kell

hasznalnunk
By
®(r,0,p) = Z Z <Agm7‘ + M)ng(e ). (2.161)
=0 m=—/¢

Az Ay, illetve By, egylitthatékat a hatarfeltételek szabjak meg.

e Legspecialisabb esetben ha a megoldas a teljes 47 térszogben értelmezett, és a hatarfeltételek nem fiiggnek ¢-t6l
(hengerszimmetria):

> B
o(r,0) =Y (Aml + T,ﬁ) Py(cos ). (2.162)
£=0

Ekkor az A, illetve B, egyiitthaték meghatdrozdsahoz elég a potencidl ismerete a cosf = 1 mellett, azaz a z
tengelyen, ekkor ugyanis Py(1) = 1.

Feladat: A mar latott: Eq térerésségbe helyezett, foldelt, R sugart fémgoémb tere.

Megoldas: Itt a teljes 47 tartomanyban értelmezett a megoldés, azaz a gombfiiggvények szerinti kifejtést kell valasztanunk.
Viélasszuk a z tengelyt az E( irdnyanak, akkor a feladat o-fliggetlen, és igy kifejthet6 a Legendre-polinomok szerint,
1. (2.162). Az r — oo limeszben csak a pozitiv egylitthaték maradnak, ott adott a potencidl értéke:

A1 = *EO

2.163
Appr =0 (2.163)

O(r — o00,0) = ZAgréPg(cos 0) = —Foz = —Egrcos = {
=0
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A gombfeliileten a potencial nulla

oo

B B, = -EyR?
_ _ 14 4 _ _ 20+1 _ 1 0
Oo(r=R,0) = ;:0 (AgR + Ré‘*‘l) Py(cosf) =0 = By=—-AR = {Bbﬂ —0 (2.164)
Végiilis kapjuk
R? R?
b= _EO <1 — 713) rcosf = _EOX (1 — |><|3> 5 (2165)

ahogyan kordbban mér 1ttuk (v6. (2.66)).

Feladat: Egy © nyilasszogi kup feliilletén & = 0. Milyen a tér a kip belsejében, a cstcs kozelében, ha a kupot lezaro
gémbfeliileten a potencial forgasszimmetrikus?

Megoldas: Itt nem a teljes 47 tartomdnyban értelemzett a megoldds, viszont a § = 0 benne van az értelmezési
tartomanyban, és a megoldds nem fiigg ¢-t6l. Ezenfeliil a potencidl véges az r — 0 esetben. Igy a kifejtés:

O(r,0) =Y " A,r¥P,(cosb). (2.166)

A lehetséges v értékeket az szoritja meg, hogy a potencidl nulla # = © esetben:
P,(cos®) = 0. (2.167)

Egy adott ©-ra a P, (cos O) oszcilldlé fiiggvénye v-nek, 1. Fig. 2.1. A P,(z) figgvények teljes rendszert alkotnak,

1 e T T 2.5
0.8 r\ \
\ 5 |\
0.6\
04 | | |
) N\ - = \
:\? 02 / \\ > \\
O - ‘ y : 1 AN -
02y . 05t
04 N
-0.6 e 0 — : : :
0123456738910 60 90 120 150 180
v (€]

Figure 2.1: Legendre fiiggvény

azaz kifejthet6 r = R mellett adott (p-fiiggetlen) hatédrfeltétel.

Ha egyre kozelebb megyiink a csiicshoz, akkor egyre jobban a legkisebb lehetséges v érték dominél
O(r —0,0) ~ 1P, (cosh). (2.168)
A vg legkisebb nullhely fiiggése cos ©-tdl a 2.1 dbran ldthaté. Jellemzok

e Ha © — 0, akkor cos©® — 1, viszont P,(1) = 1, azaz egyre nagyobb v kell a nullhelyhez, {gy vy — oo.
e Ha © < 7/2, azaz bemélyedés, akkor vy > 1.

e Ha © = /2, akkor a kip siklapba megy at, ennek kozelében ® ~ z = rcos 6, azaz vy = l-et varunk; mivel
Py(x) = z, ezért valéban vy = 1.

e Ha © > /2, azaz csics, akkor vy < 1.
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A feliiletre meréleges elektromos tér nagysiga

1090

a0~ r° " sin P}, (cost) = z (2.169)

Ey = .
€0

Ez azt jelenti, hogy © > 7/2 esetén, vagyis cstics esetén, a feliilethez kozeledve a térerdsség végtelenhez tart =
csucshatas

Villimharité: levegdben a maximalis elektromos tér .y ~ 10 - 107 V/m. Efelett mér ionok képzédnek, gyorsulva
lavindt gerjesztenek: ez a villaim. Csucsos feliiletnél nagyobb a térerd, tobb az ion, ezért oda fog becsapni a villam.

2.2.6 Hengerkoordinatak

A hengerkoordinatak definicidja

T = 0Cosy e, = (cos p,sin g, 0)
(z,y,2) = (0,9, 2), y=osing = e, = (—osing, gcos ¢, 0) (2.170)
zZ =2z ez:(o,ovl)
Emiatt
oo 27 e}
ho=1  hy=0,  h,=1 = /d3x: /dgg/dga / dz. (2.171)
0 0 —o00

A Laplace egyenlet alakja

2 2
OA(I)<8<I>> 19°0 %0

%90) T P02 "o
Az egyenlet mindhdrom véltozdjaban szétvalaszthatd, vagyis a megoldas kereshetd ®(p, ¢, z) = R(0)¥(p)Z(z) alakban.
Ezt alkalmazva, és elosztva ®-vel:

(2.172)

1 d d 1 420 1d%Z
( R> (2.173)

TRvdE 7R

Viszont valaszthatunk, melyik koordinatat tekintjitk “merdlegesnek”. Egyik lehetéség, hogy & = (o,¢), {1 = 2.

Ekkor
A2z

T K Z = Z=¢€", vagy e ** (2.174)
valamint p p 2
1 R 1 v
e e 2.175
oR do (Q d@) TP a2 (2175)
Ezt megszorozva o>-tel
> 9
i
od [ dR Y I A dg? m
-—\lo— |+t (kK ——5)R=0
odo \" do 0
Az els6 egyenlet megoldasa 4 '
v =¢"?  vagy e "M% (2.177)

Ha az értelmezési tartomény ¢ € [0, 27|, akkor a megoldds periodikus kell legyen 27 szerint, ezért m € N egész.
A masodik egyenlet megolddsdhoz 1j valtozd x = ko, ekkor

@R 1dR 2
-+ + (1 - ’”2) R=0. (2.178)
X

de? ' xdx

Ez a Bessel-egyenlet, megoldédsai a Bessel-fliggvények. Masodfoki egyenlet 1évén, két fliggetlen megoldast varunk.
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e Elséfaji Bessel-fliggvények J,,(x). Hatvédnysor reprezentécidja

)= (5)" S e (1) 2179)

n=0
ahol I' a Gamma-fiiggvény:
FneN)=(n-1), [(z) = /dttHe*t. (2.180)
0
Masik, gyakran hasznalt reprezentici6
In(z) = 1 ]dTCOS(’I’LT —zsinT) = 1 /ﬂdTei(”T_”i“T) (2.181)
" s 2m ' '
0 -

e Ha m nem egész, akkor J,,,(x) és J_,,(z) linedrisan fliggetlenek. Ha m egész, akkor J_,,(z) = (—1)"J,,(x), vagyis
keresni kell egy ettdl linearisan fiiggetlen megoldast:

Ny () = Im () cosmm — J_p, () (2.182)

sinmm

mésodfaji Bessel fliggvény vagy Neumann-fiiggvény. Néha ezek kombinaciéjat hasznaljék:
HWV(z) = Jo(2) 4+ iNp (2), H? (z) = Jp(2) — iNp (2), (2.183)
harmadfaju Bessel fiiggvények vagy Henkel-fiiggvények.

e Hatdaresetek:

<1 Jm(x):i(fyn, Non () ”:”)

2 sin(@-"T T (2.184)

2\ 2 x
- ill. —log— (m=
(x) i —log g (m =0)
2 4

2
z>1 Im () = \/E cos(x—%—g), Ny (2)

A maésodik alakbol latszik, hogy végtelen sok gyok van.

™

o Az els6faju Bessel-fliggvények bézist alkotnak a négyzetesen integralhaté fiiggvények terén.
Ortogonalitasi reldcidk: a 0 < p < a esetben
0 2

a
/ 400 T (i £) T (03 &) = & U ) 6 (2.185)
0

ahol fix m-re Jp,(m;) = 0 Vi. A fenti kifejezés arra hasznédlhatd, hogy ha ¢ = a-ndl nulla a potencidl, akkor az
ezt kielégitd Bessel-fliggvények szerint kell kifejtentink.

A 0 < o < o0 esetben

oo

[ doo (ko) e) = 1o~ k), (2.186)
0

A Laplace egyenlet megoldasai ezek szerint

D(o,p,2) = Z [(Akam(kg) + BNy (ko))eb2e™? 4 {k — —k} + {m — —m} + {k - —k,m — —m}] . (2.187)

km

A lehetséges k és m értékeket a hatarfeltételek allitjak be.
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Feladat: Adott egy h magassdgi R sugart henger, melynek oldaldn és az alaplapjan ® = 0, a tetején ®(o, p,z = h) =
V (o, ). Milyen a potencidl a henger belsejében?

Megoldés: Mivel a feladat a teljes ¢ € [0, 27] tartomédnyban értelmes, ezért m egész. Mdsrészt a potencidl reguldris a
o — 0 esetben, ezért N,, egyiitthatoja nulla. A potencidlnak nulldnak kell lennie ¢ = R esetben, valamint z = 0
esetben. A kifejtés ezek szerint

Do, 0,2 Z Z sinh (ki 2) Jom (Kmi0) (Ami sinme + By, cosme) , kmiR = oty (2.188)
=0 m=0

z = h-ndl a potencial V (g, ¢), azaz

V(o,p,2) =Y sinh(kpmih) Jom (kmi0) (Ami sinme + By, cos mep) (2.189)

mi

Az egylitthatdk, kihasznalva még, hogy

/ 16 SIS = o (2.190)
a kovetkezdknek adédnak:
2 a 27
Ami = d d V , m ka . ’
ma?J2 1 (i) sinh(kpih) / QQ/ pViep (kmio) sinmgp
W (2.191)
2
Ta Jm+1(04m1)51nh (kmih) / QQ/ ¥ I (kmio) cosmep
0 0

2.2.7 Multipdlus kifejtés

Hagyjuk most a specialis koordinatarendszereket, és targyaljuk ismét adott toltéseloszlas terét, de most nagy tavolsagra.
Legyen tehét egy lokalizalt toltéseloszlasunk, amelynek karakterisztikus mérete a:

/d3x’ Q(X/), . (2.192)

[x —x/|

(b =
(X) 47‘(’60
Az |x| > a esetben sorba fejthetjiik a nevezst — ezt megtehetjiik dltaldnos koordindtakkal, vagy gémbi koordindtarendszerben
kifejtve.

Altaldnos koordinédtékkal (|x| = r jeloléssel)

1 11 1
— = 9=+ = 88 2.193
x—x/| r TGy R + ( )

Mivel 25

T; 1 3x;xi — 190
0;— = 0;0; - et X 2.194
r r3’ Ty 7o ’ ( )
ezért:
1 1 x'x  13(x'x)? - x'?x?
—_—_ ... 2.195
x—x'| r r3 + 2 rd + ( )
Visszairva,

r r3 2 b

+..., (2.196)

1 x'x  13(x'x)? - x'*x2 1 [Q px 1xQx
47T€0
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ahol
Q= /d3x’g(x’)7 p= /d3x’x’g(x’), Qij = /dBX’(nga:; —X’Q(Sij)g(x’), (2.197)

a t0ltés, dipdlmomentum illetve kvadrupélmomentum. Ez utébbi egy 3 x 3-as spurtalan tenzor.
Ha magasabb rend{i multipol-momentumokra is sziikség van, akkor érdemesebb a gémbi koordindtakban kifejezett
alakot haszndlni. Felhaszndlva (2.146) és (2.157) egyenleteket, valamint hogy most |x| =r > |x'| =+’

) 4 ,

‘x—x Z Z+1 Z Z ,,J+1 2€+1 Em( )Yém( ) (2.198)

=0 m=—¢

Ezzel:

qe ¢
;0 Z 2% —:Ll 7"4+1 énL(a QO), ahol dem = /dgxl ! Yem(ﬁ ,QO/) Q(X/). (2199)

o Osszefiiggés van a ¢, p, Qij és qum, £ =0,1,2 egylitthatok kozott:

Pz o [ I-1 T qn
Q = V4 qoo, Py | =\ 73 i(q1,-1+q11)
Pz V2 q10
00,0\ (VB (mresim)  w/Fweow  Eew
gym gyy gyz B QW o 10 (Q22 +q2-2 — \/7(120) \/7 q2 1+ q21) 2-200)
Zx 2y zz sz Q : 5 -

e Ha a toltéseloszlas jellemz6 mérete a, akkor a tipikus nagysigrendek @ ~ 1, p ~a, Q;; ~ a?.
e Ha 4thelyezem a koordinatarendszer kozéppontjat, akkor x’ — x’ + ¢ médon kell az integralok alatt mdédositanom,
vagyis a fenti egyiitthatok moédosulédsa:

AQ = O, (Sp = QC, AQ” = 3(Cipj + iji) - QCpéij + (SCiCj - C25ij)Q; ce (2201)
Altaldban igaz, hogy a legalacsonyabb multipdl momentum koordindtarendszer-fiiggetlen.

e Miért van a kvadrupol tenzornak 5 komponense? 3 x 3 métrix komponenseinek szdama 9. Szimmetrikus kell, mert
xQx alakban jelenik meg. Spurja azért tiinik el, mert Q;; ~ 9;0;7~ 1, vagyis a spur ardnyos Ar~! = 0. Egy métrix
ilyen felbontasa megfelel a forgasok irreducibilis abrazolasainak.

2.3 Elektrosztatika anyag jelenlétében

Valédi anyagokban kétfajta viselkedés lehetséges: ha vannak szabad toltéshordozdk, akkor sztatikus elektromos tér
hatdsara addig mozognak, ameddig az elektromos tér le nem arnyékolédik. Ha nincsenek szabadon elmozdulé téltéshordozdk,
akkor is vannak elektromos toltések az anyagban, helyhez kototten. Ebben az esetben elektromos tér hatasara a
toltéshordozdk csak kicsit mozdulnak el.

Tekintsiik az anyag egy kis, nulla 6ssztoltésti anyagdarabkédjat. Ennek fliggetleniil lehet eleve valamilyen toltéseloszlésa,
de ha kiils§ elektromos teret alkalmazunk, akkor mindenképpen kialakul egy nem trividlis toltéseloszlas (1. fémgomb
polarizdciéja, (2.66) és (2.165)). A molekuldris toltéseloszlast makroszkopikus tdvolsdghdl figyeljik meg, vagyis alka-
lmazhat6 a multipol-kifejtés. Az anyagdarabka jellemz6 méretére a-t véve, az n. multiplmomentum a”-nel aranyos,
tere a dip6l teréhez képest a"~!/|x — x,|" 7! faktorral szorzddik, vagyis messzirdl figyelve elhanyagolhaté. Emiatt az
anyag kis darabkéjanak toltésszerkezetét a dipélmomentumaéval kozelithetjiik, 1. 2.2. dbra. Vagyis ha egy ponttoltést és
egy kis anyagdarabkat néziink, akkor az x helyen mérhetd potencial:

q 1 1 p(X _XP) (2202)

@ =
(x) dreg |x — xo|  Ameg |x — %3

ahol x¢ a ponttoltés, x, az anyagdarabke helye.
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P

Figure 2.2: Ponttoltés és dipdllal kozelitett anyagdarab egyiittes hatasa

Amennyiben tobb toltésiink van, akkor ezt a toltéssliriiséggel jellemezhetjiik. Ha kiterjedt anyagunk van, akkor
ezt felosztjuk elemi dV térfogati celldkra, melyek toltéseloszlasat a p dipdlmomentumukkal jellemezziik, és ezekre
Osszegziink. A toltéseloszlds mintdjara bevezethetjiik a dipélmomentum-siiriiséget (vagy polarizdcids sfirtiséget), P(x) =
p/dV mdédon. A felosztdssal nulldhoz tartva integrélt kapunk:

B(x) = — /d?’x olx) | 1 /d?’x’w. (2.203)

~ dne, |x —x'|  4meg |x —x'|3

A misodik tagban levé integralt tovdbb alakitva (elhagyva a teljes divergenciabdl jovo feliileti tagokat)
P !/ _ !/ 1 P !
/d3x’ m — /d3x’P(x’) vV _— | = —/d?’x' M (2.204)
P x—x| x|

Ezt visszairva

P(x) = Z17350/d3xQ(X/ix__v)j')(gcl) (2.205)

Vagyis a polarizéciébdl eredd jarulék pontosan olyan alaki, mint a betett toltésstirliség jaruléka. Ezt gy fogalmazhatjuk,
hogy a teljes érezheto toltéssiirtiség értéke

0tot = 0 — VP =0+ ging. (2.206)

A maésodik tagot szoktak indukdlt toltéssiriségnek nevezni. A mikroszkopikus kép emogott az, hogy ha megnézziik,
hogy egy V térfogatban mekkora toltés helyezkedik el, akkor az altalunk betett toltések mellett az anyag toltéssilirliségét
is figyelembe kell venni. A térfogat belsejében levo dipélok 6ssztoltése nulla, csak azok maradnak, amelyek a feliileten
vannak, és igy a feliik kilég a térfogatunkbdl. A dipdl feliilet irdnyt komponense nulla jarulékot ad, vagyis a bent rekedt
toltéshez qa = —pn = —PndV = —aPndA, azaz ¢ = —PndA. A teljes toltés tehdt

Q= /d3xg— ?(dfp = /d3x(g— div P) . (2.207)
v ov v
Vagyis az elektromos tér értékét meghatarozé Maxwell egyenlet most gy irhaté, hogy
1 1 1
VE=—ps = V| (E+—P|=—op. (2.208)
€0 €0 €0

Bevezetve D = ¢o E + P mennyiséget (elektromos eltolds) az anyagban érvényes Maxwell-egyenletek alakja

VD=9, VxE=0] (2.209)

A masodik egyenlet az E = —grad ® egyenlet kovetkezménye. Az els6 egyenlet értelmezése tehdt: ha betesziink a
rendszerbe o toltéssliriiséget, akkor az anyag polarizdcidja miatt a valddi toltéssiirtiség mem o. Az elektromos tér
egyenleteibe a teljes toltésslirliség jon be. A polarizdcidt figyelembe véve definidlhatjuk a D elektromos eltoldst, ennek
forrdsa mér az expliciten betett (kiilsd) toltéssiirtiség.
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Hogy a fenti egyenletet kezelni tudjuk, sziikségiink van egy D(FE) Osszefiiggésre. Fémgombnél 14ttuk ((2.67)), hogy
p = 47 R3¢y E. Vagyis ha V térfogatban van egy fémgémb, akkor a polarizécié-stirtiség

p 4dneoR3 4 R3
P=== E D= 1 E. 2.21
% % ’ £0 ( Ty (2.210)
A legtobb anyagra igaz lesz
P =¢0xE, D =¢y(14+x)E =coe.E =¢E, (2.211)

ahol x (elektromos szuszceptibilitas) e, (relativ permittivitéds) illetve e (permittivitds vagy dielektromos dllandd) szim-
metrikus matrixok, izotrép anyagban azonban csak szamok.
Teljesen altaldnos anyagi tulajdonsagok esetén nem tehetiink mast, mint megprébaljuk megoldani a

V(e(x)VP(x)) = —p(x) (2.212)

egyenletet. Homogén, izotrop anyagban a potencidlra felirhato
1 . 0 _ e
E=-D = divE=- = Adb=-—-. (2.213)
€ € €

Ugyanaz az egyenlet mint vakuumban, csak a permittivitds értéke mas. Részlegesen homogén kozegekben a homogén
tartomanyokban alkalmazhatjuk a fenti képletet, a kdzeghatarokon hatarfeltételeket szabhatunk.

2.3.1 Hatarfeltételek

Kozeghataron a hatarfeliileten dA alapi df magassdgu henger feliiletére integralva, ahol df — 0 a feliiletre rakott kiilsé
toltést kapjuk. Feltéve, hogy ilyen nincsen, kapjuk:

/ divD =0 = dA(Ds, — D1,) = (2.214)
1%

Ennek fizikai jelentése az, hogy inhomogén anyagban toltéseloszlas indukalédik. Két homogén anyag hatiran felileti
toltéssilirliség alakul ki, hiszen a feliilethez kozel, a feliiletet a z = 0 sikba fektetve:

Oind = —BZPZ = —87; [PQZQ(Z) + Ph@(—z)] = (Plz — sz)(S(z) = o = Plz — PQZ. (2215)

Altaldban a feliileti toltéssiirliség a polarizacié normalis vetiiletének ugrasaval egyenld. Mivel az elektromos térerdsség
normalis vetiiletének ugrdsa a feliileti toltéssliriiséggel egyenld

By, — By = g =  cobon —olin = Pin — Pan = Dip = Doy, (2.216)
0

ami ugyanaz, mint (2.214).
A miésik hatérfeltétel onnan jon, hogy a feliiletet korbeolels, df magassagu és dh hosszisagu téglalapra integralom
rot E-t, mikézben d¢ — 0:

/ rot E=0= dh(Egt — Elt) = FEoy = Eqy. (2217)
A
Ez fizikailag igy interpretalhatd, hogy a feliilet iranyaban nincsen indukalt toltéssiirtiség, ezért a térertsség ilyen irdnyt

komponensének nincsen ugrédsa:
219

A hatérfeltételeket a potencidlra megfogalmazva: ha a potencial mindeniitt értelmezett, akkor a térerésség végességébél
a potencial folytonossaga kovetkezik. E,, ugrasa a feliiletre meréleges derivalt ugrasat jelenti:

0b 0

Py =0 — =g —. 2.219
2 15 €2 g €1 ony ( )
Vagyis részben folytonos kozegeknél
Y ) . ., 0D
AP = 2 és a feliileteken ® és o folytonos. (2.220)
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Mivel itt is a Poisson egyenlet megoldaséat keressiik, ugyanazok a moédszerek alkalmazhaték, mint a fémek esetében.
Megjegyzés: ha g9 — oo, akkor

0P
Dy, =Dy, = FEop= i—lEln =0 = 5 = 0 a hatédron a feliilet belseje felol
2
= (I)‘beliﬂ = konst. = Ebelﬁl =0, (I)lhatéron — konst. (2221)

Ez felel meg a fémeknek.

2.3.2 Tukortoltések mddszere

A moédszer logikdja ugyanaz mint a fémek esetében: az 1. térben felirt Poisson egyenlet megolddsat keressiik az oda
helyezett ponttoltések tere, és a tobbi (azaz nem az els6 térrészbe) elhelyezett titkortoltések tere Gsszegeként. Mivel e
tiikortoltések nem az els6 térrészben vannak, nem befolyasoljak a Poisson egyenlet forrasat. Ugyanez igaz persze a tobbi
térrészre is.

Feladat: A fels§ félsikot (z > 0) &1, az alsé félsikot (z < 0) €2 premittivitdst anyag tolti ki. A fels6 félsikra ¢ toltést
helyeziink x¢ helyre, a siktdl zg tavolsdgra. Milyen lesz a potencidl a rendszerben?

Megoldas: A megoldando egyenletek

oo 0o
A(I)l(X> = _ig(x_XO)a A(I)Q :07 (I)l(xayvo) :(1)2(x7y70) ! 282672’2

—_— 2.222
€1 ’ e 0z ( )

(z,y,0) (2,y,0)

Tikortoltés feltevés: probaljuk a @, potencialt a g toltés és a 2. félsikba, a siktdl szintén zo tavolsdgra elhelyezett
q' toltéssel lefrni; ®o-t pedig prébaljuk az 1. félsikba, a siktdl zg tdvolsigra elhelyezett ¢ ponttoltéssel leirni. Azaz

q 1 q/ 1 ql/ 1
0 (x) = + . Dy(x) = ,
dmer /22 +y2 + (2 — 20)2  AmEr /22 + y2 + (2 + 20)2 dmes /22 + 42 + (2 — 29)2
(2.223)
A hatarfeltételek
q+ q/ q//
<I>1(x,y,0) :(PQ(xvy’O) = =
€1 135
0P 0P
e —b =ey—2 = q—q¢=¢" (2.224)
0z (2,9,0) 0z (2,9,0)
Ennek megoldasa
’ E1 — &2 " 2&‘2
= , — . 2.225
€1+ €2 1 e €1+ €2 e ( )
Specialis eset, ha e = €9, ekkor ¢’ = 0 és ¢ = ¢, azaz egyetlen q t6ltéssel leirhaté az egész tér.
Misik specialis eset, ha €5 = co, vagyis a 2. térrészben fém van. Ekkor ¢ = —q és q” véges, igy &5 = 0: azaz az

1. térrészben a korabban latott tiikkortoltés megoldast kapjuk, a 2. térrészben nulla a potencidl.

2.3.3 Teljes fiiggvényrendszerek

Ha a A® = 0 egyenlet megoldasat keressiik, akkor a kordbban latott megolddsokat hasznalhatjuk kiilonb6zé szimmetridji
rendszerekben.

Feladat: Dielektromos gomb kiilsé térbe helyezve: vegylink egy R sugart gombot € permittivitassal, kiviil € permit-
tivitdsi anyag legyen. Alkalmazzunk Eq kiils6 elektromos teret. Milyen lesz az elektromos térerdsség a rendszer-
ben?
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Megoldas: A megoldando egyenletek, ha a kiilsé elektromos tér z iranyu:

Aq):07 A(bk :O7 <I>(7“=R,9,50) :q)k,<7":R79,g0),
o,

=k , O (r — 00, 0¢p) = —Egrcosb, O(r — 0) = véges.  (2.226)
r

(r=R.0,p)

(r=R.0,p)

Miutén a hatarfeltételek p-fiiggetlenek, kereshetjiik a megoldast is p-fiiggetlen alakban. Ekkor a Laplace-egyenlet
megoldasa gombi koordinatarendszerben:

Oy (r,0) = Y (A’ + Ber ") Py(cosh),  @(r,0) = (Cor’ + Dyr™" ") Py(cos ). (2.227)
4 4

Most mar csak a hatarfeltételek kielégitése van hatra.

r—o00: Dy (r,0) = ZAgrng(cos 0) = —Fgrcos = Ay =—Fy, Apz1 = 0. (2.228)
¢

Mivel a tobbi egyenletben az egyiitthatok egymassal ardanyosak, feltehetjiik, hogy minden ¢ # 1 egyiitthat6 nulla.

D
r—0: @:—;Pl(COSH):Véges = D=0
r
B
r=R —EOR+R—;:ClR
By
r=R sk;(—EO - 2@) = 501. (2229)
Innen kapjuk
3€k € — ¢ 3
Cr=— , = EoR3. 2.230
! 2e + ¢ 0 ! 2 +¢ 0 ( )
Ezzel felirva a megoldasok
e—er R 3¢k
¢y =—Fx(1-— Py = — 2.231
! m< 25;94—57’3)’ 2 2e +¢€ ( )
A megfelels térerésségek:
€ —er 33x(Eox) — Eor? 3¢k
E.-E R . Ey= 2.232
k 0+2€k+€ rd b 2e + € ( )
A gbmbon kiviil a megoldéas a kiilsé tér mellett egy dipdl tere, ahol a dipdl erGssége
€— €k .3 €r—1 4 €
—4 R3E, =4 RE S 2.233
b=k 2+ ¢ 0 mké‘r +2 o : €k ( )

Fém esetén € — 00, azaz p = 4me1 R3E, 6sszhangban korabbi eredményeinkkel. Ha ej, > ¢, vagyis a kiilsé térben
jobban polarizalhaté anyag van, akkor p ellentétes E-lal. Specidlis eset, ha kiviil vakuum van, beliil pedig anyag,
ekkor g, = €g.

Beliil a térer6sség homogén, azonban nagységa eltér az alkalmazott homogén kiils6 tértél. A polarizacié hatasara
lértejovo egyenletes tér nagysaga

EL — €
2e + €
Ha tehat kiviil jobban polarizdlhaté anyag taldlhatd, akkor E

Epol = (2234)

polar noveli a kiils6 teret, ha beliil van jobban

polarizalhaté anyag, akkor csokkenti azt.

A feliilleten (r = R-nél) a térerdsségek kiilonbsége a felliletre merdleges, nagysiaga a feliileti toltéssiirtiség:

o 3le—ep),.
— = ———"(xE)). 2.235
€0 2e + ¢ (xEo) ( )

Innen az latszik, hogy ha € > ¢, akkor a tér irdnyaban pozitiv toltések halmozdédnak fel, ellenkez6 esetben negativ
toltések.
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A fenti feladatra épithetiink anyagmodellt is. Mikroszkdpikusan az atomi (molekuldris) polarizalhatdség kiszdmithatd,
aranyos a kiils6 térrel. Ugyanakkor ugyanezt az anyagdarabkat ugy is felfoghatjuk, mint ha szét lenne kenve arra a
térrészre, amelyben a fenti molukula/atom taldlhat6. Gombnek tekintve a szétkentséget a fenti feladat megolddsdbol
tudjuk a polarizacié nagysagat. E ketto leiras konzisztencidjabdl kovetkezik:

er—1 a4 e — 1
=eovEp =4 R°Ey, = =3V . 2.236
b =¢covLo W505T+2 0 Y e +2 ( )

Bevezetve n = 1/V a sfirliséget:

3e—1 3+ 2nry ny
_ — s r= -, = ’l"_]-: . 2.237
7 n ey +2 c 3—ny X=e 1™ ( )

3

Ez a Clausius-Mosotti egyenlet. Akkor ad j6 eredményt, ha az anyagnak a toltésszerkezete teljes mértékben a polarizacio
hatasara alakul ki.
Hogy ~-t megkapjuk, mikroszkopikus lefrdsra van sziikség. Legegyszer(ibb modell, ha a toltéshordozét (elektront)
harmonikus potencidllal kotottnek képzeljik. Ekkor E( térerosség hatasira torténd elmozdulas x értéke
o2 e

X =qlo P=4gX D 0 0 oD ( )

A rugééllandé helyett a rezgési frekvencidval is kifejezhetjiik a mikroszkopikus polarizalhatésdgot: w? = D/m miatt

q2

= . 2.239
K cow?m ( )
Ha t6bb toltéshordozo, illetve tobb sajatfrekvencia is van, akkor
1 a
=1, > — (2.240)

2 wimi

2.3.4 Elektrosztatikus energia anyag jelenlétében

Kordbban mar lattuk rogzitett toltéseloszlds energiajat. Anyag jelenlétében nem tudjuk rogziteni az Gsszes toltést, igy
az ott kapott képlet médositasra szorul.

Allandé dielektrikum

ElGszor rogzitsiik a dielektrikumot. Induljunk ki abbdl, hogy dg extra kiilso toltés adott potencialba végtelenbdl torténd
behozatalahoz sziikséges energia

oW = /d?’xég(x)@(x). (2.241)
A behozott toltés miatt az anyag kissé atpolarizalédik:
divD = o, div(D+6D)=9p+d0 = Jdo=diviD. (2.242)

Ezt visszairva, és felhaszndlva, hogy ®(oc0) = 0:

SW = /d3x div(6D)® = —/d3x dDgrad ® = /d?’an E. (2.243)
Amennyiben az anyag lineéris, azaz D = eFE, akkor a fenti alak felintegralhato:
1 3 1 3 1 1
W:§ dXEEE:§ d’>xDE = w:§E€E:§DE. (2.244)

Egy hasonlé gondolatmenettel azt is mondhattuk volna, hogy mikor kiviilr6l behozok egy toltést, valdjaban az
anyagot is atpolarizalom, vagyis 0sszesen gtor = 0+ Qindg tOltést viszek a rendszerbe. Ennek forrdsa mar E, vagyis ekkor
a fenti gondolatmenet a szokasos vakuum formulat adja.
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A kett6é gondolatmenet kozotti kiillonbség az anyag polarizécids jaruléka
/ d*x 60ina® = — / d*x div(6P)® = / d*x 6P grad ® = — / d*x SPE. (2.245)

Kérdés, hogy ez az energia honnan szarmazik.
Mikroszkopikusan linedris anyag képzelhetd négyzetes potenciallal kotott toltéshordozdknak. A rugdéban tarolt po-
tencialis energia:
2 2 2
q¢FE 1, 1¢°FE 1
E=D = =— = =-Dx*=- = —pE. 2.246
q x P="5 S DX =5 =5p (2.246)

Ha a dipdlok eloszlaséat folytonosnak vessziik, akkor a rugdk potencidlis energidja és az elektromos tér energidja Gsszesen

1 1 1
W=3 /d3x50EE +3 /d3xPE =5 /d3xDE. (2.247)

Toltéseloszlas kiils6 térben

Hogy mikroszkopikusan is lassuk, mi torténik a polarizdcidés energiaval, vizsgaljunk rogzitett kis méretii toltéseloszlast
simitott kiils6 elektromos térben. Ennek energidja:

W = /d?’xg(x)(I)O(x) = /dgxg(x) ((I)(](O) + XVCI)(O) + %l’i(ﬂjaiajq)() + .. ) (2248)

Mivel A® = 0, az utolsé tagot kiegészithetjiik d;;r2-tel. Ekkor

1 0F;
=Q®—pE —-Qii—+.... 2.24

Allandé toltések, valtozé dielektrikum

Vaéltoztassuk a dielektrikumot allandé kiils6 toltéseloszlas mellett. Induljunk dielektrikum nélkili allapotbdl, ekkor
legyen a térer6sség Ey, az elektromos eltolas Dy = ggEq. A dielektrikum jelenlétében ezek megvéltoznak E illetve D
értékre. Szamitsuk ki a kiilonbséget!

A kiindulé képletben most csak a dielektrikum energidjat akarom szamolni, azaz le kell vonnom azt a potencidl
jarulékot, amely a dielektrikum nélkil lenne jelen:

W' = /d3x §o(x)(P(x) — Po(x)). (2.250)
Most a fixalt toltéseloszlast kétféle médon irhatom, mivel p = div D = div Dy. Hasznaljuk a kovetkez6 alakot:
SW' = / d*x [® divéDgy — ®g divéD] = / d*x [E6Dy — E¢6D]. (2.251)
Linedris anyagban D = c¢FE, illetve D — o E = P, ezért

1 1
SW' = —/d3x§PE0 = W= —§/d3xPE0, sw' = —5PEo. (2.252)

Allandé potencidl, valtozé dielektrikum

Azt is megtehetjiik, hogy a rendszer toltéseit kiilsé potenciallal régzitem. Ekkor a fenti gondolatmenet annyiban médosul,
hogy most a toltések mind a potenciallal rogzitett felilletre keriilnek, viszont més toltést kell az anyag jelenlétében
felvinni, mint anélkiil, mert a potencidlokat kell fixen tartani:

SW" = / d3x (§0® — 500®o) = % d*2(50® — §o¢®y). (2.253)
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Mivel a feliileten a potencidlok nem valtoznak, ezért ott ® = ®g, illetve tetszblegesen cserélgethetjiik 6ket. A hasznos
kombinécié most

SW" = 7{ d*z(50®y — S0¢®) = / d3x (60®g — 500 ®) = / d*x (0DEy — 0Dy E). (2.254)
Léthat6an most pontosan (2.251) minusz egyszeresét kaptuk:

SW" =W = W'= % / d*x PE,, Sw” = %PEO. (2.255)
A kiilonbség oka az, hogy maést tekintek a két esetben anyag nélkiili rendszernek, vagyis a referenciapont kiilonbozik.
Ha pl. a fix toltéseket nézem, ahhoz képest a fix potencialndl toltéseket kell mozgatnom, hogy a potencidlok ne
valtozzanak, ez pedig munkavégzést jelent.
A fenti két gondolatmenet illeszkedik a termodinamikai leirasba: definidlhatjuk a rogzitett toltések melletti energiat,
infinitezimalis alakjdban
dE = —pdV +TdS — EydP. (2.256)

Ha a potencidlt rogzitem, akkor Legendre-transzformaciét kell végeznem. Ekkor egy szabad energia jellegli mennyiséget
kapunk
F=E+PEy = dF =—-pdV+1TdS+ PdEy. (2.257)

2.4 Magnetosztatika

A maégnesség el6idézbje a mozgd toltések — ezért el0szor ennek jellemzését nézziik.

2.4.1 Aram

A toltések dramldsdt egy v(x) sebességmezivel veszem figyelembe, vagyis x helyen levé elemi dV celldban a toltések
atlagsebessége v(x). Ha a toltést is belevessziik, akkor beszéliink dramsiirtiségrél: J(x) = o(x)v(x), amely szintén egy
vektormezd.

Ha felvesziink egy df feliiletelemet, azon mennyi t6ltés aramlik at egységnyi id6 alatt? Ha az adott pontban a mozgd
toltések feliiletre merdleges komponense v, , akkor azok a toltések jutnak at, amelyek dV = v dt df térfogati dobozban
vannak, ezek 6ssztoltése dg = dV p. Tehdt az idSegység alatt atfolyd toltések szama, tekintetbe véve, hogy v df = vdf:

dg

T = Jdf. (2.258)

&tfolyé

Ha a toltések egy hosszu vezetOben haladnak, akkor dramerGsség a vezeto teljes keresztmetsztén egységnyi id6 alatt
atfoly6 toltés. A fentiek miatt

I= /de(x). (2.259)

ST egysége az amper 1A = 1C/s. Ha vékony vezetOt néziink, akkor a fenti képlet miatt
dVJ — Ids. (2.260)

Ha egy zart térfogatelemet vesziink, akkor a teljes felilletén kidramlé toltés egyenl6 a belil levd toltések fogyasaval,
ha nincs a toltésnek forrasa, azaz a toltés megmaradd mennyiség. Azaz:

?f de(x):—i/dsxg(x,t) = @Hth:o. (2.261)
oV dt Jy ot

Ez a toltésmegmaradéds mérlegegyenlete. Magnetosztatikaban ¢ = 0, azaz divJ = 0.
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2.4.2 Magneses alapjelenségek

Tapasztalat szerint az dram hat az irdnytiire (Oersted, 1819) = az dram létrehoz valamilyen mégneses mezdt, ennek
jellemzésére hasznéljuk az irdnytiire hat6 forgatényomaték nagysigat. Az igy definidlt mdgneses indukcio tapasztalat
szerint aranyos

dJ x x

dB ~ ———. 2.262

%3 (2.262)

Az ardnyossagi tényezd SI-ben po/4m = 10~7 N/A?, g a vakuumpermeabilitds. A B mértékegysége a tesla (T). Kiterjedt
vezetOre

Ho s J(x) x (x —x) . Mofy{dSX(X—X/)
B(x)="— | &’X ——"———~ llet Bx)=—¢ ———= 2.263
(x) 47 / * x —x/|3 7 Hee (x) 4 |x —x'|3 ( )

Szintén tapasztalat, hogy méagneses térben ponttoltésre haté erd (Lorentz-erd) illetve forgatényomaték:

F=g@wxB = dF=dJxB = F:/dst(x)xB(x), N = /d3xx>< x) x B(x))| (2.264)

Lokalis térvények
Ismét hasznalhatjuk, hogy x/|x|® gradiensként 4ll elé
J(x') x (x—x") 1 J(x')

— ! —
X=X =—-J(x) XV"|x—x'\ Vi X x— x|’ (2.265)
Emiatt
Ho 5.0 J(X) 7#0/ s J(X) _
B(x) = i V x /d X =] = |Ax) = yp d°x x— x|’ B =rot A. (2.266)

A bevezetett A mennyiség a vektorpotencidl. Ha vékony vezeténk van, akkor

1ol ds’

A(x) = (2.267)

dr [ x—§|

2265

Miutdn B rotaciéként &ll el6:

az a harmadik Maxwell torvény.
Szamoljuk ki B rotaciojat

VxB=V x (V X A) =VVA-/AA= EijkajgkgmagAm = 81(87AJ) — AAZ (2269)
Innen az els6 tag
1 1
divA = a3’ — = d>x’ — = 2.2
iv 477/ T = = o 01) gy =0 (2.270)
sztatikdban. Itt eldobtunk egy feliileti integralt, mondvén, hogy J(oco) = 0. Az A laplacdnak szdmitdsa:
Ho 3 3
ANA; = - /d x'J;(x") A x— X/| /d X' J;(x') (—47md(x — X)) = —poJ;i (x). (2.271)
Osszesen tehat
’AA = —pod, rot B = podJ. ‘ (2.272)

Ez a negyedik Maxwell torvény (sztatikdra). Egy feliiletre integrdlva

/dfrotB: dsB:uo/ AdfJ = ol = |pwol=¢ dsB, (2.273)
F oF P oF

ez az Ampere torvény.
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Mértékinvariancia

Ugyantgy mint a skaldrpotencidl esetén, a A tér nem fizikai mennyiség, csak a rotdcidja az (késébb ezt az &llitast
finomithatjuk...). Mivel rot grad ¥ = 0, egy skaldrmez6 gradiensét hozzddhatjuk A-hoz, és még mindig ugyanazt a
magneses indukciét kapjuk:

A = A+grad V. (2.274)

Ezt az elektrodinamika mértékszabadsdgdnak (vagy mértékinvariancidjanak) hivjuk.
Hogy szdmolni tudjunk, rogziteni kell U-t (mértékrogzités). A fenti szdmoldsban, ahogy lattuk div A = 0 feltételiink
volt, az a Coulomb mérték.

2.4.3 Arameloszlasok

Feladat: Végtelen hosszu, végteleniil vékony, egyenes vezetoben I aram folyik. Mekkora a magneses indukcié?

Megoldas: A rendszer hengerszimmetridja miatt nem fiigghet semmi ¢-tél hengerkoordinatarendszerben felirva. B
irdnya tisztan é,, ezért alkalmazhaté az Ampere térvény a vezet6t koriilélelé r sugard korre

_ kol

2.2
o’ (2.275)

%dsB =2mrB, = gl = B,
Feladat: Adott egy R sugari vékony kor alaki vezetd, amelyben I dram folyik. Mekkora az altala létrehozott mégneses
indukcié?
Megoldas: A vektorpotencidljat szamoljuk ki:
ds’

pol
Alx) — Fol 2.276
(x) 4 |x — s'| ( )
A kort paraméterezni kell
Rcosy’ —Rsin ¢/
s'= | Rsiny ds'=| Rcosy' |dy'. (2.277)
0 0
frjuk fel x-et hengerkoordinatakban
0COS @
x= | psing = |x—58|=1/22+ 0%+ R —20Rcos(p — ¢). (2.278)
z
Emiatt
—Rsin ¢’
I 1
A(x) = ,uo / Rcosy' |. (2.279)
\/z2+9 + R? — 2pRcos(p — ¢') 0
frjuk fel a vektorpotencialt hengerkoordinatakban; az egy hosszisagiura normalt bazisvektorok:
cos ¢ —sing 0
é,=| siny é,=| cosp e.=|(0], (2.280)
0 0 1
emiatt
1 —si -’
Ay(x) = A(x) “0 R / sinfp — ¢) =0, A.(x)=A(x)ée,=0, (2.281)
\/22 + 02+ R? — 2pRcos(¢p — ¢')
ami nem nulla
I (o — ¢
Au(x) = A(x) e “0 R / costyp — ¢') . (2.282)
\/22 + 0%+ R? — 2pRcos(¢p — ¢)
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A, nem fligg ¢-tél, ami a feladat hengerszimmetridjabél kovetkezik. Descartes koordindtdkban az azimutszog-

fliggés kizardlag a bazisvektorok helyfiiggésébdl adodik.

Az integral megadhaté elliptikus fiiggvények segitségével, vagy numerikusan is szamolhaté. Minket az érdekel

most, hogy milyen lesz a tér nagy tévolsdgokra? Ekkor 72 = ¢? + 22 jeloléssel r > R, emiatt
11w N
Vittuzoor 28
Most u? = R? — 20R cos p, azaz

27
ol 1 2oRcosy¢’ — R? o R?mIo
Aw(g,z)zﬁ/dap’Rcosgo’ L—&—Qrg—&—... = T
0

hiszen az elsé tag nem ad jarulékot. Mivel most
€. XxXx==6, X (zé,+ pé,) = pé,,
ezért a fenti eredmény tgy irhaté, hogy

Lo T X X
47 3

1

—), ahol m = R*nle..
5)

;

A(x) = +O(

A fenti feladat dltalanosithaté tetszéleges daramhurok terének nagy tavolsagu viselkedésére:

(2.283)

(2.284)

(2.285)

(2.286)

_ b0 [ sy S 3./ 1 2 _ Mo 3./ po % [ 3, /
AZ(X)—f dX n 47‘( d J( ) 7‘+ ’/‘3 + ... _47'['7‘ d J( )+477‘7 dXJ( ).’E]+

4 \X—X|

(2.287)

Az els6 illetve a masodik tag egyiitthatdja (a végtelen felilletre vett integrdlokat eldobjuk, mert ott J = 0, valamint

kihasznéljuk, hogy divJ = 0)

/d?’le- = /d?’x(ajmi)Jj = —/d%xi divd =0

/d?’x:eri = /d?’xxj(ak:ri)Jk = —/d?’x:ri Ok(zJi) = —/d3x (ij —xsxjdivd) = /d zx;Jj. (2.288)

Ezért a sorfejtés elsd tagja hidnyzik, amit a migneses monopdlusok hidnyaként értelmezhetiink!. A mésodik tag egy

antiszimmetrikus matrix; ehhez hozzarendelhetjiink egy vektort, amit mdgneses dipélmomentumnak hivunk:

1 1
isijk/dgxijk, azaz |m = §/d3xx>< J |

3 .
/d xx;J; = €Mk vagyis m; =

Emiatt végul:

Lo T X X
47 73

A(x) =

Magneses dipdl indukcidja:

mebjnr? — 3Mmyxjxy, _ Mo 3x;(ma) — myr

Ho EletnMeT Ko
B; = (rot A); = p €ijk0j # g

ugyanaz a képlet mint az elektromos dipdl esetében.
Megjegyzések a magneses dipélmomentummal kapcsolatban:

(5125]71 (5in6j6) 5 An 5

e Vezetd hurok esetén, a Stokes tétel miatt:

51]k/d xzjJ, = ]{dsk €ijkT;) /dfkﬁunae(funxg) 5k€n5i€n/ dfy, = 1/ dfi,
P P

vagyis a magneses dipélmomentum m = I F az dramhurok feliiletével aranyos.

Vigyazat! I1d6fiiggés esetén megmarad ez a tag, ami a mégneses dipdlsugérzashoz vezet. 1. késSbb.
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e t0ltott részecske mozgdsa esetén

J(x) = qui(x —r), (2.293)
ahol 7(t) a részecske trajektéridja. Ekkor
m = 1/d3>c>c X [qud(x —7)] = 4 (mv) = Iy ~L (2.294)
2 2m 2m ’

ahol L a részecske impulzusmomentuma (perdiilete). Vagyis a mégneses dipélmomentum a perdiilettel ardnyos
lesz. Az ardnyossdgi tényezd a giromdgneses faktor v. A fenti egyenletbdl v = ¢/(2m).

Ez az Osszefiigés igaz lesz atomi méretekig. Sajat impulzusmomentummal (spinnel) rendelkezd elemi részecskék
esetében mar van egy faktor a fenti eredmény el6tt:

m :g%L. (2.295)

Elektronra a “g-faktor” g. = 2.002319...: g = 2 jon az elektronok Dirac-egyenletébdl, a jarulékos 0.002319...
faktor a kvantum elektrodinamika eredménye.

o A fenti tétel altaldnositdsa forgd, toltott merev testre: itt v = w x x, azaz J(x) = o(x)(w X x). Emiatt

m = %/dSXQ(X)XX (wxx)= % [/dBXQ(X) (x? —x®x)|w= %@w. (2.296)

ahol © a test tehetetlenségi nyomatéka, ha a témegeloszldsira o,, = oM /Q-t vesziink.

2.4.4 Kiils6 térbe helyezett arameloszlas

Ha kozel homogén kiils§ térbe drameloszldst helyezek, akkor a médgneses indukeié sorba fejthets: B;(x) = B;(0) +
azjasz(O) +.... Ezzel

P = / Px (J(x) x BX)): = 20 / &% J;(x) (Bi(0) + 2000 By(0) + ..) . (2.297)
Kordbban mar lattuk, hogy az els6 tag nulla, a masodikban pedig
/dgxngj(x) = €pjnMn. (2.298)
Ezzel €€ jne = Okndie — Okedin miatt
Fi = (Okndie — OkeGin)mnOp By = my0; By — m;0;B; = F = V(mB), (2.299)

mivel div B = 0. Vagyis a dipdlt a magneses indukcié derivéltja mozgatja!
A fenti eré irhaté potencidl gradienseként

F=-VU  U=-mB. (2.300)

Ez az U tehat a kiilso térbe helyezett magneses dipdl energidja.
A forgatényomaték kifejezése:

N; = /d3x [x x (J(x) x B(x))]; = /d?’x (Ji(x)x; Bj(x) — Bi(x)x;J;(x)) = €0meB; = N =mx B. (2.301)

A fentiek fényében elemezhetjiik, mit is csinal egy kis magnes egy masik, rogzitett magnes mellett. Mindkét mégnest
kozelitsiik dipéllal, m illetve mg dipélmomentummal. Ha m nem parhuzamos a lokalis magneses indukcioval, akkor
olyan forgatéonyomaték hat ra, amely a magneses indukcié irdnyaba forgatja, osszhangban azzal, hogy ekkor a dipdl
energidja (—mB) csokken — vagyis a két dipdl ellentétes pdlusdval fordul egymds felé. Ezek utdn, mivel a mégneses
indukcié csokken a tavolsdggal, —mB né a tdavolsaggal, gradiense tehdt kifelé mutat, negativ gradiense pedig befelé.
Vagyis a nagy magnes magahoz vonzza a kicsit.

Ugyanezen ok miatt egymds mellé helyezett dipolok szintén ellentétes poélusaikkal fordulnak egymads felé, vagyis
csOkkentik egymads terét. Vagyis tisztdn magnetosztatikai er6k az antiferromdgneses rendezédést részesitik elényben (1.
késébb).
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2.4.5 Magnesség anyag jelenlétében

Hasonldéan az elektrosztatikdhoz, anyag jelenlétében a makroszkopikus drmeloszldsok csak egy részét képezik a teljes
arameloszlasnak. Kis méretii, lokalizalt arameloszldsok képzodhetnek az anyagban. Ezek altal 1étrehozott méagneses
indukcio, a méretéhez képest nagy tavolsigra, mint lattuk, mégneses dipdllal irhatd le: a magasabb multipél mo-
mentumok jaruléka a/r hatvényaival van elnyomva, ahol a az drameloszlds jellemzé mérete, r a megfigyelési pont
tavolsaga. Masik lehet6ség az, hogy az anyagban eleve vannak olyan mégnesesen aktiv elemi Osszetevék, amelyek
szintén a dipélmomenyumukkal jellemezheték nagy tavolsagon.

Emiatt az anyag jelenlétét itt is, mint elektrosztatikdban, méagneses dipdlsiirtiséggel (médgnesezettség) jellemezhetjiik:
dm = dV M (x). A teljes tér tehdt

_Ho [ gy J(x) M) x((x-x)
A= 4 /d |:X—X/| + Ix — x/|? ] ) (2.302)

ahol az els6 tag a kivilrdl betett drameloszlas, a masodik tag a magneses dipdlsiiriiség jaruléka.
A maésodik tag komponenseit kifejtve:

e M; (X)) (2, — x7,) 1 .
/d3x' J |Jx e k2 — | d¥% eijij(x')(fak)m = [ &®x e M;(x') 0}, x| {parc. int.} =
_ /d3x’ —€ijh0 M;(x) /d3x' (rot M (x')); (2.303)
|x — x/| |x — x/|

ahol a feliileti tagot eldobtuk, mondvén, hogy M (co) = 0. Tehdt a mégneses dipdlsiirliség ugyantigy a kiilsé dramokhoz
ad jarulékot, mint az elektrosztatikaban a dipdlsiriiség a kiils6 toltésstiriiséghez:

b0 / g T ) + 1ot M(x')

" in |x — x'|

=  Jiot =J + Tnmikr, J ik = rot M. (2.304)

Figyeljiik meg, hogy itt pozitiv eldjellel jon a mikszkopikus jarulék! A fizikai kép emogott az, hogy ha egy F' feliileten
atfolyé aramot akarjuk kiszamitani, akkor egyrészt figyelembe kell venni a makroszkopikus aramstriiséget, valamint a
mikroszkopikus dramokat, ezeket m = nl,,;z,-dA mageses dipélmomentumukkal jellemezziik. Miutdn a mikroszkopikus
aramok kis méretii koraramok, igy a feliilet belsejében nulla teljes atfolyd toltést eredményeznek. A feliilet hatdran is
csak a hatdrvonal irdnyu (8) komponens ad jarulékot: azaz a jarulékos aramerésség: I,ik,ns = ms/dA = MsdV/dA =
Mds. Vagyis a teljes aram

Itot:/df.]tot:/de—l—jI{dsM:/df(J—i—rotM). (2.305)
F F OF F
A lokélis torvények Jy,i-ra vonatkoznak, vagyis:
1
rot B = podtor = po(J +rot M) = H=—B— M, rot H=J
Ho
div B = 0. (2.306)
Az Ampere torvény:
j{ dsH — 1. (2.307)
OF

H neve méagneses tér, és (bar a neve mast sugall), csak egy segédmennyiség — az er6hatdsok csak B-bdl jonnek. Ennek
ellenére sokszor a magneses tér segitségével fejezik ki a megoldast: vakuumban csak egy konstans kiilonbség van a ketto
kozott, és a magneses tér az egyenletekben hasonld szerepet jatszik, mint az elektrodinamika egyenleteiben az E.

Hogy meg tudjuk oldani a fenti egyenleteket, kell egy B(H) vagy M (H) reldcié. Ez sokszor nagyon bonyolult,
mert az anyag elemi magneses Osszetev6inek kolcsonhatésa sokszor Osszemérhetd a méagneses tér energidjaval, sét, meg
is haladhatja azt. Az anyag magneses tulajdonsagait ezért els6sorban a mikrofizikai jelenségek hatarozzak meg.
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e dia- és paramdgneses anyagok: az anyagok bizonyos fajtaindl linedrisan fligg a méagnesezettség illetve a magneses
tér a magneses indukciotdl; izotrop esetben:

M=yH, B=uH, = Mﬁ:HX, (2.308)
0

X & magneses szuszceptibilitas.

Diamégneses anyagokndl x < 0 vagyis i < pg, ami annak felel meg, hogy a generdl6dé mikroszkopikus mégnesezettség
csOkkenteni igyekszik a kiils6 magneses tér hatdsat. Olyan anyagoknal, ahol az elemi Gsszetevéknek nincs magneses
dip6lmomentumuk az indukcié (1. kés6bb) dltal 1étrehozott elemi dramhurkok ilyen tulajdonsigiak (Lenz-torvény).

Formélisan ez az elektrosztatikahoz hasonlit
B=uH =pH+pM <& D=cE=¢FE+P. (2.309)

Az indukcié és a toltésmegosztds is csokkenteni igyekszik a kiilsé tér hatdsat, az azonban mar nem analég a két
esetben, hiszen egyik esetben B az, a méasik esetben E. Vagyis M ~ —B, de P ~ E. Ezért az indukci6 illetve
polarizacié hatasara p < pg, ugyanakkor € > gg.

Ha az elemi 6sszetevék maguk is magnesek, akkor a feljebb targyalt forgatényomaték hatdsdra m a B irdnyaba
igyekszik beallni, vagyis M ~ B. Emiatt £ > 0, azaz p > pg. Ezek a paramédgneses anyagok.

Ha a linearis kozelités jo, akkor altaldban kicsi a x értéke, tipikusan | — po| /o ~ 1072, vagyis sokszor elhanyagol-
hato.

e (anti)-ferromdgneses anyagok: ha az anyag rendelkezik magneses szerkezettel, azaz elemi dipé6lokkal, akkor ezen
dipolok egymasra hatasat is olykor figyelembe kell venni. Ha csak a mégneses dipdlok kolcsonhatasat tekintenénk,
akkor ezek egymassal ellentétesen fodulva megsziintetnék a magneses teret. Azonban az anyag magneses dipdljai
(spinje) kozotti kolesonhatdsok alapvetéen kvantumos eredetiiek, amelyek jéval er6sebbek lehetnek a mégneses
kolesonhatasnal. Ezekben az anyagokban a mezoszkopikus magneses szerkezetet nem a kiilsé magneses indukcio
hatarozza meg elsGsorban.

Ha az elemi mégneses dipdlok ellentétes bedlldsa preferalt, akkor makroszkopikusan nem lathaté méagneses tér,
csakigy, mintha csak a mégneses kolcsonhatdst tekintettiik volna: ezek az antiferromagneses anyagok.

Ha az elemi mégneses dipdlok parhuzamos bealldsa preferalt, akkor homogén magnesezettség alakulhat ki kiils6
magneses indukcié hidnyaban is: ezek a ferromagneses anyagok. Hogy a teljes anyag magneses energiajat csokkentstik,
kiilénb6z8 magnesezettségil tartomanyok (domének) alakulnak ki, ez a doménszerkezet hatdrozza meg az anyag tel-
jes magneses terét. Kiils§ magneses indukcié alkalmazasaval ezek a doménfalak vandorolnak, s igy az anyag miko-
rszkopikus szerkezete megvaltozik. Emiatt a mégneses indukcié kikapcsoldsaval mar egy mas doménszerkezetii,
més magneses terli anyagot taldlunk. Ez a hiszterézis jelensége (1. Fig. (2.3))

1.8 -
B (T) BR [:*___/,.--—"__d—___
124 ’ P — .
aE
| .
ek / 127
He [
ol G 10T
I , —08T
6 | / | —05T
/ { —03T |
42 4 / /
A
A8 A . : . : . |
150 -100 -50 0 50 100 150

Figure 2.3: Hiszterézis hurok (http://en.wikipedia.org/wiki/Hysteresis)

Habér a jelenség nem linedris, minden pontban beszélhetiink permeabilitdsrél u(H)H = B alapjin. Mivel a
magneses domének hatara jéval konnyebben mozgathatd, mint az elemi spinek, ezért joval nagyobb magneses
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permeabilitdst kapunk, mint a dia- illetve paramagneses anyagoknal, akar u/ug ~ 105 is lehet, de 10-10* tipikus
értékek (a fenti 4bran tipikusan 10%). A gyors valtozds addig tart, amig a teljes anyag egy magneses domén, ekkor
a u értéke lecsokken a paramagneses anyagok szintjére, azaz tobb nagysagrendet esik. Ez a mégneses telitédés
(szaturdci6). Mdgneses szaturdciénél a mégneses indukeié értéke a legjobb vasotvozeteknél ~ 2 T.

Ha kikapcsoljuk a kiilsé magneses teret, miutan szaturdltuk az anyagot, akkor kapunk egy remanens magnesezettséget,
azaz egy megmarad6 magneses dipdlsiiriiséget.

2.4.6 Hatarfeltételek

Tekintsiink olyan anyagot, ahol az anyagi jellemz6k hirtelen véltoznak meg (részlegesen homogén anyagok). A hatéron
a div B =0 és rot H = J elektrodinamikai analégidjara

B, és H; folytonos. (2.310)

A fizikiai kép emogott az, hogy a homogén anyagban (kiils6 forrdsok hijan) nincsen mikroszkopikus dramsiir(iség, hiszen

T e = ot M = "X vot H = 0. (2.311)
Ho

A homogén tartomdnyok hatdrdan feliileti drams(irliség van; ha a felillet z irdnyd, akkor M = M;10(z) + M20(—2),
ezért

Jind,i = sl-jkﬁij = éz X (Ml — MQ)(S(Z) (2312)
Emiatt a hataron korbefutd, zx sikban levo kis gorbe mentén alkalmazva az Ampere torvényt:
%dsB = dg(Blz — Bgm) = ﬂO/deznd = Modgéy(éz X (M1 — MQ)) = ,U,()(MM; — Mgz) de. (2313)
Emiatt tehat 1 1
—B1y — M1z = —Bay — Mo, =  Hiy = Hog, (2314)
Mo Mo

és ugyanez igaz az y komponensre is.

2.4.7 Magnetosztatikai feladatok megoldasi mdédszerei

Megoldandé
divB =0, rot H = J, és B,,, H, folytonosak. (2.315)

A vektorpotencial mindig bevezetheté: B = rot A. Altaldnos H (B) vagy M (B) reldcié esetén igy
rot(H (rot A)) = J, vagy ANA = —pg [J +rot M(rot A)] (2.316)

egyenleteket kell megoldanunk.
Ha az anyag linearis, azaz B = uH, és részlegesen folytonos kozegeket tekintiink, akkor a fenti els6 egyenletbdl
Coulomb mértékben (div.A = 0) kapjuk a hatérfeltételekkel egyiitt:

1
ANA = —pd, A és —rotA folytonos a hatéron. (2.317)
W

Tovabbi egyszerlisodéshez vezet, ha rdaddsul J = 0: ekkor rot H = 0 miatt létezik (mégneses) potencidl, H =
—grad ®),. Erre homogén kozegekbdl allé linearis anyagokban:
0Py
K on
vagyis a Laplace egyenlet megoldasi modszereit hasznalhatjuk. Ha van aramstiriiség a rendszerben, akkor ott nem létezik
a potencial, s ahol 1étezik, ott sem egyértékii, hiszen

APy =0, Dy és folytonos a hatéron, (2.318)

dsH = —60y = [ df J = 60y =— [dfJ=—1. (2.319)
/ / /
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Emiatt példdul a végtelen vezetd esetén &,y = —Ip/(27). Ha az anyag nem linedris, akkor a M (B) fliggvény fel-
hasznalasaval
0=divB = podiv(H + M) = Ay = div M(H). (2.320)

Ha a méagnesezettség fiiggetlen a kiils6 tért6l (dllandé mégnesek esete), akkor a fenti egyenletekben rot M illetve
div M forrasként miikodnek, igy felirhaté a megoldas:

A(x) = Z—i/dg’x’ JOD) 1ot MIX) = gy = L /d3x’M. (2.321)

|x — x'| T ir |x — x/|

Ha pl. M = M| allandé egy térrészben, akkor a két térrész hataran Hy = H 4o, valamint

B,1 = Bps = H,o — H,1 = My — M5 = TLMo. (2322)
Ha nincsenek kiils6 aramok, akkor:
o 0P
=M - = —nM,. (2.323)
M kiviil 91 Ipeliil

Feladat: Homogén H; magneses térbe helyezett p permeabilitasi R sugart gémb mégneses tere és indukcidja.

Megoldas: Ezt mar megoldottuk elektrosztatikaban (1. (2.231)). Annak analégidjara

s et Hr — 1 R3 . 3
kiviil: by =—Hpx |1— — beliil: by =— H 2.324
fvii M 0X|: ur+27"3] elii M S 0X, (2.324)
vagyis kiviil a kiils6 tér mellett egy dipdl jarulékat kapjuk
r—1
m="""4rR3H,. (2.325)
for +2
Beliil egyenletes teret kapunk:
r 1 r—1
- 3 H, B=M H, M-l‘B_H- 3w —1) g (2.326)
24 pr 2+ py Ho 2+ piy

Tokéletes diamagnes esetén p, = 0, vagyis a magneses indukcié beliil nulla, ledrnyékolédik a kiils6 tér.

Er6s ferromédgnes esetén u,. nagy, vagyis a bels6é magneses tér nulla.
Feladat: Gombma&gnes R sugarral, homogén M ; méagnesezettséggel. Mekkora a mégneses tér és magneses indukcié?

Megoldas: Vilasszuk a z irdnyt Mg irdnyanak. A gémbon beliil dlland6 a magnesezettség, igy div M csak a hataron
nem nulla, a relevans mennyiség

M
nM0:X 0

= My~ = My cos8 = MyP; (cos §) (2.327)
r
goémbi koordinatarendszerben.
A Laplace egyenlet megoldasat két részletben keressiik: beliil legyen ®p;q, kiviil @9, ezekre
A®pr =0,  Adpp=0. (2.328)

A hatérfeltételek
(I)Ml = (PMQ, 6n<I>M1 — 8n<I>Mg = ’I’LMO = MOPl(COS 9) (2329)

A megoldés a @-fiiggetlenség miatt keresheté Legendre polinomokkal kifejtve. Mivel az r = 0 illetve az r = oo
értékek végesek, marad

Dy = ZAgrePg(cos 0), Dpro = ZB@T_Z_ng(cos 0). (2.330)
=0 =0
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A hatéarfeltételek:

_ . Ay = My/3
AR* 1 =By, AR+ (U+1)BR = Mydyn = Aps =By =0, {Bi _ R30](40/3_ (2.331)
Tehat
My 210
ban ="z = Hpai = —5>  Bpeliil = to(H + M) = == M,
MyR3 4
DPpo = 072 cos = dipdl tere, m = —FRSMO, stirlisége m__ M. (2.332)
3r 3 gémb
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Chapter 3

Idofiiggés az elektrodinamikaban

Ebben a fejezetben az id6fuggd Maxwell-egyenleteket és azok megoldéasait vizsgaljuk.

3.1 Maxwell egyenletek

Mig egy toltés egy semleges testet polarizal, azaz elektromosan aktivva tesz, egy aramkor jelenléte nem indukal aramot
egy mellette levo vezeté hurokban. De Faraday 1831-ben észrevette, hogy az dram megvaltozasa mar hatassal van a
masik dramkorre. A koren indukdlédo fesziiltség, Faraday megfigyelése szerint, ardnyos a méagneses fluxus véltozasaval:

d
E= j{EdE, F = /Bdf = &= —d‘—f. (3.1)
oF F
A Stokes-tételt felhasznalva, OB OB
/ {rotE—i— at} df =0, VF = rotE:—W. (3.2)

Ez a masodik Maxwell-egyenlet id6fliggo, teljes alakja.

Megjegyzés: a £ és F kozotti 1-es egyiitthaté nem véletlen, a Lorentz-er6vel konzisztens. Ha ugyanis egy merSleges
magneses térben levé dramhurkot megnovelek egy kis df szakaszon dxz-szel, akkor az ezen a szakaszon levl toltésekre
F = quB eré hat, ami megfelel egy E = vB térersség hatdsdnak. Emiatt d¢F = §& = dldxB/dt = dF/dt.

Idofiggés esetén modositani kell a rot B sztatikdban megismert egyenletét is, hiszen most

E
div [rot B — poJ] = uo% = u()so%(div E) = div {rotB — o <J Jreoaatﬂ =0. (3.3)

Innen ugyan nem kovetkezik egyértelmiien, de a sztatikaval ekkor kapunk egyszeriien egyezést, ha a divergencia argu-
mentuma nulla, vagyis

OF
rot B = Ho (J + 60) (34)
ot
Ezzel teljes a négy Maxwell egyenlet, 6sszefoglalva
. 1 .
divE = — p, divB =0
€o
0B 19} )
rotE:—E, rot B = pg (J—i—soat) . (3.5)

Jelolés: miutan poeo dimenzidja (s/m)?, igy egy sebesség dimenziéji mennyiség inverz négyzete; ezért frjuk
1 m
foso = — = ¢=299-10° —. (3.6)
c s

c fizikai jelentése a fénysebesség lesz, 1. kés6bb.
Megjegyzés: a tovdbbiakban olykor az idéderivaltat 0; alakban fogjuk irni.
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3.1.1 Vektor- és skalarpotencial
Mivel div B = 0, ezért tovabbra is igaz, hogy egy vektorpotencial rotacidja:
B = rot A. (3.7
Ha ezt visszairjuk az E egyenletébe
O=rot E+0:B=rot[E+0;A] = E+0A=—grad® = FE=—grad® —09;A, (3.8)

vagyis a skalarpotencial valamivel bonyolultabban jelentkezik az elektromos tér kifejezésében.
Ha ezeket visszairjuk a Maxwell-egyenletekbe:

—divE=A®+5,VA=—-2

€o

1 1
—r0t B=AA—-V(VA)=—poJ + ;QV@‘P + CjafA. (3.9)

A és ® nem fizikai mennyiségek, csupan E és B azok. Emiatt ha olyan vektor- illetve skalarpotencialt valasztunk,
amely ugyanazt az E-t illetve B-t adja, akkor ez ekvivalens az eredeti vélasztdssal (mértékinvariancia, mértékszabadsag).
Id6figegd esetben A-t tovabbra is egy gradienssel lehet megvaltoztatni, viszont az elektromos tér bonyolultabb kifejezése
miatt a skalarpotencial masképp valtoztatando:

A'=A+VY, <I>/=<I>—%—\f. (3.10)
A mértéktranszforméacioval osszekothetd A és @ terek ekvivalenciaosztdlyokat jelolnek ki az Osszes téren beliil: ezek a
mérték-orbitok (mérték-pélydk).

Konkrét szamoldsokhoz rogziteni kell a mértékszabadsdgot. Ehhez feltételt kell adnunk az A illetve ® terekre
(mértékfeltétel vagy egyszertien csak mérték), melyet a mérték-orbitokban csak egy elem teljesit: ez a mértékrogzités.
Vannak kiilénosen jol bevalt mértékek:

e Coulomb-mérték: itt eloirjuk a divA = 0 feltételt. Ez teljesitheto, hiszen ha div A # 0 eredetileg, akkor
megkovetelve a div A’ = 0-t kapjuk

0=divA' =divA+ AV = AV =—divA, (3.11)

amely egyenlet megoldhatd, pontosabban marad benne egy térben alland6 de esetleg id6fiiggd konstans. Ebben
az esetben a skaldrpotencial egyenlete ugyanaz mint a stacionarius esetben:

__e _ 1 3, 0, %)
AD = - = <I>(t,x)—4ﬂ_€0/dx x| (3.12)

Ezzel a megoldassal rogzitjitk az idofiiggé konstans értékét nullara.

Miutdn megvan a ® értéke, visszairva a masodik egyenletbe:
ANA — %afA = —pod + %&V@. (3.13)
c c
Itt a bal oldal divergencidja nulla, és ezzel konzisztens a jobb oldal is, hiszen —pug-at kiemelve:
div[J — €90, VO] =divd — 00, AP =divd + 0o =0 (3.14)
a kontinuitasi egyenlet miatt. Fogalmazhatunk gy is, hogy J-t felbontjuk transzverzalis és longitudindlis részre,

hogy
J=Jdi+ Jy, VJ; =0, és VxJy;=0, (3.15)

ekkor csak a transzverzalis médus szerepelhet az el6z6 egyenlet jobb oldalan:

1
NA — ?afA = —uoJy. (3.16)
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e Lorentz-mérték (sugdrzasi mérték): ekkor azt koveteljilk meg, hogy

1
VA+—0:9=0. (3.17)
c
Ebben az esetben mindkét egyenlet ugyanolyan alakot 6lt:
1 0 1
AD — gafq) =20 AA — ?afA = —pod. (3.18)
Lathatéan mindkét mértékben a tér- és idoderivaltak egy kombinacidja jelenik meg:
1
O=4A- 6783, (3.19)
ez a d’Alambert operator. Ezzel
0o =-2,  OA=—pl. (3.20)
€o

3.1.2 Maxwell-egyenletek anyag jelenlétében

Anyag jelentlétében ugyanazokat a gondolatokat hasznalhatjuk mint id6fiiggetlen esetben, egy helyen kell csupéan
modositani: most az id6fiiggé indukcids toltések dramként jelennek meg. A teljes dram

Jiot = J + Tmiker + Jinds, ahol J mikr = rot M, (3.21)
az indukcids toltések mozgasisabdl szarmazd aram pedig
0 = 010ind + div J jng = div [J g — 0. P] . (3.22)
A zérdjel rotacioként irhatd, ez azonban J k- korrekcidjat jelenti, vagyis vehetjiik nullanak. Ekkor
Jind = O,P. (3.23)
Ezzel: 1
% rot B —egOi B = Jior =J + T piker + Jina=J +rot M +0,P = rotH =J+0,D. (3.24)
Vagyis kozegben a Maxwell-egyenletek:
divD = p, divB =0
rotE:faa—?, rotH:JJraa—lt). (3.25)

Ennek megolddsahoz kellenck a D(E) illetve B(H') konstitticids relacidk, most mar id6fiiggé esetre.

3.1.3 Az elektromos és magneses tér egyenletei

Id6fliggés akkor fontos, ha elég gyorsak a terek id6beli valtozésai, kiilonben végig staciondrius esetet tekinthetiink (azaz
teljesen elhanyagolhatjuk az idéderivéltakat). Ez a legtobb esetben azt jelenti, hogy az idéfiiggés jéval gyorsabb anndl,
hogy az anyagban a domainfalak jelentésen atrendez6dhessenek. Ezért ha az idéfiiggés fontos, akkor a linearis kozelités
jO lesz mind az elektromos, mind a méagneses terek esetén.

Homogén linearis anyagban vagy vdkuumban igaz:

1 1
rotrot E = graddivE — AE = - gradp — AE = -0, rot B = —pudiJ — —23t2E
c

1 1
rotrot B = graddivB — AB = -AB = protJ + S0, rot E = prot J — 7833, (3.26)
c c
azaz
1
OF = EVQ + popJ
OB =—uV x J. (3.27)

Vagyis a FE illetve B terekre is a d’Alambert operdtor adja az idéfejlédést.
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3.1.4 Jelenségek vezet6kben

Az dram illetve toltéssiiriiséget megadhatjuk kiilséleg is. Ha azonban szabad toltéshordozokkal rendelkezd vezetdket
tekintiink, akkor gyakran eltekinthetiink a szabad toltések jelenlététol, azaz o = 0, és feltehetjiik, hogy az aramrsiiriiség

linearisan fiigg a térerdsségtél
J=0cFE (Ohm torvény). (3.28)

Ezzel a Maxwell egyenletek zartta valnak. A fenti atirdssal
1
OFE = pod,E, = AE = uod,E + C—QafE
1
OB = uod;B, = AB = uod;B+ 0—2833. (3.29)

Ez a tdvird-egyenlet. Két hataresete, ha a terek nagyon gyorsan valtoznak, ekkor a masodik tag domindl, illetve, ha
viszonylag lassan, ekkor az elsé tag adja a domindns jarulékot. El6szor nézziik ez utébbi, kvézistacionarius esetet.

3.2 Elektromagneses tér energiija

Ha mégneses tér is jelen van, akkor az energia kifejezése megvaltozik. Mivel a magneses tér létrehozasakor az indukcié
jelensége fontos, ezért nem hanyagolhatjuk el az idofliggést.

Az id6fuggést felhasznédlva azonban az energia- és impulzusmegmaradas egy mas szemléletét kapjuk. Ehhez nézziik
meg, hogy egy toltés mozgatasakor mekkora teljesitményt kell leadnunk: a teljesitmény altalaban Pp = vF'; ha az er6
elektromagneses kolcsonhatasbdl szarmazik, akkor

Pr=v¢(E+vxB)=quE = Pp= /d3x J(x)E(x). (3.30)
A tér felépitéséhez sziikséges teljesitmény ennek ellentetje. Ezért
P=—Pp= —/d3xJ(x)E(x) = p=-EJ (3.31)

teljesitmény-siirtiség definidlhaté. Ezt atirhatjuk a Maxwell egyenletek segitségével
—EJ=E(—rotH+90;D)=FE}D —ErotH+ HrotE— Hrot E=FE);D+ HB — Ervot H+ Hrot E. (3.32)

Az elsé két tag teljes idéderivalt alakjaban irhaté

Eo,.D + HO;B = 0w, ow=FESD+ HoB (3.33)
Lineéris anyagokban:
1 € 2 1 5
=—-(DE+ BH)=-E*“+ —B~. 3.34
w=(DE+BH)= E +3 . (3.34)
Az utolsé két tag teljes divergencia; definidlva
S=ExH (3.35)
Poynting-vektort
div§S = 6i€ijk(Eij) = HkaijkaiEj — Ej&jikain =HrotE — Erot H. (3.36)
Vagyis azt kapjuk, hogy
Oyw~+divS +JE = 0. (3.37)

A teljes térre integrédlva a divergencia nem ad jarulékot, azaz

Bt/d3xw = /d3x(—JE) =P, (3.38)
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vagyis a w integralja az elektromdagneses tér energidjaként értelmezhetd, w maga ezért az energiasiirtiség. Valdban,
csupan az elektromos részt tekintve mar taldlkoztunk ezzel a kifejezéssel.

Emiatt (3.37) az energia megmaraddsat fejezi ki mérlegegyenlet formajéban. Ebben az egyenletben S az energiadram,
J E pedig az elektromagneses térben mozgd aramok energiavaltozasa.

Itt is megtehetjiik azt, hogy a tér forrdsat, azaz az dramsirliséget rogzitjik, és az anyagot valtoztatjuk. Vonjuk ki
az anyag jelenlétében érvényes energidt az anyag nélkiil érvényes energidbdl. Mivel a forrasok ugyanazok:

W' = /dSXJ(E — Ey)ét = /d?’x(JOE — JE)ét. (3.39)
Beirva a J = rot H — 9, D kifejezést, ugyanazt kell végrehajtani, mint fent:
SW' = / d*x(Hy0B — HéBy + ESD — E¢dD). (3.40)
Lineéris anyagban
W = % /d3x(HOB — HBo+ EDy — EqD). (3.41)
Kihaszndlva, hogy B = uo(H + M) és D = g E 4+ P, kapjuk
W' = %/difx(MBO — PE,). (3.42)

A maésodik tag ismerGs, az els6é a magneses anyag jaruléka. De ne felejtsiik el, hogy ha az dramhurkok rogzitettek, akkor
valtozé méagneses tér fesziiltséget indukal, ami csokkenteni igyekszik az aramokat. Vagyis kiviil is munkat kellett végezni
az aramok fenntartdsa érdekében. Ezért a magneses rendszer inkabb a konstans potencidlban mozgatott dielektrikum
példajaval analég.

3.2.1 Az impulzus mérlegegyenlete

Hasonl6 médon jarhatunk el az impulzusvaltozasndl is: ha egy probatoltést helyeziink az elektromagneses térbe, akkor
a ra hato er6 a Lorentz erd:

F = /d3x(gE +J x B). (3.43)
Atalakitva a jobb oldalt

EdivD - B x (rot H— ;D) = EdivD + B x ;D — B x rot H =
O(BxD)-~BxD+EdivD+ HdivB — B xrot H =
—0(DxB)+ EdivD+ HdivB — B xrot H— D x rot E. (3.44)

Az els6 tag teljes id6derivalt, a masodik tag teljes divergencia, hiszen
(EdivD — D xrot E); = E;0;D; — €i; DjepemO¢ By = E;0;D; — D;0;E; + D;0;E; = 0; (EiDj — ;DE(SZ-]-) , (3.45)
linearis anyagban. Vagyis
—(oE +J x B); = 01g; + 0; (—EZ-D]» — H;Bj + %(DE + BH)5ij> . (3.46)
Ennek értelmezése: a jobb oldal a testen végzett impulzusvaltozas-siriiség. Zart térfogatban megmarad az impulzus,

vagyis az elektromos tér impulzusvéltozasa a mechanikai impulzusvaltozdssal ellentétes. Nyitott térfogat esetén az
impulzus kifolyhat a feliileten. Emiatt

1
gszB:C—QS (3.47)
az impulzus-siiriiség,
1

az impulzusaramstiriiség, vagy Maxwell-féle fesziiltségtenzor.
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3.3 Kwvazistacionarius eset

Ha az elektromégneses terek véltozésa nem til gyors, akkor az 1/c*-tel aranyos tagokat elhagyhatjuk. A D’Alambert
operédtorbdl a Laplace operdator marad, {gy a megfelel egyenletek (Lorentz mértéket hasznélva) linedris anyagban

1 t,x'
ro=-2 = ®tx) = /d?’x'g(’x)
5 dme |x — x|

!
AA:—NJ = A(tﬂx):4ﬁ/d3X/J(t7X)
7

(3.49)

x = x|

3.3.1 Indukciés egyiitthato

Vegyiink valtozd aramstirtiségli rendszert homogén kozeghen. Egy kijelolt C = OF gérbe mentén mérhetd elektromotoros

eré ekkor Bt
e :—@/de——&t?{dsA———?{ /d3’t X)) (3.50)
Ix —x'|

Tegyiik fel, hogy az aramok vezetSkben folynak, és a vezetokben az arameloszlds térbeli eloszldsa nem véltozik idében,
csak a nagysaga. Vagyis

x') = Zh(t)jxx’)- (3.51)

Ezt visszairva kapjuk:

—ZLCiji7 Lei = ds/ a3 ’|il_ Tk (3.52)

Az L csak az drmeloszlds geometridjatdl fiigg, azaz idében allandd, neve indukcids egyiitthato.
Ha vékony vezet6krol van szd, amelyek C; gorbék mentén folynak, akkor az k. kérben ébredé elektromotoros erd

i H ;1
SN Lk, L=t ds¢ ds'—— 3.53
21_: wili & 477ka sjii S|x—x’| ( )

Ly; a kolesonos indukceid egytitthatd. k = i esetén 6nindukcids egytitthatérdl beszéliink, de ekkor nem szabad a vezetd
vastagsagat elhanyagolni.
3.3.2 Kvazistacionarius jelenségek vezetokben

Vezetékben (3.29) egyenletbdl marad
AE = /J,G'atE7 AB = ,LLO'atB (354)

hovezetési egyenlet.

Feladat: Adott homogén kozegben egy B(t = 0,x) = b(x) kezdeti inhomogenitds a médgneses indukciéban. Hogyan
fejlédik id6ben?

Megoldas: Erdemes térbeli Fourier transzforméaciot végezni a B téren

3 3
B(x) = / (;l;){g e*B(k), B(k)= / Pxe ™ B(x), = AB(X)= / (;lﬁl;,) e (—k)B(k).  (3.55)
Ezzel
/(;111;3 e [’°B+poo,B] =0 = k’B+upodB=0 = B(t,k) =bk)e" 5 (3.56)

Lathatéan a magneses tér konstanshoz tart, hiszen a konstans részre k = 0, az nem csillapodik. Minél nagyobb a
hullamszam, azaz minél nagyobb k, annal gyorsabban lecseng annak amplitidéja. Mivel a nagyfrekvencias Fourier
modusok felelések az “élekért”, igy az idofejlédés soran egyre simabb lesz a magneses indukcid.

Feladat: Adott egy félteret kitoltd ju,. relativ permeabilitast anyag. Kiviil H(t) = Hge '“! magneses tér van, ahol H
konstans. Milyen lesz a magneses tér az anyagban?
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Megoldas: Az anyagon belill igaz a hévezetési egyenlet H-ra

AH = ucoH. (3.57)

A hatdron H, és uH,, folytonos minden idépillanatban. Emiatt minden ardnyos e~**-vel, vagyis
H(t,x) = h(x)e™™" = Ah=—iwuch. (3.58)
A kezdeti feltétel fiiggetlen a transzverzalis koordinataktdl, igy a megoldas is az lesz. Legyen a normélis koordindta

z, ekkor
h(x)=h(z) = Gl wpoh (3.59)
X) = = — i .
z 1.2 wpo

Ennek megoldasa

1—1 2
= hi(2) = hi(0)et", K2 = —iwpo = K= \/—iwpo = TZ, ahol § = ”W (3.60)
%

a behatolasi mélység (skin mélység). Hatérfeltétel, hogy 2z — oo esetén ne legyen végtelen a tér, azaz a negativ
elgjel szamit. Ezenfeliil a transzverzalis H megy folytonosan at a hataron, valamint a normalis irdnyi B. Emiatt

, 1 .
H,(t,x) = Hoe "@Wt2/9=2/5  H,(t,x) = — Hype {@i=2/9=2/3, (3.61)
Hr
Vagyis valamennyi komponens amplitiddja exponencialisan lecseng § karakterisztikus tavolsagon. Minél nagyobb
a frekvencia, vagy minél jobb vezet6 az anyag, annal kisebb ez a tavolség.

Idedlis diamédgnesnél § = oo, azaz nincs lecsengés. Ugyanakkor a normél komponens amplitiddja le van normélva
1/p,-rel, vagyis ha van kivill B,,, akkor belil a H,, végtelen, igy az energia is (BH/2). Ez azt jelenti, hogy ideélis
diaméagnes kiils6 feliiletén B,, = 0 kell legyen.

Az dramsiiriiség:
i—1

J=rot H =e, X gH(t,z) = e, x H,. (3.62)
2

Az adramsiirliség ardnyos a transzverzalis magneses térrel, azaz ez is lecseng z-ben. Nagy frekvencidndl csak a
vezetdk felilletén folyik aram = skin effektus.

Hoveszteség:
1
P=JE=-J% (3.63)
(o
Egy peridédusra étlagolva (cos® wt) = 1/2 miatt
1 HZ
<P> = 5TH§t€_2z/6 = %6_2‘2/6. (364)
g

3.4 Teljes idofiiggés: forrasok nélkiili megoldas

Gyorsan véltozé terekben, kiilonésen ha az amplitidé nem til nagy, a linedris kozelités elegendd. Ekkor részlegesen
homogén kozegekben ugyanazok az egyenletek igazak, mint vdkuumban. Lattuk, hogy ekkor bevezethet6 a skalar- és
vektorpotencidl. Lorentz mértékben ezek minden komponensére, Coulomb mértékben a vektorpotencialra a d’Alambert
egyenlet volt igaz. Vagyis altaldban vizsgalnunk kell

Ov =—f (3.65)

egyenletet, ahol ¥ = ® és f = p/e vagy ¥ = A és f = uJ illetve pJ; a mértéktél fiiggden. A d’Alambert operdtorban
lev6 konstans linedris kozelités esetén

1 c c
= = = -, n = £ 'u, 5 366

==t VAT (3.66)
n a torésmutatd. A legtébb anyagra, amelyben a fény terjedni képes, u, =~ 1 j6 kozelités. Ezért a torésmutatod
vizsgalatanal hasznalhatjuk a n ~ /e, képletet.

Egy ilyen egyenlet megoldéasa két rész Osszege

ck
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e a homogén rész (f = 0) dltaldnos megolddsa
e az inhomogén rész egy partikularis megoldésa.

Most kezdjiik a homogén egyenlet vizsgalatat, azaz

Ow = 0. (3.67)
Fourier transzformacié
[dw [ Bk . 7 .
] _ hatadt i —iwt+ikx ] k ] k) = / / 3 iwt—ikx ] )
tx= [52] S k), Wk = [d[dxe (t,%), (3.68)
ekkor )
& — —iw, O —ik;, = O-— % — k2, (3.69)
azaz a megoldando egyenlet
w2
<C2 - k2> U(w,k)=0 = T(wk)=ualk)2ro(w— ke)+ bk)2nd(w + kc), (3.70)

ahol a(k) és b(k) tetsz6leges fliggvények, a 27 a kényelem kedvéért van az egyenletben. Ezt visszairva
dSk —twpt+ikx Twpt+ikx
U(t,x) = o (a(k)e™™n (k)Y o ahol  wy, = ke (3.71)
T
Mivel ¥ valés (U*(t,x) = U(t,x)), ezért

3 3
a*(fk) _ b(k) = \I/(t, X) — 92Re /% a(k)efiwkfﬂkikx — /(6217_‘_1){3 ao(k) CoS (7wkt + kx + ¢k) s (372)

ahol 2a(k) = ape’®*. Emiatt minden linedris kifejezésben nyugodtan hasznalhatjuk a komplex megoldést (a b(k)-s rész
nélkiil), a végén elvégezziik a 2Re operdcidt.

3.4.1 Csoport- és fazissebesség

A fenti megoldas sikhullamok Osszegét irja le. Feledkezziink meg egy idore arrdl, hogy wy = ck, hogy a targyalds a
késObbiekre is érvényes legyen.

Tekintstink egyetlen médust eldszor (monokromatikus sikhulldm), és vizsgéljuk ¢ = 0-n egy kivélasztott xo ponttal
azonos fazisban levé pontok halmazat:

—iwgt+ikx

e =k = Kk(x —x0) = wit + 2n7. (3.73)

Ennek megolddsét x = xo + ak + Sk alakban keresve (kk, = 0):

. . 2
x =xg+ (vt + An)k + gk, vy = %7 )\:% (3.74)
t = 0-nél tehdt xp-lal azonos fazisban van a k-ra meréleges sik (hulldmfront), valamint ennek A-val vald eltoltjai

(hulldmhossz). Az idé elérehaladtdval a hulldmfrontok k irdnysban vy sebességgel haladnak tovdbb (fizissebesség).
Vakuumban vy = ¢ =4allandé. Miutdn az elektromdgneses hullimokat a fénnyel azonositjuk, ezért a fazissebesség a
fénysebesség.

Monokromatikus sikhulldamnal igaz, hogy

W(t,x) = e twnttike _ pik(x—iwitk/k) _ U(0,x — vftf(), (3.75)
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azaz a hullamalak csak eltolédik, nem deformalddik. Altaldnos a(k) esetén ez nem lesz igy, a hulldm gyorsan Gsszekuszalédik.
Viszont ha azonos irdnyud sikhullamokat tesziink Gssze, akkor a hullamterjedés iranyét tekintve x irdnynak frhatjuk

dk ; ;
U(t,x) = /% a(k)e iwrttike, (3.76)

Tegyiik fel, hogy azon a tartomanyon, ahol a(k) # 0, ott wy, lassan véltozik. Ekkor sorba fejthetjiik valami kézepes ko
koriil:

d
wr = wo + (k— ko) k1 4 (3.77)
dk k=ko
Nevezziik J
Wi
Vpg = —— , (3.78)
dk k=ko
ekkor
dk . . . dk . )
— S —i(wo+(k—ko)ves)t+ike _ —i(wo—koves)t | TV —ikvest+ike _
U(t,x) /27r a(k)e e /277 a(k)e
. dk . _
_ emiwn(i=ves/vp)t / O aR)erktemreat) = gmteoli=see 0 (0,2 — v), (3.79)

Lathatoan egy fazisfaktor erejéig megmarad a hullam alakja. Ezért beszélhetiink hulldimcsomagrol, amely a burkoldjat
megtartva stabilan halad elore az id6ben v.s sebességgel. Altalsban Ves # Uf, kivéve, ha wy, linedris k-ban, mint a
véakuumbeli fényterjedésnél. A fazisfaktor elétagban a fazis valtozdsa ardnyos 1 — ves/vp-vel, vagyis nulla, ha ves = vy.
Ennek jelentése: a burkold alatt az elemi hulldmok vy sebességgel propagalnak.

A fenti gondolatmenet jelentése: informdciét hulldmcesomaggal lehet kiildeni (egy monokromatikus sfkhulldm nem
hordoz informdciét), vagyis az informdciéaramlds sebessége v.s. Eléfordulhat bizonyos esetekben, hogy ezek a sebességek
nagyobbak a fénysebességnél, ez azonban csak annak a jele, hogy ott nem hasznélhatok ezek a fogalmak.

Ha a fazissebességet a fénysebességbol a torésmutatéval képezziik, amelynek ismerjiik a frekvenciafiiggését:

C w nw

_ — = — = k = — 3.80
vp== . (3.80)
Ekkor a csoportsebesség
S 3.81
Ves = 0%~ N dn erdsr' (3.81)
— n4+w— n+—
dw dw 2n dw
3.4.2 Elektrodinamikai hullamok
Coulomb mértékben, végtelen térben
AP=0 = &=0
d3k —twit+ikx .
O0A=0 = A(tx)= (27)3 Ap(k)e , divA=0 = Aykk=0. (3.82)
Egy monokromatikus komponensre
E = —atA = ione_thJ'_ikx = Eoe_iwt—i_ikx, EQ = ’L'U.}Ao,
oo o 1.
B =rot A = ik x Age~Witikx — B emiwttikx By =ik x Ay = ~k x E,.
c
(3.83)

Tehat monokromatikus sikhulldmban R, E, és B\ egymasra merdlegesek. .
Azonban a k-ra merdleges altér két dimanziés. Emiatt felvehetiink egy ortonormalt bézist {k, ey, e2}, ekkor irhatjuk

FE = (04161 + 0[262) eiithﬂkx. (384)
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e 2 a polarizédciés vektorok; legyen kxe = ey, ekkor kxes = —e. Egyiitthatéik, oy 2 lehetnek komplex mennyiségek
is, amely a kétfajta polarizacidju sikhulldm kiilonbozé fazisat jelentik. Valdban, az igazi térerGsség a fenti mennyiség
valés része, azaz:

a; = Eie¥ = E = Eje;cos(kx — wt + ¢1) + Ezes cos(kx — wt + o)

E E
B = e, cos(kx — wt + ¢1) — Mel cos(kx — wt + p2). (3.85)
c c
Ha o1 = @9, akkor linedrisan polarizdlt a fény, ha ¢1 = s & iw/2, akkor cirkuldrisan polarizalt. Altaldnos esetben
elliptikus polarizaciérél beszéliink.
A hulldm energiastiriisége:

1 .
w = %OEQ + Q—B2 = %O E? + (k x E)Q} =oE? = g¢ (E7 cos®(kx — wt + 1) + Ej cos®(kx —wt + ¢2)) . (3.86)
Ho
Egy peridédusra atlagolva
w = %0 (E? + E3). (3.87)
A Poynting-vektor
1 1 - .1
S=—ExB=—Ex (kx E)=k—E*. (3.88)
1o clo Clo

Az energia-aram irdanya tehat a hullam iranya, nagysaga pedig

|S| = c0E? = cw. (3.89)

Clo€o

3.4.3 Frekvenciafiiggé permittivitas, torésmutatoé

Hogyan fiigghet a permittivitds a frekvenciat6l? Bocsassunk egy linedrisan polarizalhat6é anyagra id6fiiggo elektromos
teret. Azt varjuk, hogy a polarizacio egy adott ¢ idépontban nem fiigghet a hozza képest jovobeli térerésségektél, csak
a multbeli értékektol. Ezt a polarizacio-siirliségre megfogalmazva

P(t) = / dt' ot —t")G(t,t") E(t") (3.90)

— 00

Ha nincs kitiintetett idépont, akkor G csak t — t'-t6l fligghet. A fenti kifejezésben azonosithatjuk a szuszcepitbilitdst,
amely a térerdsség és a polarizacié kozott teremt kapcsolatot — jelen esetben a szuszceptibiltds egy valaszfiiggvény:

eox(t—t)=0@t—-t"Gt—-t) = P(t)=¢o / dt' x(t —t") E(t'). (3.91)
A fenti kifejezés egy konvolicié, Fourier-transzformaltja:
P(w) =eox(w)Ew) = D(w)=cEWw)+Pw)=c(l+xw)Ew) = & (w)=1+Xx(w), (3.92)
vagyis valéban van frekvenciafiiggés benne. P és E valdssaga miatt
P'(w)=P(-w), E'(w)=E(w) = Xx'(w)=x(-w) (3.93)

Hogy egy konkrét példat adjunk, tekintsiik a mikroszkopikus polarizalhatésag modelljét, egy harmonikus potencialban
kotott, de most csillapitott toltott részecskét. Bocsassunk erre a rendszerre id6fiiggd elektromos teret. A mozgdsegyenlet
1D-ban

q> D r
motx +T0x + Dx = qE(t) = 02p+y0ip +wip = %E(t), ahol w? = Y= (3.94)
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Ennek Fourier transzformalttal a megoldasa:

2 2
q 1 Ngq 1
R e (@)

E 3.95
m wi—iyw —w? (@), (3.95)

ahol N a toltéshordozdk siirtisége. Innen, tobb sajatfrekvenciat is feltételezve:

qu2 1
” =1 J . 3.96
&r(w) + z]: com; WP — inw — w? (3.96)
Ha megvan ¢, (w), akkor felirhatjuk:
nw) = Verw) = kw) =>nw) = BEtx)=Ee “ticin) (3.97)
c
monokromatikus hullamra.
Lathatéan €,-ben van imagindrius rész is, ha v # 0. Valéban:
1 1 1 1 Yw
I - — _ = . 3.98
o wi—iyw —w? 20 |wf —iw —w? Wi 4w —w? (W7 — w?)? + y2w? (3.98)
Emiatt )
Njq; yw
Ime, (W) = 7 >0 3.99
me(w) Z gom; (w? — w?)? 4+ y2w? (3.99)
Ennek kovetkeztében a torésmutatonak is van képzetes része
n(w) = e, = ny(w) + in;(w), ni(w) > 0. (3.100)
Ezt visszairva az id6fejlodésbe ) )
E(t,x) = Ege witikxgne(w)o—kxgni(w), (3.101)

A hulldm tehat csillapodik (sosem néhet, hiszen n; > 0), elnyelédik az anyagban = n; abszorpcids egyiitthatd.
Miutédn n; eredete a mikroszkopikus csillapitds, Ugy értelmezhetjiikk a fenti jelenséget, hogy az energia elnyel6dik a
mikroszkopikus szabadségi fokok csillapitdsa miatt. Szoktdk definidlni a x opacitast is, mely az energiadramsiiriiség
(intenzités) csillapoddsdnak jellemzé hossza egy o siirfiségii anyagban.

_ 2wn;(w)

S(z) = Spe™ ¢ = k= e (3.102)

mivel a periédusra atlagolt Poynting vektor S ~ |E|%.
A 1égkor abszorpcids egytitthatdja lathaté a 3.1 dbran
(I. http://en.wikipedia.org/wiki/Absorption_(electromagnetic_radiation)).

e Minél kisebb az abszorpcits egyiitthatd, annal dtlatszébb az anyag. Viz esetén egy frekvenciatartoményban kicsi
az n; = ez alathato fény tartomanya. Masodrendi fazisdtalakuldasnal minden frekvenciatartomanyban meg-
jelennek gerjesztheté mdédusok, igy mindenhol van csillapitds = kritikus opaleszcencia.

e Szabad elektrongdzra w; = 0, v = 0, vagyis

N¢? wh 2_Nq2
U.}P—i

er(w) =1~ (3.103)

egmw? gom
wp a plazmafrekvencia.

— w < wp frekvencidn e, < 0, vagyis n(w) tisztan képzetes, vagyis az elektrongdz nem ereszti 4t a fényt.
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Figure 3.1: A 1égkor abszorpcids egyiitthatéjanak frekvenciafiiggése

— w > wp frekvencidn az elektrongdzban nincs csillapitds. Ugyanakkor

n(w)zy/l—%<1 = o= (3.104)
w2 f n . .

A fézissebesség tehat nagyobb mint a fénysebesség. A csoportsebesség azonban (3.81) alapjin

de 2w c ne
- = —2P = Vg = 5 = 5 =nc<c (3.105)
dw w wp , | WP
nw w

kisebb mint a fénysebesség. w = wp-nél n = 0, igy a csoportsebesség nulla, a fazissebesség végtelen!

e a légkori frekvencidk alsé részében az ionoszféra (amely kozelithetd szabad elektrongédzzal) dtldtszatlan, vagyis vis-
szaveri az elektromédgneses sugarzast. Ez hasznalhaté radidzasra, mert a hullimok a Fold feliiletén nagy tavolsiagra
is el tudnak jutni (1. http://hu.wikipedia.org/wiki/Elektromagneses_sugérzéds). Az URH (VHF) hulldmok frekvencidja
(hulldmhossza) 30-300 MHz (10-1m) mér felette van a légkori plazmafrekvencidnak, igy azok csak rovid tdvolsdgon
foghatok.

e Lattuk, hogy eox(t) = O(t)G(t), vagyis csak G(t)-b8l csak a t > 0 értékek szdmitanak, a t < 0 tartomdny
szabadon értelmezhetd. A G(—t) = —G(t) valasztds esetén egyszerii formuldkat kapunk. Mivel szorzatfiiggvény
Fourier transzformaltja konvolicid, valamint

T du iG(w')

1

O(w) = rw) =1 — . 3.106
(w) W+ 6 |50+ = el + 2r w—w' +1id ( )
Valés fliggvény Fourier transzformaltjara
oo
G*(w) = / dte ™G (t) = G(~w), (3.107)
péaratlan fiiggvény Fourier transzformaltja
G(~w) = / dte”™'G(t) = / dte“'G(~t) = -Gw) = G*(w)=-G(w), (3.108)
—o0 —o0
vagyis G(w) titsztan imagindrius. Ekkor:
1 —iG(w)
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A fenti mikroszkopikus példdban

Gw) =) Noa) 2w (3.110)
com; (7 — WP+ P '

Altaldban a mikroszkopikus modellekbdl tetszéleges pozitiv fiiggvény johet. Ezt visszairva az e, kifejezésébe:

(oo}

dw' Ime, (W'
er(w) =14 / 7/7T() (3.111)
T W —w—ie
— 00
Ez azt mutatja, hogy &, imgaindrius része teljesen meghatdrozza az €,-t (Kramers-Kronig relacid). Ez a kauzalitds
kovetkezménye.
e Bocsassunk anyagra idéfiiggd elektromos teret, legyen az id6fiiggés monokromatikus, E = Ege ™™, a helyfiiggéstol
tekintsiink el. Ekkor kétféleképpen is leirhatjuk a bekovetkezo jelenséget. Egyrészt a térerGsség polarizacidsiiriiséget
hoz létre; linearis anyagban: ‘
P(t) = Poeilwt = Py= on(w)Eo. (3112)

A polarizdcié valtozdsa az indukdlt toltések mozgdsat jelenti, vagyis indukélt dramot jelent (1. 3.1.2 fejezet)

J=0P = J=Jpe “ = J;=—iwPy=—iweox(w)Eo. (3.113)

Masrészt ha az anyag vezet6, akkor ugy is leirhatjuk a jelenséget, hogy a vezetOképesség miatt mozdulnak el a

toltések: ) )
J=0E = o0=—iwgx(w) = eox(w)= 2os er(w)=1+ 27 (3.114)
w Eow

kis frekvencian. Vagyis vezetdk esetén azt varjuk, hogy a permittivitds imaginarius része divergal kis frekvencidkra,
az egylutthatd éppen a vezetOképesség.

A molekularis modelliinkben nem kotott, de csillapitott elektrongazra wy = 0, azaz

Nag? 1 w Na? i Na?
gom —iwy — w my gqw my

a Drude-model eredménye.

3.4.4 Elektromagneses hullamok kozegek hataran

Homogén kozegek hataran ki kell elégiteni a hatéarfeltételeket:

D, B, E;, H, folytonosak. (3.116)

Figure 3.2: Hullam kozeghataron
Tekintstink egy sikhulldmot, amely egy n normaélisi sfk kozeghatarra érkezik (3.2): ahonnan érkezik, ott e, ahova

ott €’ legyen a permittivitds. Az eredmény hdrom hulldim Gsszege lesz: a bees6 hulldm mellett egy dtmend (megort) és
egy visszavert hullamé. Legyen a bees6 hullam

. ) 1A
E = Epe”™@ttikx B — "k x E. (3.117)
C
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A hatérfeltételek minden idépontban valé ervenyessege miatt a megtort és a visszavert hulldmra is e =™ az id6fejlodés.
A megtort hulldm jellemz&i legyenek E', B', K/, a visszvert hullimra E”, B”, k”. Jeloljiik kn = cos#, és k'n = cosf'.
Feltessziik azt, hogy k'n = —kn, vagyis a beebebl sz0g egyenld a Vlbbzaverodebl szoggel.

Koordindtazzuk a rendszert gy, hogy é.||n

0 sin 0 sin 0’ sin 6
n=1_0 E=| 0 kK = 0 k' = 0 (3.118)
1 cos 0 cos 6’ —cosf

A polariziciéhoz érdemes a feladat geometridjahoz illeszkedd béazist vélasztani:
1) En=0, 2) Ee{kmnsik} = Bn=0. (3.119)
Ezek a feltételek igazak maradnak a megtort és visszevert hulldmra is.

1. Itt E 1 n,k, azaz, felhasznédlva By = %IA{ x E Osszefliggést

0 0 0 —cos 0 ;[ —cost ;[ cos0
E E, E
E0:<Eo> E{):(Eé) E({:(E({) B0:0< 0 > Bg:0< 0 ) Bg:0<o>
0 0 0 ¢ sin ¢ sin 0’ € \sin6

(3.120)
A hatarfeltételek
n = folyt. ——
E, = folyt Eo+ El = E}
1 1
5 = folyt. —(Eo + Ej) sinf = — Ejsin ¢’
c c
1 1
H, = folyt &(EO — E{)cosf = C,—H/E() cos ' (3.121)
A B, illetve E; egyenletekbol kovetkezik
1 1
—sinf = —sinf = nysinfd =nysind’ (3.122)
C1 C2
a Snellius-Descartes torvény. Innen megkapjuk a 6'-t
A térerésségekre a megoldas
B _E w'c cosf — pccost B _E 21/ cos B (3.123)
0 O c" cosf + pccosf’ 0 O c cosO + pccos @’ '
2. Ebben az esetben B teljesen transzverzalis, azaz a felirandé egyenletek
1 1
—(Byg+ B)) = —B]
H1 (Bo 0) 2 0
(Eo — E) cos 0 = Ejcos 6’
e1(Eo + E{)sinf = ex B sin 6. (3.124)

Az elsé és utolsé egyenlet 6sszehasonlitasabol most is a Snellius-Descartes torvény kévetkezik. A megoldés:

p1c1 cost — pacs cos b’ 21o¢o cOS 0

El=E

E/=F
Oulcl cos 0 + pgcy cos @’ 0

Oulcl cos 0 + pacy cos @ (3.125)
Formadlisan a 1 — 1/ helyettesitéssel adédik az eléz6 eredménybél.

Tanulsdgok

e n/ < n esetén sinf’ > sin b, vagyis van olyan 6y, amelyre nincs megoldds, azaz nincs megtort fény: sinfy = n’/n.

e a 2.) esetben py = po-t valasztva elérhetd, hogy E{ = 0. Ennek feltétele

!

cr1cosf =cacosd = tanf = Ly (3.126)
n

Ez a Brewster-szog, ekkor a visszavert hullam a feliilettel parhuzamosan polarizélt.
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3.4.5 Hullamterjedés hatarfeltételekkel

Vegyiink idedlis vezetdkkel hatarolt teret: milyen hullamok terjedhetnek itt?
Idedlis vezet6 = idedlis diamagnes = belill sem E sem B nem létezhet, vagyis a hataron

E,=0, B,=0 (3.127)

Hullamvezeto

Hullamvezetd egy idealis vezetok altal hatarolt csé. Itt most egy egyszeriisito targyalast vesziink, ahol a hatarolé feliiletek
sikok (gyakorlaton lesz részletesebben)

Most az egyszeriiség kedvéért vegyiink téglalap kereszetmetszetli egyenes csovet, a koordindtarendszer z iranyat
vegyik a csé irdnydnak. A csé mérete legyen a x b. Ekkor

Ey(z,0,2,t) = E.(z,0,2,t) = Ey(x,b,2,t) = E.(2,b, 2,t) = Ey(0,y, 2,t) = E.(0,y, 2,t) = Ey(a,y, 2,t) = E.(a,y, 2,t) =0,
By(l‘, 0,2,t) = By(l‘, b,z,t) = By(0,y, 2,t) = By(a,y, 2,t) = 0. (3.128)

Erdemes az altaldnos konfiguracidkat, ahol F, és B, nem nulla, két hullam szuperpoziciéjaként kezelni, ahol vagy E, = 0
(transzverz elektromos, TE mddus) és a B, = 0 (transzverz mégneses, TM mddus).

TE eset Itt az elektromos teret érdemes felirni. Ez legyen egy z iranyban terjedé hullam, az x — y sikban elore- és
hatrafuté megoldést is vesziink. A hatarfeltételeket kielégité megoldés:

o Ey, coskgx sinkyy o - w2
E(z,y,2,t) = e”witik= [ By sink,x coskyy |, ky=—, k,= 5 — =k +k + k2 (3.129)
0 a C

Valéjaban ez utébbi képlet k,-re ad megszoritast, hiszen a tobbi tag adott.
A div E = 0 feltétel:

0 = e ™“ik=2gin ko sin k,y(Eorks + Eoyky) =  Eouks + Eoyk, = 0. (3.130)

Mivel rot E = —0, B = iwB, ezért

i —ik, Eoy sink,x cos kyy - —%Eoy sin kyx cos kyy
B(z,y,z,t) = —e Witk ik, Eoy cos kyx sinkyy = g witik:z %on cos k,x sin kyy
w (kyzEoy — kyEoy) cos kyx cos kyy %(kmEoy — kyEog) cos kyx cos kyy
(3.131)

A div B = 0 és rot B = ¢ 20, E automatikusan teljesiilnek. Lathatéan B, # 0, kiilonben E = B = 0 lenne.
Egy megadott n, m parra a cs6 keresztemtszetén allohullamok alakulnak ki, mig a ¢s6 mentén k, hullimszammal és
w frekvencidval terjed a hulldm. A z irdnyu terjedés sebessége

2 2
w nmw mm dw c
v =g V”(k) (i) 7o =g z ;< (3:132)
1+ (mr) N (mw)
k.a k.b

w né a k,-vel, de k, = 0 esetén sem lesz nulla. Ez a legkisebb frekvencia, amely még terjedni tud a hulldimvezetoben
(levagasi frekvencia): ha a > b, akkor n =1, m = 0, azaz k, = 7/a, k, = 0 vélasztassal *, akkor

CT
min = & (3.139)

Ha ennél kisebb frekvencidju hulldimot bocsatunk a hullamvezetére, akkor k, tisztdn imagindrius lesz, azaz expo-
nencialisan elhalnak a terek. Masrészt kis k.-kre v.s ~ k., azaz egyre lassabban terjednek ezek a hullamok.

Kénnyen ellendrizhetd, hogy ekkor E, # 0, azaz ez egy nem nulla megoldést ir le.
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Az energiadramlashoz kiszamithatjuk a Poynting vektort S = E x H képlettel. Figyelniink kell, hogy itt mar a
komplex kifejezések valds részét kell beirnunk. Az x és y komponens:

1 k2 — k2
Sy =—(EyH, —E,H,) = ZTESZJ sin(2wt — 2k, 2) sin(2k,z) cos? (kyy),
I iy
1 2 k2
S, = ;(EZHQC —E,H,) = Zuk L B35, sin(2wt — 2k, 2) cos? (k) sin(2k,y). (3.134)
Yy

Ezek egy periddusra vett atlaga nulla. A z komponens kiszamitasa:

1 k.

S, =—(E.B,— E,B,) = —(E2+ E;) = —= sin®(wt — k. 2) [Eg, cos® kyxsin® kyy + Egy sin® k, cos® kyy] . (3.135)
W

Jw Jw
Egy periédusra, valamint a feliiletre atlagolva

—_ kz
- Suw

(S.) (Eg. + Ej,) - (3.136)
Az energiastiriiség kifejezése, rogton beirva az egy periédusra, valamint a feliiletre vett atlagolast

1 /¢ 1
<w> =93 ((ES‘L + Egy) t53 (kgng + kiEgy + (kwEOy - kyEOx)z + (kwEOw + kyEOy)2)> =

8\ 2 2 pw?
1 w? a2 g2 2 2 1 2 2
= To \ @ kS + ks + Ky ) (Bo, + Egy) = i (Es. + Eg,)- (3.137)
Azaz
(S2) = ves (w) - (3.138)

TM eset Az el6z6 esethez hasonléan targyalhatd, de most a magneses indukciét érdemes felirni. Ez ismét legyen egy
z irdnyban terjedd hulldm, az z — y sikban alldhulldmokkal. A hatarfeltételeket kielégité megoldas:

o By, sinkgx cos kyy o - w2
B(:c,y, th) _ efzthrzkzZ BOy cos k,x sin kyy s ky = —, ky = T, - = k?c + ki + kg (3139)
0 a c
A div B = 0 miatt

Az elektromos tér a rot B = ¢ 20, E = —iw/c? E egyenletbdl kovetkezik:

2 .
ic? —tk, By, cos kyx sin kyy kz; By, cos kyx sinkyy
- ; . . —i i 2
E(ZL’, Y, z, t) = U@ iwttikzz ’LkZB()w sin kw.'I} COs kyy =e iwttik.z — ki:: BOm sin kxx CcOS ]gyy
(kyBOw - kaOy) s kmx s kyy %(kyBOx — ktBOy) sin kxx sin kyy

(3.141)
A divE =0 és rot E = —0; B egyenletek automatikusan teljesiilnek.
Ebben a csatorndban a minimélis frekvencia nem johet az n = 1, m = 0 vélasztasbdl, mert ekkor &k, = 0, azaz (3.140)
miatt By, = 0, és igy B = 0 lenne. A minimalis frekvencidhoz n = m = 1 tartozik,

1 1
Wynin = CT ol + R (3.142)

Uregrezonator

Ha a z irdnyt is lezarjuk c tavolsdgban, akkor a hatarfeltételekhez hozzdjon még

E.(z,y,0,t) = Ey(x,y,0,t) = Ey(z,y,¢,t) = Ey(z,y,c,t) =0, B.(z,y,0,t) = B,(z,y,2,t) = 0. (3.143)
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Ekkor a z irdnyban is alléhullamok alakulnak ki. A TE esetben

Eoy coskgx sinkyy sink,z

E(z,y,2,t) = e ™ | Ey,sink,x C(())S kyysink.z |, kp=— ky=-—=,  khe=-— 5= k2 + kL + k2
(3.144)
a TM esetben
By, sink,x cos kyy cosk,z .9 .
. z z ¢ z E icck . By, coskzx sink
__—iwt . Lt . x _ 2 —qwt _: Oy x yy
B(z,y,z,t)=¢ By, cos kgx b(l)n kyy cosk,z = {Ey } =—5 ¢ sink,z { — Bo, sin ku cos kyy} .

(3.145)
Az iiregben csak bizonyos frekvencidk képesek csillapodéds nélkiil megmaradni, ezek az iireg sajatfrekvenciai.

3.5 Teljes idofiiggés: az inhomogén rész megoldasa

Az inhomoén résznek csak egy parcialis megoldasat kell keresniink, hiszen a hatarfeltételek kielégitéséhez felhasznédlhatjuk
a homogén rész megolddsat. A megoldandé egyenlet et igy a végtelen térre terjeszthetjiik ki:

Ov = —f. (3.146)

3.5.1 Green-fiiggvények

Az altalanos forras helyett attériink a pontforrdsra, ahogyan ezt a sztatikaban is tettiik:
O0,G(t,x;t',x')= -6t —t)o(x—x") = (tx)= / dt’/d3X’G(t,x;t’,x’)f(t’,x’). (3.147)

A G megoldést itt is Green-fiiggvénynek hivjuk. Ahogyan kordbban is, a jobb oldal ¢t — t’ illetve x — x’ fiiggése miatt
Gt —t',x —x'). Ezért x' = 0-t vehetiink.

Hogy G-t meghatarozzuk, végezziink idébeli Fourier transzforméciot. Fizikailag egy idoben pontszert forras helyett
egy oszcilldlé forrds terét szdmitjuk ki. Mivel §(t) — 1, valamint 97 — —w?, ezért

(A + k)G (w,x) = —6(x), w = ke. (3.148)

A A + k2 kifejezést nevezik Helmholtz operdtornak.
A jobb oldal, valamint a hatarfeltételek is forgasinvaridnsak, ezért G is az lesz, azaz gémbi koordindtarendszerben
felirva csak r-tol fog fiiggeni. Ezt felhaszndlva térjiink at gémbi koordindtarendszerre, és tekintsiik egyelére az r # 0

esetet:
2

1d
;W(TG) +k*G=0, ha r#0. (3.149)

Ez mésodrendii differencidlegyenlet, megoldésai?

eizkr

Grialw,r)=C (3.150)

r

Az ardnyossagi tényezéhoz a forrast kell figyelembe venni. Mivel x = 0-nal végtelen nagy a forrds, ezzel a Laplace-
operator végtelen értéke lesz egyensilyban, vagyis k értéke nem szamit az aranyossagi tényezében. k = 0-ndl viszont a
Laplace egyenlet Green-fiiggvénye jon be, amely 1/(47r), azaz az ardnyossdgi tényezd 1/(4m). Emiatt:

eizkr

Grialw,r) = (3.151)

Ay

2Valéjaban elég lenne egy partikuldris megoldds, de a kényelem, és a fizikai interpretdcié miatt megtartjuk mindkét megoldast most.

64



Ennek fizikai jelentése: egy oszcillalé ponttoltés terének amplituddja. Visszairva az idéfliggést

efiwt:i:ikr e*iw(t:F’r/c)

= . 3.152
47r 4r ( )
Az azonos fazisi pontok halmaza r = £ct + An, azaz ki- illetve befuté gébmbhulldmokat ir le.
Hogy a valés idGbeli megoldést is megkapjuk, vissza kell Fourier transzfromalnunk a megoldést:
1 T dw _; . 1 r
Grpalt,r) = [ Steritetionte = s (1) 3.153
r/a(tT) dmr S ° drr T e ( )
Vagyis az eredeti Green-fiiggvények
Grlt—tx—x)= — g(t—v+x=Xl (3.154)
/A ’ drr|x — x/| c ' '

3.5.2 A Green-fiiggvények fizikai értelmezése

Vegyiik az R Green-fliggvényt. Ha adott egy f(¢,x) forrds, akkor az ehhez tartozé megoldés:

T 1 |x — x| - 1 |x — x/|
Ui(t = dt’ | &#x'——5(t—t — t'x")= [ &% ——— t— ap 1
R( 7X) / / X 47T|X —X/| ( c > f( 7X) / X 47T|X — XI‘ f ( c ) X (3 55)

Vegylink pl. egy pontforrdst az x = 0-ban, azaz f(t,x’) = q(t)d6(x’). Ekkor

1 X

Ha g =éllando, akkor visszakapjuk a sztatika eredményét g toltéssel. Ha viszont g idofiiggd, akkor ¢, x helyen a megoldés
a forrds t — r/c idépontbeli értékétél fiigg, azaz késve érkezik el a megfigyel6hoz a forrds jele. Emiatt a fenti megoldast
késo, retarddlt megolddasnak hivjuk. Hogy a sztatikdhoz hasonld képletet kapjunk, jelolhetjiik

e =5 (1= P 0) = e = [l (3.157)

Am|x — x| °
A fizikai jelentés tehdt: ha egy forrds t > 0-n tizemel, és megadjuk a kezdeti feltételeket, akkor a megoldas

dmx — x| '

U(t,x) = Wo(t,x) +/d3x' (3.158)

ahol a Uy (t,x) olyan szabad megoldds, amely a t = 0 pontban a kezdeti feltételeket szolgéltatja.
Ha ugyanezt az A Green-fiiggvénnyel akarom megcesinalni, akkor:

T 1 |x — x'| 1 |x — x'|
WA(t = dt' | dBPx'——— 5t -t + =— =1 t'x') = Px— t . 1
at,x) / / X471'|X—X’| < * c >f( ) / X47r|x—x’|f< + c X (3.159)

Idében véaltozé pontforrdsra x = 0-ban f(t,x’) = ¢(¢)0(x’), azaz:

1 x|

Most a t, x helyen a megoldds a forrds t + r/c id6pontbeli értékétédl fiigg, azaz a jovébeli értékektsl. Ezért ezt a Green-
fiiggvényt elérehozott, avanzsdalt Green-fiiggvénynek hivjuk. Az értelmezés: ha egy forrds t < tg-ig lizemel, és megadjuk
a tér értékét ¢ = tg-ndl, akkor a korabban mérhetd tér:

U(t,x) = Uo(t,x) + P4(t,x). (3.161)
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Elektrodinamikaban, Lortentz mértékben, ha kezdetben a potencidlok ® = A = 0 voltak, akkor

1 t_ _ ~ /
0e=-2 = &tx) = /d?’x'g( x = x'|/e, x)
47‘(50

€0 |x — x|

I ’

OA=-pd = A(t,x):@/cﬁx’”’(t x = x|/e, x)
47 |x — x/|

(3.162)

Ezeket a formulakat fogjuk kiillonboz6 forrasokra kiszamitani.

3.5.3 Lokalizalt, oszcillal6 toltésrendszerek tere

Legyen most o, J ~ e~ ™! térben pedig lokalizalt. Ekkor minden megoldds ~ e~*! vagyis d; — —iw. Lorentz mérték

esetén
. 1 ) —iw —ic?
0=divA+ 50, =divA+ —¢ = &(t,x)= div A(t,x). (3.163)
c c
Ezért elég csak a vektorpotencidlt meghatérozni; (3.162) alapjin
Lo 5 /J(X/)efiw(t7|xfx'\/c) Moefiwt / 5 , eik|xfx'| w

Alt,x)="— [ d = d —_— k=—. .164
(t,%) 471'/ x |x — x'| 4 xJ(X)|X—X’|’ c (3.164)

Tegyiik fel, hogy a forrds mérete joval kisebb, mint a hullamhossz d < A, ellenkezd esetben az egyes toltések sugarzasat
kiilon kell kezelni. Ekkor két tartomdny tere érdekes: vagy d < r < A (kozelzéna) vagy r > A > d (tdvolzona,
hulldmzéna vagy sugédrzasi zéna), ahol r = |x|.
Ko6zelzéna
Ebben az esetben k|x — x| &~ kr < 1, vagyis az exponenst elhanyagolhatjuk:
—iwt J(x'
A(t,x) = 10° / ix T (3.165)

4r |x — x/|

Ebben az esetben tehat nem szamit a retardalés.

Hullamzoéna

Csak azokat a tagokat tartjuk meg, amelyek 1/r-rel ardnyos végeredményt adnak — az elhagyott tagok nem reprezentalnak
sugdrzast (1. kés6bb). A nevezdben csak a vezetd tagot kell megtartani:

ﬁ ~110 (i) . (3.166)
Az exponensben
|x — x| = V12 +x2 = 2xx’ =ry/1 —2% +0 (Cf) =r—xx'+0 ((f) . (3.167)
Vagyis _ ‘ » -
A(t,x) = %;m / dgx’J(x’)BZk(TTXX) -t elk:m / B! T (x) e~ (3.168)

Az r-figgé tag egy kifuté gémbhullamot ir le, az irdanyfligése médosul az integral miatt.
Megjegyzés: itt A(r) ~ 1/r, ez azonban nem a monopdlusok jelenlétét mutatja, hanem a sugdrzés jele.
Az exponensben szereplé k|x'| < kd, azaz itt még sorba fejthetiink:

ikr—iwt

At,x) =10 €

3/ / R A
= /d x J(x")(1 —ikxx"+...). (3.169)
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3.5.4 Dipolsugarzas
Az els§ tag (3.169)-ben:

Lo eikrfiwt 3, ,
A(t,x) = — a°x'J(x"). (3.170)
47 r
A sztatikdban ez a tag eltlinik, itt azonban
/d‘SXJZ = /d3XJj8j(ZZi = 7/d3X/’JJiaj’Jj = /dBX/JZiatQ = atpl = fiwpi, (3171)
ahol p; a dipélmomentum. Innen
; ikr—iwt
—iwlg €
Alt = 172
(tx) = — 05— p, (3.172)

a dipolsugérzas képlete.
Hogy az elektromos illetve mégneses tereket megkapjuk, derivalni kell a vektorpotencidlt. Mivel az 1/7? tagokat
elhagytuk, a derivalas csak az exponensre hat, azaz

0;e™" = ki = WV —ikx. (3.173)
Emiatt — 0 b iot
1 kw eZ T—1W w el T—lWw
H=—rotA="—= X X p) = — % x 3.174
o e, &Zxp) = —— (X xp) ( )
Az elektromos tér Ly
E="VxB=cBxx=2Hx%, Zo=puoc=," =37670, (3.175)
w €o

Zy neve vakuum-impedancia. A Poynting vektor
S=ExH=2y(Hx%X)xH=2%H> = S=2yH? (3.176)

Idoatlagban
Zo .9 Zo 4P .,
S = 7H = 3522 %W 3 sin 6. (3.177)
Az intenzitds adott térszogbe kisugarzott teljesitmény. Mivel S az energiadram, ezt egy df) térszoghben hizodé feliiletre
integralni kell, hogy a kisugérzott teljesitményt megkapjuk:

) P 7 .
dP = SXT2dQ = diQ = m w4p2 Sln2 0. (3178)

A kisugérzott teljesitmény szogeloszlasa:

A teljes kisugarzott teljesitményhez

1

Z
/dQsin29 = 27r/dx(1 —2?) = 8% = P= 12;62 whp?. (3.179)

—1

4

Lathatoan a kisugarzott teljesitmény ~ w®, azaz csak nagy frekvencidkon lehet jelent6s.

Feladat: Kozépen téplalt d hosszisdgu egyenes antenna sugarzasa.
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Megoldas: Feltessziik, hogy az drameloszlas az antenna mentén

. 2
I(t,z) = Ipe ™! (1 — |dz|> . (3.180)
Ekkor
/2 /2
) Iod - - i lod
/d3xJ / dz1(t, z) = 2lpee™™ /dz (1 - > = %ezeﬂ“’t = —jwpe @ = p= ZQ—OweZ.
—d/2
(3.181)
Az i fazistoldst jelent; a sugdrzas intenzitisa
dP Zow* I3d® ., Zo(kd)? 5 . 5
— = in“ 6 = 1§ sin” 6. .182
A0~ 32r2c2 dw? 12872 0% (3.182)
A teljes kisugarzott teljesitmény
Zo(kd)* 5 1 2 Zy(kd)? 2
P= I§ = =Rsuol§, hol R, = ——— =~ 5(kd)*(, 1
15, Lo 2Rgo ahol Ry Y 5(kd) (3.183)
az antenna sugarzasi ellenéllasa.
3.5.5 Multipol sugarzasok
Az mésodik tag (3.169)-ben:
A(w,x) Sy i /d3 "(—ikxx")J(x'). (3.184)
4w o7
Az integral egy kétindexes mennyiséget ad:
3 —ipo , .
Mij :/d Xl‘iJj = Aj = In inM'ij- (3185)
M antiszimmetrikus része a magneses dip6lmomentum (1. (2.289))
1 3
m; = §Eijk d Xijk. (3186)
A szimmetrikus rész most nem nulla:
/dBX,TiJj = /d?’xxiJk(akxj) = —/d?’xxj@k(xiJk) = —/d?’xiji — /d?’xxixj div J, (3.187)
azaz _
/d x(z;J; + xJ;) /d xx;x; divd = 8t/d XX T = ?z)w (Qij —|—5ij/d3xgx2) ) (3.188)
ahol bevezettiik ez elektromos kvadrupdl tenzort (2.197) alapjan. Emiatt:
o ikr ; :
—iug e . wk . dwk 2
Aj(w,x) = o [ijieijkmk — ?Qﬁmi — ?xi/dgx'g(x’)x’ } ) (3.189)
Az utolsé tag tiszta gradiens a kozelités rendjében, hiszen
ikr ikr 1
grad —— = iki; S + O(=3). (3.190)

emiatt elhagyhatd, hiszen mértéktranszformaciéval kikiiszobolhets, igy nem ad jarulékot a fizikai mennyiségekhez. A
tobbi jaruléka: _ 4

_,L'Mow ezkr A MOWQ ezkr
X X —
dre v 24me 1

Alw,x) = Qx. (3.191)
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Az els6 tag a magneses dipdlsugarzas, a masodik az elektromos kvadrupdlsugarzas képlete. A mégneses dipolsugdrzas
az elektromos képlettel teljesen analdg, csak p — m x %/c mddon kell az erdsségeket helyettesiteni. Az els§ két rend
Osszege tehat:

. ikr 2 ikr
—ilow € 1 . How” e N
A = - — . 3.192
(@, ) AT 1 [p T X] Ure T O ( )
A térerdsségek
1 w2 eik‘r ) 1 ) ) z'w3 eikr ) )
H:%rOtA:Tﬂ_C ” |:XXp+CXX(mXX):|24ﬂ_C2TXXQX.
E =7yH x x,
Z

S=Z%xH> = (8= 70f<|H\2. (3.193)

A szogeloszlas bonyolult, azonban a teljes kisugarzott teljesitmény kiszdmithatd, mert a vegyes tagok kiesnek a térszogintegralas
soran; pl.:
(X X p)[x x (M x X)] = (X x p)[m —x(mx)] =x(p x m). (3.194)

Térszogintegralds utdn [ dQx = 0. A mégneses dipélsugdrzds szogeloszldsa ugyanaz, mint az elektromos dipdlé, azaz a
teljesitménye is ugyanaz. Az elektromos kvadrupdl esete bonyolultabb, de a végeredmény:

Zow? 9 m? Zowb 9
= ]_27702 (p + ? + 714407(_04 TI‘Q . (3195)

Lathatéan a méagneses dipdl illetve elektromos kvadrupél sugarzdsok 1/c2-tel elnyomott korrekciét adnak, 6sszhangban
a d/\ sorfejtéssel (hiszen d/A = dw/(27c), és d belemegy a multipol-momentum definiciéjaba).

3.6 Altalanos mozgast végz6 tomegpont sugarzasa
Most egyetlen mozgd ponttoltés terét szamoljuk most ki. Ennek toltés- illetve aramsiiriisége:
o(t,x) = qd(x —~(t)),  J(t,x)=qu(t)s(x—~(t)). (3.196)

Hasznéljunk Lorentz mértéket, ekkor

t/ / Jt/ /
/d3x’i£’);/)|, A(t,x):i‘;/d?’x/m, ahol ' =t— |x —x|/c. (3.197)

(I)(t7 X) - 4dmeg

3.6.1 Dipdl-kozelités

Ha |x — x/| = r kozelitést hasznéljuk, akkor x’ kiintegralhatd, és kapjuk:

Hoq
A(t,x) = — . 3.198
60 =200 (3.198)
A derivaldsokndl az 1/r-t nem béantjuk, vagyis csak a retardalds miatt lehet értéke a térderivéltaknak is:
r r r X r
Vfift—-)=V({t—-)0ft—-)=—=0f(t——-). 3.199
fle=5) == Do~ D)= ot~ 1) (3199)
Ezért a magneses indukcid
B=rotA="%(axx)| . (3.200)
4mre tmr /e
Az elektromos térersséghez:
OFE
E:czrotB:%(axi)xﬁ = E:%(axﬁ)xfc:ZOfoc. (3.201)
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Vagyis a kisugarzott teljesitmény:

Zoq? dP Zoq?
- N 2 SN 0q 2 -2 209" o .o
S =F x H = ZOXH = XW a” Sin 9 = diQ = 167{202 a” Sin 0 (3202)
A teljes kisugdrzott teljesitmény
Zoq?
_ 67222 a2 (3.203)

Larmor képlet irja le. Vagyis a gyorsulé toltés sugaroz!
Mikor alkalmazhaté ez a képlet? Kell a d < A feltétel, elosztva a peridédusidével d/dt = v < A\/dt = ¢, vagyis v < ¢
nemrelativisztikus mozgasok esetén jo.

Feladat: Korpédlyan nemrelativisztikusan mozgé t6ltés kisugarzott teljesitménye?

Megoldas: Korpélya esetén a = rw?, ahol w a korfrekvencia. Emiatt

P

B Zog?riwt B Zoq>c? (v>4

= — 3.204
6mc? 672 ( )

c

Relativisztikus sebességekre a képlet mddosul (1. késébb).

3.6.2 Liénard-Wiechert potencialok

A fenti analizis akkor jo, ha d < . Ha ez nem &ll fenn, akkor az elemi 6sszetevék sugarzasat egyesével kell figyelembe
venni.
El6szor szamoljuk a skalarpotencialt, azzal analdg lesz a vektorpotencial szamolasa

x — x|

B(t,x) = /d3x’|x _1 X/|5(x' —~(t)), t =t (3.205)

4meg c

Az integralds azért nem egyszerii, mert a Dirac-delta argumentuma impliciten tartalmazza x’-t. Atirva az integralt

1 |x — x'| 1 |x — x/|
3/ r_ _ —_ 3! 34/ o / I —
/dx|xx’|5(x (¢ p )) /dxdt |X7X/‘(5(X 'y(t))é(t t—l—ic
_ ’ 1 I |X — ’7(t/)| _ l/ / I |X — '7(t/)|
_/dt |x—'y(t’)|6(t t+7c =7 at's | t t+7c , (3.206)

_ Ix =A@

ahol

R=x-~(), t=t = ¢(t—t)=R. (3.207)

Vagyis t a Dirac-delta megolddsa, fizikailag az az id6pont, ahonnan indulé fényjel x-et t-ben éri el. Mivel egy fényjel
és a részecske palyajanak metszéspontja t < t-nél van, ezért a megoldds egyértelmii. A #'-re vonatkozé integrdlasndl j
valtozét bevezetve

x — ()] du v(x —(t'))
St Al B BETT 2
u + 5= > o e (3.208)
s | x—y)) 1 | 11 1
—(t
= s (¢ —t+ 2= :—/d S(u) = — = 3.209
R/ ( e ) TR T TR R T R-BR (3:209)
clx — ()] Re
ahol B = v/c. Ezt visszairva
q 1 _ R(t) . v
P(t = _— hol R=x—~(t t=1t— =~(t = —. 21
A fenti levezetéssel teljesen analég médon
Hog v
A = 211
(1) =2 (3.211)
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Ha a mozgést elég messzirdl figyeljiik, azaz |x| > |7v|, akkor vezetd rendben R = x kozelitéssel élhetiink. Ez azt is
jelenti, hogy t = ¢ — r/c, valamint

x —y(B)] = r — %y(t — 9 —r(1-%8)—%y(t) ~r = v<ec (3.212)
Ekkor tehat
At,x) = D% (3.213)
47r t—r/e

megegyezik a dipdlsugdrzas (3.198) képletével.
Az elektromos és magneses térerésségek kiszamolhatdk a

1
E=-V®-0A, H=—rotA (3.214)
Ho
képletekbol. A derivalasok azonban nem egyszeriiek a bonyolult retardalési képletek miatt. A felhasznalhat6 azonossagok

OR, OR

gr vl gy =R
ot 10ROt . Ot ot 1
AR T e £ AR -
ot c Ot Ot 'Bat = ot 1-RB’
OF _ 1(0R OROI\_ R po0 ol _ R
dr; ¢ \Ox; Ot odx;)] ¢ Ox; 8x; Rc— Rv’
8R¢75'47v487t77 L uily
Oz, Y l@xj """ Rec— Rw
OR 1 _ OR; - Rv R
=R =R;(1 = ] 21
Or; R Ox; B ( i Re — Rv) R—-BR (3:215)
Ezek felhaszndldsival kaphaté (1. Appendix A.1)
_ _ 1 .
Bltx)— - (1-p) B=EB  amBx(R-FEB)xal g, Lap pux. (3216

dreo (R—RB)?® ' 4r (R—RB? ' Zo

E-ben az elsé tag nem fiigg a gyorsulastdl, és nagy tavolsagok esetén ~ 1/r%. Emiatt ez a tag a Coulomb potencidl
altaldnositdsaként foghaté fel. A mésodik tag a gyorsuldstdl fiigg. A dipSlsugdrzas kozelitésben (R~ r és f < 1):

Epou ~ Zﬂx x [% x al, (3.217)

r

ami megegyezik (3.201) képlettel.
Feladat: Egyenesvonali egyenletes mozgést végzo test skalar- és vektorpotencidlja valamint térerésségei.

Megoldas: Legyen a megfigyelési pont « = (z,0,0), a toltés pedig a z tengely mentén mozogjon ~(t) = (0,0, vt).
(3.210) alapjan sziikségiink van a kovetkez6 mennyiségekre:

R=x—~(t) = (,0,—vt), (3.218)

ahol c(t — t) = R, azaz
— _ 1
ct—1) = Va2 +v22 = =+ (t - ’y—\/gc2 + 'y2v2t2> ) (3.219)

ahol bevezettiik a

v _ (3.220)
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kifejezést. Ezzel

2
_ ~ 1
R—BR=c(t—1t)+ Yt %t = —/ 2?2 + 72022 (3.221)
Y Y
Végiil
q Y Hoq v
O(t = A(,X) = —— —— 3.222
030 = e ey A= (3.222)
Az elektromos térerésséghez kell
R- _r (¢t to=(2,0,-0t) = E=_1 7 0 (3.223)
c o dmeg (a2 +y2022)32 \ _ L] '
A maégneses térerésséghez
0 0 0
T x 1 1 q ~
—| 0 X 0 |==|-vz(t—-2%) | == —vzx = =—————+— | —vx |, (3.224)
R\ _ ¢ ot R 0 c\ o Am (22 +y2022)3/2 |

hiszen ceqg = 1/Zy. v = O-ra visszakapjuk a szokasos sztatikus megolddst. A retarddlds hatdsa azonban az, hogy az
ekvipotencidlis feliiletek eltolodnak. Ha z = vt jelolést hasznalunk, akkor a ® =konstans feliilet irhat6 gy, mint

2'* + 2% = r* = konstans, ahol o =2 =a/1— B2 <. (3.225)
Y

Ez egy ellipszis egyenlete — az x irdnyu tengely hossza r/v, a z irdnyu tengely hossza r. Ertelmezheté azonban
ugy is, hogy a nulla sebességli ekvipotencidlis feliilet egyenletébe egy kisebb x tavolsagot kell beirni.

Az elektromos térerésség nagysiga x = 0, z = r illetve z = r, z = 0 esetben

E(sz,z:r)—L(l—B%, E(xZT,zZO)ZL# (3.226)

 Amegr? dmwegr? /1 — B2’

vagyis nagy kiilonbségek lehetnek S ~ 1, azaz fénysebesség kozelében. A térerdsség S ~ c esetén lényegében a
mozgasra merodleges sikban érzékelheto.

Ha mozgd vonatkoztatasi rendszerbdl nézziik, ahol az attérést a Galilei transzformdcioval végezzik, azaz 2’ = z — vt
és t' = t, akkor a fenti ponttoltés all, azonban a skaldrpotencidl és az elektromos térerdsség nem megy at a sztatikus
képletbe! Az elektrodinamika egyenleteinek szimmetriacsoportja a Lorentz-csoport, errél késébb lesz sz6.

3.6.3 Sugarzas szogeloszlasa

Hogy a sugarzasrdl részletesebb képet kapjunk, hasznalnunk kell a Liénard-Wiechert potencidlokat. A sugérzas Poynting
vektora (3.216) alapjan:

S_ExH- YRE? B _ 9% BRx[R-p) xp

sug = - , 3.227
Zo 97 4nR (1 - RB)3 ( )

valamint R = x — v(¢), t = t — R/c. Most menjiink olyan koordindtarendszerbe, ahol v(¢f) = 0, ekkor R = x. A
Poynting vektorbdl a ¢ id6ben feliiletegységenként kisugarzott, észlelt teljesitményt kapjuk. Ha a mozgd részecske dltal
idGegységenként kisugdrzott teljesitményre vagyunk kivancsiak, akkor

d€  dEat R R Al Zog® [% x ((x — B) x B)]2
dP = — = — — = R340 1-— — = : 22
dt  dtdt RO RS (1 - Rp) dQ 1672 (1-xB)5 (3:228)
e Ha 3|3, vagyis 1D gyorsulésrdl van sz6, akkor a szamlals
R R . s . R “ . <2 . a2 .
$x (Xx B)=%F%B) B = Zx(x-H)x B = (&8 = G0, (3.229)
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Figure 3.3: Sugarzdsok szogeloszlasa: a. 1D gyorsulds, a sebesség és a gyorsulds irdnya is x b. korpalya, a sebesség
irdnya merdleges a gyorsuldsra.

ahol X0 = cos 0. Ezzel
dI  Zyq*a? sin” §

— = . 2
dQ  16m2¢2 (1 — Bcosb)d (3:230)

Ha 8 = 0, akkor visszakapjuk a dipdlsugarzas szogeloszlasat. Altaldnos [-ra a sugarzas a sebesség iranydba tolodik,
1. 3.3/a dbra. Nagy sebességek esetén 3 ~ 1, ezért (3.220) alapjén 1 — 3 = (1—32)/(1+ 3) ~ 1/(2+?). Ekkor a kis
szogek dominalnak, vagyis kozelithetjiik sin ~ 6 és cosf ~ 1 — 02/2, azaz 1 — Bcos@ =~ (1 + (v0)?)/(2+?), innen

270q%a* ¢ (70)? 1 8
I =~ = 0 ~— 1 ~7°. 3.231
7T202 ’Y (1 + (70>2)5 max 277 max 'Y ( )
e Ha v | a, akkor a szdmlaléban
. (%B)

Xx (x=B)xB)=(x-B)EB) - BL-%B) = [Kx(&-P)xP)*=(B)>*(1-%6) o (3.232)
Most v és a egymasra merdleges: valasszuk az els6t a z tengelynek, a masodikat az x tengelynek, vagyis
B = Be., B = gex, = (%= fcosb, Bx = % sin 6 cos ®. (3.233)
c c

Ezzel

_ Zyq*a® 1 sin? 6 cos? ¢

~ 1672¢2 (1 — Bcos)3 v2(1 — Bcosh)? |’
Az eloszlds kolonbozé nézetei a 3.3/b-d. abrakon lathaték. A sugdrzds itt is a sebesség irdnydba tolédik. Kis
szogek esetén ha cosp = 1:

(3.234)

-~ Z0q2a2 6(1 - (70)2)2 - Z0q2a2 6 1 1 6

~ ~ = s~ = Law ~ A5 3.235
or2e2 | (14 (v0)?)5 o2z | 14+ 7(+0)2 T m v ( )
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A teljes kibocsdtott teljesitményhez ki kell integrélni a teljes térszogre a (3.228) kifejezést. Az integral elég bonyolult,

de az eredmény
Zoq?
= D5 a? (B x a)?), (3.236)

ahol v = (1 — 82)~1/2. Osszehasonlitva a (3.203) képlettel, lathaté, hogy 52 = v?/c?-es korrekcidkat kapunk, ahogyan
vartuk is. Az integral bonyolultsdga ellenére a végképlet igen egyszerti — valdjaban maegkaphatjuk a Maxwell egyenletek
szimmetriatuljadonsagait hasznalva, 1. kés6bb.

Specidlis esetként vizsgéljuk meg a korpéalyan mozgé test esetét. Ekkor v L a. A test akkor is gyorsul, ha egyenletes
sebességgel mozog a korpalyan, ez a szinkrotronsugdrzds. Legyen a gorbiileti sugar r, ekkor

1 9 W4T2 ﬁ4C4

2 2
= = — = —a° = = . 3.237
v Xa=va a®— (B xa) ’YQa 2 T ( )
Ezzel 5
Zogq“c 4
P = . 3.238
9 (1) (3.235)

Ezt Gsszehasonlitva (3.204) képlettel, a kiilonbség a y* faktor megjelenése. Ezt az egyenletet felirhatjuk a részecske
impulzuséval is, hiszen €& = mgyc? és 8 = pc/E miatt By = p/(moc):

70 02c2 41)%2 2.2 £ 4
P = Oqc<p)—> Oqc( ) (3.239)

67r2  \ mgc 6mr2  \ moc?

ahol az utolsé alak az ultrarelativisztikus sebességekre vonatkozik. Egy fordulat alatt elszenvedett veszteség energiaban
az ultrarelativisztikus tartomanyban (tp., ~ 27r/c):

2 4
55:2‘”6( £ ) . (3.240)

3r moc?

Ez igen nagy lehet, kiilondsen, ha mg kicsi. A CERN LEP2 gyorsitdjaban £ ~ 60GeV energids elektronnyaldbnél
E/moc? = 1.2-105, ezzel fordulatonként 300M eV veszteség volt — valéjaban ez a legfontosabb ok, hogy miért nem lehet
negyobb energias elektron-pozitron gyorsitét épiteni.

6E csokkentéséhez adott energia mellett vagy nagyobb sugar kell, vagy nagyobb mg. Emiatt a mai gyorsitok mar
hatalmas méretiieck (CERN: 27 km-es (kb 4.3 km sugard) gytir{i), és elektron helyett protonokat gyorsitanak. Ekkor a
sugdrzasi veszteség (me/my)* &~ 6 - 10714 faktorral kisebb, &ltaldban elhanyagolhato.

Lehet, hogy a sugarzast akarjuk hasznalni, pl. anyagvizsgédlatra, ekkor a sugdrzasi veszteség noévelése a cél. Ehhez
az elektronnyaldbot hulldmz6 pélyara kényszeritik (undulator).

3.6.4 Sugarzas spektruma

Milyen frekvencidju Osszetevéi vannak a sugarzasnak? Ezt akkor érdemes megvizsgalni, ha elég messzirdl figyelem meg
a sugarzo toltést, igy sokaig tudom vizsgalni a folyamatot. Most nem a mozgd toltés altal kisugarzott teljesitményt
vizsgaljuk, hanem az észlelési pont altal mért teljesitményt. Ezért most a kisugarzott teljesitményt igy irjuk fel, hogy

a1 1 9%y R x [(R— ) x ]
— = _RE*(t)= —-C*t) = C(t)=RE({t)=-—— - : 3.241
= 7RO = O (=R = 5 S (3:241)
hidnyzik az extra 1 — BR faktor a (3.228) egyenlethez képest. Sokdig vizsgdlva a folyamatot a befolyé energia
aw 1T,
7 / it C2(1). (3.242)
—00
Fourier transzformélva a fenti kifejezést, és felhasznélva, hogy C(t) valdssdga miatt C(—w) = C*(w), kapjuk
aw 1 [ dw , 1 [ )
—o0 0
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Innen

d’I 1
= —|C(w)|*. 3.244
104w~ 72, (3:244)
Felirhatjuk E-t illetve C-t polarizaciés irdnyok szerint:
C =eC] + ey = 01)2 = 61720, (3245)
ezzel Y
1 2 2
= — .24
dde = 70 (O @) +1Ci@)F), (3.246)
a két tag a két polarizaciés irdny fliggetlen jaruléka.
A konkrét alakbol
Zoq / dte m;tR X R /6) X /8] Z()q / dt/ iw(t’'+R(t")/ (')R X [(R ﬁ) X 16] (3247)
(1-Rp)3 F=t—R(D)/c (1- RB)?

ahol alkalmaztuk a ¢’ =t 1j valtozdra valé attérést.
Ha elég messze van a megfigyelési pont, akkor a dipdl kozelitésnél latott kozelitések alkalmazhatok:

=|x—7|~r—%y, mishol R~x. (3.248)
Ekkor: -
7 . xY .
C(w> _ Oq dt/ lw(t +z L) X X [( ,\6) X 16] . (3249>
4 (1-x%x0)?
Hasznalhatjuk a kovetkez6 azonossagot
. o . g I o
(1-%3)? dt 1—-x0
Mivel az exp(iwr/c) fazisfaktor kiesik |C(w)|?-bdl, ezért a lényeges részre frhatjuk
Zoq d [ % x (% xB)
c dtet=*Y®)/e) = | 22 27 0 3.251
@)= / e (3.251)
Ez az alak j6l mutatja, hogy csak onnan jon sugarzas, ahol gyorsul a részecske.
Egy polarizéciora valé vetiilet ex = 0 miatt
EC(UJ) _ Zoq / dt'e iw(t' —%7Y(t")/c) (6,@)(Xﬂ) ( )(1 - X,@ (3252)
Am (1-x0)2
Szinkrotronsugarzas spektruma
Kormozgés esetén a korpdlya sikja legyen az xy sk, a sugara g, a korfrekvencia w = v/
sin wt coswt _ sin wt cosf 0 sin 0
~=p | coswt B=p| —sinwt |, B=-0w| coswt |, x= 0 ,oe=11], eL=¢exx= 0
0 0 0 sin 0 0 —cosf
(3.253)
Ekkor
X~ = ocosfsinwt, X3 = [ cosfcoswt, %3 = —Bw cos fsin wt,
e|B8 = —Bsinwt, e”,B = —fBw cos wt, e, =pfsinbcoswt, e B =—PBwsinbsinwt, (3.254)
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vagyis

o0

47 J (1 — Bcos@cosit)?’
Bevezetve @ = wo/c, 7 = ct’ /o jeloléseket:
€ C(w) =— Zozqu 7(17 sin (&(7 — cosfsin A7) (16356550;062;)863)2 ,
0
e, C(w) = ZZOQﬁ /dT sin (&(7 — cos O sin 47) a Sﬁir;z;;nci;ﬂﬂz : (3.256)

B = 1 esetén a sugdrzas csak vékony, ~ 1/ szogben érkezik, vagyis idében felbontva révid ideji sugérzast kapunk. Ekkor
van értelme a spektralis felbontasnak. Ha wt < 1 a relevans tartomanyban, akkor sinz = x és cos z = 1 helyettesitéssel
(kivéve a nevezét) cosd = 1-nél kapjuk:

_ZwapB / . 1  ZoaB@ / - 1
C dte™!(1=F) = due™ -
e|Cw) ~ 4 ¢ (1—Bcoswt)?  4dmw e (1- BCOS[uw(l“ilB)])2
VA 4 U
~— qu’éd A) /du . — S (3.257)
T —
< W (72 B) —|—u2)
w
A fenti alak mutatja, hogy az integrél ott fog levagni, ahol
w2(1 - B)3 @ 3C

Ezt heurisztikusan is megérthetjitk: a sugdrzds szoge ~ 1/7, a sebesség ¢, vagyis az az id6, amig a sugarzdst ldtom:
Aty = 0/ ~ p/(cy). Mivel azonban a forrds a megfigyelé felé mozog, a jel elsé és hatséd éle kozott levd tavolsag
cAty — vAty, vagyis a koztiik eltelt id6 At = Ato(1 — B) ~ Ato/v* ~ o/(cy®). Fourier térben az ennek megfelels
frekvencia w. ~ v3¢/p.

3.7 Elektromagneses hullamok szorasa

Ha adott a toltések mozgédsa, akkor a fenti targyalds megadja a sugdrzas jellemz6it. Ha a toltések mozgédsat is elek-
tromégneses hullamok okozziak, akkor végeredményben a bemené elektromagneses hullam atalakul mas hullimokba =
SZOTas.

Legyen a bemend hulldim monokromatikus sikhulldm:

L 1 ~
Ey. = egEge wttikx, Hye = —k x Ep. (3.259)
0

Ez elér egy kisméretli anyagdarabot, annak toltéseit gyorsitja, ezek sugdroznak, kialakitva a szért teret. Miutédn az
anyagdarab kis méretii, feltehetjiikk, hogy a sugarzdsa gombhullim. Ennek megfeleléen a teljes elektromos, illetve

magneses tér
ikr
&
E = Ebe + Eszorta Eszm“t = AszortT, H = 7k x E. (3260)
0
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Hogyan jellemezhet6 a szérds? Lehetne szdrt teljesitmény/bemend teljesitmény, azonban a szoért teljesitmény fligg a
tavolsdgtdl (gombhulldm). Ezért a tavolsdgfiiggetlen jellemzd

d egységnyi térszogbe szért teljesitmény szort, intenzitas [12dQ2S s 0t (3.261)
o= = = . .
egységnyi felilleten bemend teljesitmény  bemend teljesitmény dram |Sel

Ennek dimanziéja m?, felillet = neve szordsi hatdskeresztmetszet. Beirva a térerésségeket, és az esetleges polarizacids
irdnyt
do |e*A 2
do_ |e"Assor” 5;"”‘ (3.262)
dQ) E;

3.7.1 Széras az anyag egyenlotlenségein

A szorécentrumot tébbféleképpen kezelhetjiik. Itt feltessziik, hogy folytonos anyagmodelliink van, ahol a dielektromos
allandé és a permeabilitds helyfliggd: e(z), p(z). Feltessziik azonban, hogy az anyag atlagét jellemz6 eg, o (most nem
feltétleniil a vakuum érték!) értékekhez képest kicsi az eltérés. Mds széval

D —¢oE = (e(x) —e0)E és B — poH = (pu(x) — po)H kicsi. (3.263)

A Maxwell egyenleteket ekkor forrastag nélkiil irhatjuk fel

VD =0, VB =0, V x E =-0,B, V x H =0,D. (3.264)
Innen
V x(Vx (D —¢FE))=V(divD) - AD + 00V x B=—-AD +¢q0;V x (B — uoH) + Cizafp, (3.265)
vagyis
OD =¢0:V x (B — poH) =V x (V x (D —goE)). (3.266)

A jobb oldal a forrastag, kis mennyiségeket tartalmaz.

Ha a beesé hullim monokromatikus sikhulldm, akkor az idéfuggése ~ e~ **

, ez lesz minden tér idéfliggése is. Ekkor
(A+k*)D = —igqwV x (B — ugH) — V x (V x (D — g E)). (3.267)

Ezt formélisan meg tudjuk oldani

ik|x—x'|

1
D:D0+—/d3x/67
47 |x — x/|

A maésodik tag felel meg a szért hulldmnak. Tévoli megfigyel§ esetén a szokdsos kozelitéssel élve |x — x/| ~ r — xx’
kapjuk

|:i€0wv X (B — /,LOH) + V x (V X (D — E()E)):| . (3268)

E=E, dPx! e {zwv x (p(z) — po)H + V x (V x (E(:E)&_EO)E)}, (3.269)
0
innen 5
Agrort = /d3 /g ikRx [zwv X (6uH) 4+ V x (V x (;E))], (3.270)
0

ahol oy = p(x) — po és de = e(x) — g¢. Parcidlis integraldssal V — ikx, azaz

Agort = ——/d3 o ik {wk‘dux x H + k2 ie X (% x E)} =
0
/dS / —zkxx |:6MZ0H % X+ iX X (E X X):| (3271)
€0

Ez az egyenlet valéjaban egy implicit egyenlet, nem explicit megoldas. Azonban megoldhatjuk szukcessziv approximaciéval:

Ey., H,, = Aglz)m = FE,,H, = A%

szort

= EQ, H, = ey (3272)
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a folyamat vége az egzakt megoldds. Ha kicsik a szérécentrumok, akkor a maésodik, harmadik stb. térerdsségekhez
tartozé korrekciok — a tObbszords szérdsok jarulékai — egyre kisebbek. Sokszor megelégedhetiink az elsé korrekciéval
(Born kozelités). Ekkor a fenti képletbe a beesd sikhullam irhaté be:

k2E el 1% 1) 1)
Aot = 0 /d3x' eikex k) M(k X eg) X X + %% x (eo X X)|. (3.273)
am Ho €0

Vezessik be a
q=k—kx (3.274)

vektort, ezzel az exponens e alakban frhaté. Vegyiik észre azt is, hogy itt valéjaban de és dp Fourier transzformaltjat
szamoljuk ki! Azaz

k2Eo [du(q) ¢ o
Ay = 20 [“(q)(k X eg) X X + @, (e x ﬁ)} (3.275)
47 o [=00)
x-re meréleges polarizdciéra vetitve, azaz e*-gal szorozva, és felhaszndlva, hogy a(b x ¢) = b(c x a):
k2Eq [op(a) ¢ o
e Ay = 0 [“(Q)(k X e0)(k x e*) + g(q)e*eo}. (3.276)
4 o €0
Emiatt aztan )
doee, _ k' |dpu(a) o . de(q) A
= k * * , =k — kx. 3.277
dQ 1672 | o (k x eg)(x x e) + o € € q X ( )
Jellegzetessége a ~ k? fiiggés.
Polariziciés vektorokhoz érdemes a kévetkezd valasztéssal élni: eg = el = ak x % és e(l)‘ =eg x k, el = ey xx. A
norméldshoz o = 1/sin 6, ahol Xk = cos §. Vélasztva egy olyan koordindtarendszert, ahol k||z, kapjuk
. 0 sin 6 0 1 cosf
k=(0], x=[ 0 ], et=et=[1], e=[0], €= 0o |, (3.278)
1 cos 6 0 0 —sind
A megfelel6 polarizéciés vetor szorzatok
eget =1, egel =0, e”e =0, ege” = cos b, (k x eg)(x x et) = eﬂe” = cos b,

(kxef)xxel)=—elet =0, (kxelxxel)=—clet =0, (kxel)xxel)=ete" =1.(3.279)

Ilyen moédon

d 415
i V71C VS C VB B
dQ) 1672 Mo o
- - 2
doy | k' 1ou(a) de(q)
0 1672 | 1o cos 6 + = (3.280)
Ha nem tekintjiik a bemend hullam polarizacidjat, atlagolunk a kiilonboz6 polarizaciok jarulékara, akkor
- - 2
doy k' |op(a) | de(a)
_ = 3 0
dQ) 3271’2 o + €0 €08 ’
- - 2
do, k' |dp(q) de(q)
— = 0+ ——— .281
dQ) 3272 Mo cost+ €0 (3 8 )
A kimen6 polarizaltsag jellemzésére
do, doy
A9 dQ
11(0) = ==——~=, .282
0= i oy (3.282)
ds) ds)

Nyilvén II(0) € [—1, 1], ha II(#) = 1 akkor teljesen merdleges, ha II(f) = —1, akkor teljesen parhuzamos a polarizaltsig.
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Feladat: Kis r sugard fémgoémb szérasi hataskeresztmetszete?

Megoldas: Kis méretii fémgdmbnél vehetjiik a bees6 hullam terét homogénnak. Ekkor a bees6 elektromos tér dipdlmomentumot
hoz létre, melynek eréssége p = dregr’ E. Ez jellemezhetd stirfiséggel is: P = 4neqr3 ES(x). Az elektromos eltolds

D =¢0E + P =co(1 +4neor®ES(x))E =  de(x) = dmeor?s(x). (3.283)

A fémgdmbot tokéletes diamégnesnek tekintve homogén magneses térben szintén egy dipél alakul ki m = —27r3 H.
Ez megfelel

B=u(H+M) = up=—2mwper’s(z). (3.284)

Ezzel az integréalok elvégezhetok, és

2

d 1 -
% = k0 leteq — 5 (k x eo) (% x €") (3.285)
A kiilonboz6 polarizacidk jaruléka
do, 1 454 cosf|? doy 1 46 17
— =k 1-— — =k 0—— 3.286
o ~ 2" 2 |0 a2 | (3.286)
A polarizéciokra osszegzett differencialis hataskeresztmetszet
do 46 (5D 9
- = 21 3 — cos 2
10 k*r (8( + cos”0) — cosf |, (3.287)
a kimend polarizaltsag
3sin® ¢
1(6) = e (3.288)

5(1 4 cos?2 ) — 8cosf’
Ezeket a 3.7.1 abran lathatjuk. Két jellegzetessége:

25 d¥/dQ ——
()
2 1\

15+
1t

05

cos(6)

Figure 3.4: Differenciélis hatdskeresztmetszet és polarizdltsag fémgombon vald széras esetén

e erfs visszaszoras: a szért hulldm intenzitasa hatrafelé a legnagyobb!

e a polarizdltsdg cos§ = 1/2-nél 1, ekkor csak L polarizdltsdg marad.

3.7.2 Széras gazon és szabalyos kristalyon

Tegyiik fel, hogy a szérécentrumok igen kicsik az elektromagneses hullam hulldimhosszahoz képest. Ekkor, molekularis
elektron polarizalhatosagot feltéve

e = &p Z’ymoﬁ(x - X;), o =0. (3.289)
J
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Ezzel (3.281) alapjan

dUL k4

doi _ dO'” B do |
dQ  32m2

2 2 _ —igx; R | R Rt
Nmat I F (@, F(a) ; T e (3.290)

Az irdnyfiiggd F(q) faktor valdjaban az anyageloszlas Fourier transzforméltja. |F(q)|?-t két szummaként felfrva:

[Fla)? =) eraba), (3.201)
7

Géz esetén a szérécentrumok véletlenszertien helyezkednek el, vagyis az i # j jarulékok kidtlagoljdk egymaést, ezért
marad |F(q)|? = N, ahol N a szérécentrumok széma. A térfogategységre szdmolt szordsi hatdskeresztmetszet ezért

1 dUL k4./\/

- |7mol|2a

1d
s

VdQ V dQ’

ahol N' = N/V a szérécentrumok stirtisége. Sfirtibb anyag tehdt er8sebben szdér, és nagyobb frekvencidk is er6sebben
szorédnak.
A teljes differencialis hataskeresztmetszet illetve a polarizaltsag

B sin? 0
" 14cos28’

1 do E*N
o= @molﬁa + cos?h), 11(0) (3.293)

l. a 3.7.2 dbran. Lathatéan cosf = 0, azaz a bejovo irdnyra meroOlegesen a legkisebb a szért fény intenzitésa, és ott

dz/dQ /
r(e) /
08t 1
06 | /
04 |
02t
0

-1 -05 0 0.5 1
cos(0)

Figure 3.5: Differencidlis hatdskeresztmetszet és polarizdltsag szogfiiggése gazon valé szoras esetén.

teljes a polarizaltsag.
A teljes hataskeresztmetszet az Ossze irdnyra Osszegzett differencidlis hataskeresztmetszet, vagyis a szort teljes inten-
zitas: )

4
a= %0 = /dﬂj—g = %/hmolﬁ, mert /dz (1+2?) = g (3.294)
-1
Ezt kifejezhetjiik a térésmutatéval is, hiszen ritka gézra e, = 14+ Nymor, és n = /&r & 1+ Nvp0/2 (1. Clausius-Mosotti
egyenlet, (2.237)), ezzel
a= 27]64(71 —1)2 (3.295)
- 31N ’ '
ez a Rayleigh szords formuldja.
A térfogattal normalt teljes szérdsi hataskeresztmetszet leirja a beeso fény intenzitdsveszteségét: egy dAdx térfogati
térelemre felirva az ott lev6 anyag dltal kiszért Ossz-teljesitményre felirhatd

dPszort
S be

=0, (3.296)

80



ahol Spe a bemend teljesitmény-aram. A kiszért Osszteljesitmény az eredeti hullam intenzitasvesztesége: dPs.ort = —dPpe.-
Masrészt a térfogatelembe belépd teljesitmény Py, = dASp.. Emiatt
dPyedA dln Py,

0 —Qax
po = 0= —dAdia = —=-a = Py ~ PVeo, (3.297)

Légkoron valo szorasra alkalmazva a fentieket

o a széras erdssége ~ k%, ezért ha a szért fényt figyeljiik, ott a nagyobb frekvencidk domindlnak, vagyis kék az ég

ha a fényforrast figyeljiik, ott a nagyobb frekvencidk egy része mar kiszérédott, vagyis a lemené Nap fénye vordses

e 0 = 7/2-nél, vagyis a Napra merdleges irdnyban legkisebb a differencidlis szérasi hatdskeresztmetszet, vagyis ott a
legsotétebb (legmélyebb) az ég

itt teljesen polarizalt a fény, ebbdl a Nap irdnyat még akkor is meg lehet hatdrozni, ha nem latszik a Nap.

e ha a szérécentrumok siirtisége végtelenhez tartana, de a torésmutaté nem lenne 1, akkor o — 0, vagyis nem lenne
szoras. Az ég kék szine tehdt az atomok létezésének kozvetett bizonyitéka.

A fenti gondolatmenet alkalmazhat6 akkor is, ha a szérécentrum nem molekula, hanem homogén anyag siirtiségingadozéasai.

Mivel 5 5 ) 19 )
Er Ymol Er — Er Er —
e, = ON, =0=———+ == g, = ———06N. 3.298
=N w Nz T NN i (3.298)
Miutén a siirtiségingadozasok ugyanugy korreldlatlanok mint a gdzmolakuldk helye, a fenti kifejezés irhatd 7,0 helyére
k(er —1)° 2
« Y SN (3.299)

Statisztikus fizikdbol lehet tudni, hogy <5N 2> = kgTON/du, ahol p a kémiai potencidl. Termodinamikai 6sszefliggésekbél
pedig jon
dN? 10V

O NkpT hol A -
N N B ﬂTa ano /BT % ap Ta (3 300)

az izoterm kompresszibilitas. Ezzel
k(e —1)2
o= TNkBTBT. (3.301)
s
Masodrendii fazisatalakuldsnal B — oo, vagyis megné a széras = kritikus opaleszcencia.
Ha a szérécentrumok nem véletlenszertien helyezkednek el, akkor F(q) bonyolultabb struktirat mutat. P1. ha kobos

racson helyezkednek el, akkor

3
X; = aZniei, n; € N, (3.302)
i=1
emiatt
. 2N; +1 ,22Nl+1
. 3 ) 3 sin Tqia ) 3 sin Tqia
Fa@=Y e =][> e =] —%a— = F@l=]——4%— (3.303)
J i=1 n; i=1 Sm == i=1 sm” ——
2 2
mivel
. 2N +1
N sin qa
oot —— 2 (3.304)
n=—N Sin ?

|F(q)]? majdnem mindeniitt O(1), vagyis térfogattal osztva eltiinik a végtelen térfogati limeszben. Kivételt képeznek
azok a helyek, ahol

2l . -
gi=—"' ahol f;€ N (Braggfeltétel) = €% =1 = F(q)=N2 (3.305)
a

Az er6sités helyeit figyelve az anyag szerkezetére kovetkeztethetiink = optikai récs, elektronmikroszkdp.
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3.8 Cherenkov-sugarzas és atmeneti sugarzas

Az elektroméagneses hulldmok vizsgalataban a kovetkezd logikat kovettiik

e szabad elektromdgneses hullamok: el. magn. hullamok térerGssége, Poynting-vektora, jelenségek: abszorpcid, torés,
hulamvezetok

e mozgo toltés = el. mdgn. hullimok = Liénard-Wiechert potencidlok, térerésségek, szogfiiggés, spektrum
e ¢l. mdgn. hullim = anyag = el. mdgn. hulldim: szdrasi jelenségek, szoras gazon, szabalyos kristdlyon
® mozgo toltés = el. mdgn. térerésség = anyag = el. mdgn. hullam: logikusan a kovetkezd 1épés.

Most azzal a specialis esettel foglalkozunk, amikor a bemend részecske egyenesevonali egyenletes mozgast végez
(részlegesen) homogén, (w) dieleketromos dllanddju anyagban (feltessziik, hogy p = o).

Teljesen homogén kozegben, azonban frekvenciafliggd dielektromos allandé mellett kissé megvaltozik a Maxwell-
egyenletek megoldédsa a Liénard-Wiechert potencidlokhoz képest. A toltés- illetve dramsiiriiség egyenesvonali egyenletes
mozgds esetén: o = ¢d(x — vt) illetve J = qud(x — vt). Lorentz-mértékben a potencidlokra vonatkozé egyenletek

o

(& = posd)® = ~2, m—mﬂmA:—mJ:mmg = A= pyevd. (3.306)

Fourier-transzformacié utan V — ik, 0; — —iw. A toltéssliriiség Fourier transzformaltja

/dxdt et=ikx ot x) = /dxdt etk 5(x —wt) = ¢ / dt ! @K — 9705 (w — ko). (3.307)
Emiatt 5 — kv)
9 ova  2Tq _ 2mq 6(w — kv
A térerisségek
27 dw—k
E=-V?-0;A = E(wk)=—-ik®+iwA =i(wupev —k)® = ﬂ(wuozs'u - k)u,
€ k2 — poew?
B =V xA=ipePk xv=ppcv x E. (3.309)

A valés térbeli eredmény kiszamitdsa inverz Fourier transzformalttal torténik. Valasszunk specidlis koordindtarendszert
(mint kordbban a Liénard-Wiechert potencidlok kiértékelésénél), ahol v = (0,0,v), és x = (2,0,0). Elészor szdmitsuk
ki a frekvenciafligg6 térerdsséget:

2miq [ &Pk d(w — k,v)
E,(w,x) = e —k, . 3.310
(w,x) == / ome ¢ Whosv = k2) k2 1 k2 — proew? (3:310)
Vezessiik be
,  w? 9 w? v?
= ﬁ(l — HOEV ) = ’(}72 1— 62 B} . (3311)
kozeg

Ha v <kozegbeli fénysebesség, akkor A\ valds, ellenkezd esetben tisztan képzetes. Ezzel

’Lq>\2 x eikzx ’Lq>\2 7 eikxa: Zq)\2 / eis)\w
E.(w,x) = — dkpdk — dk, _— d , 3.312
(w,x) 47r25wzo T g2 4 k:; + A2 4775in0 VEZ X2 47‘(‘8&)7 5 VsZ 11 ( )
mert [ dz/(z? + a?) = 7/a. Ezzel analég médon
By(w,x) =0, B, — -2 wdsﬂ B,=B.=0, B,=-cuvkE (3.313)
y\W, — Y, T — drev \/m> z— Pz —VY, y = EMo - .
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Messzir6l figyelve az elhaladé toltést

zs/\m p . . Ood Seiska; w/\m T e N (3 314)
—e R § —— —e R .
\/32 2z \Vs2 + 1 8)\1‘ \/32 2\x
Ezzel
q AT _sa —iVA
E,(w,z) = el Vvl E,=0, E,= " E,. (3.315)

Ha v < Ckizeg akkor A valds, és exponencidlisan lecsengd megoldést kapunk (ebbdl a tagbdl); ha azonban v > Ckdzeg
akkor \ képzetes, és E egy 1/4/x szerint lecsengd hulldmot ir le! A Poynting-vektor

1 S, E 1P 2 ko
S=—ExB = S,=-cwEE, S.=eE2 = tanf="r=-—:="2_ L T cos§ — _Kozeg.

Ho S E, w s v

ozeg
. (3.316)
Ertelmezés: a mozgd toltés feldl kupszeriien kiindulé hullamot figyelhetiink meg, a fénysebességnél gyorsabb mozgés
“lokéshullam-front”-jat =  Cherenkov-sugdrzds.
Szamoljuk ki a részecske dltal egységnyi uton kisugarzott teljesitményt! El6szor a részecskét koriilvevd cso feliiletén

ataramlé teljesitményt szamoljuk ki:

2rx

Z%deZQTFZE /sz =—— /dzB E.. (3.317)

Az egységnyi dton kisugarzott energia:

e dEdt 2w | r [ —ix A
t T z . —iAE™ e*
T oL ” /dtB E, = —% dwBy(w)E,(w) = —zv? /dw " |E.(w)]? = —22v* Im /d 2 (w)|2
(3.318)

Beirva F -et
d€

L Y 31
- L /dw (3.319)

Ultrarelativisztikus hatéresetben A? = w?(1 — epgv?)/v* — w?(1 —&,)/c®. Szabad elektronokra e, = 1 — w2 /(w? + i€),

ezzel
de 7 r 1 u
ac _ _ Im [d — 1) =102 3.320
dz 16megc? m/ e <5T > 32 “r ( )
hiszen )
1 w 1 u
——l=—2 — = Im|[—-1)—=-mw?§(w? —w?) = —=wpd(w—wp). 3.321
Er w? — w2 +ie o <€,« ) Twpd (W = wp) 9 (@ —wp) ( )

Most tegyiik fel, hogy a tér nem homogén, hanem a z > 0 térrészt ¢, a z < 0 térrészt ¢ premittivitdsi anyag tolti ki.
Legyen a megoldés a két térrészben ET illetve E~. A fenti tdrgyalds megfelel$ a forras dltal létrehozott tér kezeléséhez,
azonban a teljes megoldas tartalmazza a homogén egyenlet megolddsat is, ami itt sziikséges, hogy figyelembe tudjuk
venni a hatarfeltételeket a két anyagrész talalkozasanal:

E;—,y(umayu z = O) = Ex_,y(t7x7yu Z = 0)7 EE,:_(@%Z/’ = 0) = EOEZ_(tvx7y7 z = 0)7
H(t,z,y,2=0) = H (t,2,y,2 = 0), (3.322)

ahol E = E;phom + Ehom, és az inhomogén rész megolddsat Fourier-térben (3.309) adja. Mivel u = po-t vettiink, ezért
H folytonos.
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Most tekintsiink el az € frekvenciafiiggésétél. Fourier transzformélva ¢, x és y szerint ugyanezek a feltételek fennalnak.
Ez azt jelenti, hogy a z = 0 feltétel kielégitéséhez csak z-ben kell az inverz Fourier transzformaciot elvégezniink:

2mq 6(w — ko) 2rq  O(w — k,v) dk,

— __ s _ ik, z

E(w,k) = Z(w,u&"l) — k) - k2 _ M€w2 = ’L(w,Uf'U — k)?m, E(OJ, kT7 Z) = / o E(w,k) € s

(3.323)
ahol a transzverzdlis tér T = (z,y). A k, integrdl a Dirac-delta miatt konnyen elvégezheté:
. iwz /v s\ 2 iwz /v . 2 iwz /v
—igky e —ig\* e —iq A%v e
E ke, k =— E,=————— = FEwkrz2)=—1k — —_—.
7w, ke, fy, 2) v k34 A% ew k2 + A2 (@ kr, 2) v ( Tt ez) k2 + N2

(3.324)

A homogén egyenlet megolddsat is hozzuk ilyen alakra

d’k —iwt+ikx dw [ d’k —iwt+ikx
Epom(t,x) = /W eFEy(k)e = /%/(271_)3 2rd(w—kc)eEy(k)e =  Epom(w, k) = 216(w—ke)eFy(k).
(3.325)

_ _ kE, §
Enom(w,kr,2) = eBpe*™=*, ahol Ey=—2, e(kr th.e) =0, k.= \/e,«% — k2. (3.326)

A polarizacids vektorban e mer6leges mind e,-re, mind kp-re, a parhuzamos komponens pedig:

Ebbél

k.
e=e.Fakr = elkrtke)=xk Faki=0 = a= @ (3.327)
vagyis
+ k. + +ik w?
Ehom(w,kT,Z) = |:E| (ez F kaT) + EJ_ej_:| e g zz, kz = ETCT — k% (3328)
T

Fizikai hatarfeltételek: nincs beesé hulldim, azaz z < 0-ban csak ~ e?*:7 illetve z > 0-ban csak e’*:# hullim maradhat.
A két térfélen ezek szerint a teljes térerdsség

k. ) ; 22 wz /v
E™ (w,kr,2) = {ET <€z + kaT> + Elel] emikez _ 1 (kT + fez) <
T

EoU k2 + X3
k ) iq 220 6iwz/v
+ — + _ 2 + tkzz _
E" (w,krp,2) = [El <ez k%kT> —|—EJ_el:| e o <kT + » eZ> k% Ve (3.329)

A 2z = 0-ndl kir6tt hatarfeltételekbol meghatarozhato Eﬁ[, EJi_, és ezzel a sugarzas. Az e; komponensre nincs forrés,
azaz ilyen polarizéci6ji sugdrzds nincsen (részletesebben: teljesiilnie kell ET = E7, és a H folytonossiga miatt ET /c =
E7 /co egyenleteknek egyszerre). A parhuzamos polarizéciéra az altaldnos képlet bonyolult, ezért az egyszertiség kedvéért

nézziik azt az esetet, mikor a z > 0 tartomanyban tokéletes vezetét vesziink, azaz ET = 0. Ekkor a hatéron Er =0,
ebbdl:

__ igk% 1 kB k. Ciwtikx _ Ggkrw® 1 —iwt+ikx
Ei=———5—=5 = FEpm= .+ =k = - , 3.330

" egkyv k2 + N2 h ck, €t k2 T)e e0c3vk? k2 4+ A3 €ie ( )
ahol e = kr/k(e. +k.kp/k7.) egységvektor. A hullam irdnyéra k7 +k2 = w?/c* miatt kp = w/c sinf és k, = w/c cos?,
azaz

2 2 2 2 . 2

W™ w w w iqu tan® 6 itk

k2+)\2:—sln29+7_7:7 1— 2COS26 = E, — e iwttikx
’ c? 2o P (-5 ) o o2 1— BZcos26 |

(3.331)

A sugéarzéds ultrarelativisztikus esetben a cosf =~ 1 értékeinél erds csicsot mutat, csakigy, mint a gyorsulé toltések
sugdrzdsanal lattuk; 60 ~ 1/ a sugérzas kiterjedése.
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3.9 Relativisztikus elektrodinamika

Az elektrodinamika nem invarians a Galilei-transzformaciora, vagyis a szokasos, klasszikus mozgé vonatkoztatasi rend-
szerre valé attérésre. Ennek két magyardzata lehet: vagy csak egy adott koordindtarendszerben (éter) érvényes az
elektrodinamika, vagy mas maddon kell attérni mozgd vonatkoztatasi rendszerre.

A Michelson-Morley kisérlet azt bizonyitotta, hogy ha létezik az éter, akkor a foldi megfigyeld az éterhez képest
nem mozog, hiszen a fény sebessége fliggetlen volt a mérés irdnyatél. Ez az éter-képet kizédrja, vagy legalabbis annyira
elbonyolitja, hogy nem valészini ez a hipotézis.

Nézziik a masodik lehetOséget, és dllapitsuk meg azt a transzformaciét, amelyre invaridnsak a Maxwell-egyenletek.
Ehhez mindenekel6tt 1j jeloléseket vezetiink be. Hangsilyozni kell, hogy ezek csupan definicidk, melyek értelme kés6bb
lesz vilagos.

3.9.1 Relativisztikus koordinatak

Vezessiik be a nulladik térkoordinatét 20 = ¢t médon, vagyis az idét azzal a tavolsdggal mérjiik, amit a fény egységnyi
id6 alatt megtesz. Ekkor egy eseményt egy négyesvektorral jellemezhetiink

o = (ct, x). (3.332)

Az indexet feliilre tessziik, és — ahogy mar kordbban targyaltuk — kontravarians koordinatdknak nevezziik. A négyesvektor
szerinti parcidlis derivalas
10 0
o=-=,=— 3.333
. (C ot’ 8171) ’ ( )

a derivalds indexe alul van, ezek a kovarians vektorok. Az integralds

/ d'z =c / dtd*x. (3.334)

Vektorok skalaris szorzatdhoz egy metrikus tenzort vezetiink be. A motivacié az, hogy az elektrodinamikaban a
hulldmegyenletben a [ = A — 92 /c? differencidloperator jelenik meg:

gu =diag(l,-1,-1,-1) = a-b=a"gub", a,=gua”, gt = (g_l)W = diag(1,-1,—-1,-1), a" =g""a,.
(3.335)
Komponensekben kiirva tehét

a-b=a""—ab = 0,00=0;/c*-A=-0, x? = 2t? —x2 (3.336)

Ez azt jelenti, hogy nem csak a nullvektor hossza nulla, hanem minden r = ct pontra igaz ez, azaz a fénykdp elemeire.
Az origébdl fénysebességnél kisebb atlagsebességgel elérhetd eseményeknél r = vt, azaz x2 = (c® — v?)t? > 0, ezek az
idészerti események. Ha 22 < 0, akkor térszert eseményekrdl beszéliink.

A térkoordinatdknak megfeleléen az elektrodinamika mennyiségeit is négyesvektorokba rendezhetjiik. Egy tomegpont
esetén a toltéssiirliség o = ¢d(x — (1)), mig az dramsiirliség J = qud(x — v(t)). Mivel v; = &;, ez azt sugallja, hogy
érdemes

JH = (co,J) (3.337)

modon definidlni a négyes aramsirtiséget. Ekkor a kontinuitasi egyenlet
1 .
0=00+0;J; = Eat(cg) +0,J" = 0,TJ", (3.338)
a négyesdivergencia eltiinését jelenti.

A skalar- és vektorpotencidl sztatikus ponttoltés esetén a toltésbol és arambdl ugyanolyan médon &ll eld, de az egyiket
1/ep, a mésikat ug szorozza, emiatt ®/c és A azonos dimenzidju:

¢ dmeger  Amr’ dmr

®
q  _ pogc A — Hogv (3.339)
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Emiatt a négyespotencidl definiciéja

AP = (%(I),A). (3.340)
Hogy a Maxwell-egyenleteket le tudjuk irni, bevezetjiik a térerdsség-tenzort:
FrY =gt AY — 0" A*, FHY = — vk, (3.341)
Mivel
1

Ei = —(91“1) — atAi = —(97;6./40 - CaoAi = —0(80./4" - 81./40) = —CFOi = FOi = —EEZ‘
j 1 ; ; 1 , iy
Bi = %k@jAk = —é‘ijkaJAk = —§€¢jk(6]¢4k — 6kAJ) = —§€iijJk = FY = _gijkBlv (3.342)
Vagyis a fels6 indexes térerdsség-tenzor komponenseinek jelentése

0 —Ei/c—Ey/c—Es/c
El/C 0 —Bg B2

py _
F Fyjc Bs 0 B (3.343)
E3/C _B2 Bl 0
A Maxwell egyenletek egy része a térerésségtenzor derivaltjaival van kapcsolatban:
- 1 1
8MF“O = 8Z‘FZO = *aiEi = *ﬁ = /.l,ojo
c ceo
. . 3 1 .
8MFIM = 80F01 + GjF” = —gatEi + SijkajBk = uoJ", (3344)
vagyis Osszefoglalva
OuF" = poJ”. (3.345)
A t6bbi Maxwell egyenlet valéjaban azonossag: vezessiik be a duélis térer6sség-tenzort:
. 1
FH = 5sWé’f’FQU, ahol &M% =1, (3.346)
és teljesen antiszimmetrikus, azaz minden indexpar cseréjére jelet valt. Emiatt #7927 = —g?#¥2 A harom dimenzids
Levi-Civita szimbdlummal valé kapcsolata %% = ¢;,.. A dualis kapcsolat
poi _ L ogrp 1 B)=-B = —-E E;=cB
=5¢ jk—§5zjk(—€jke ) = — i=—_E = i = cB;
o 1 . . 1 ~ ~
FY = 3 (E”kOFko + €Zj0kF0/€) = EgijkEk = —&ijkBr = c¢By=—E}. (3.347)
A dualis térerGsségtenzor négyesderivéltja automatikusan nulla, hiszen:
% 1 voo
O F" = 55” €70,(0pAs — 05 Ap) =0, (3.348)
ami egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus matrix szorzata. Ezen egyenletek jelentése
B = Lo,y = 1o By) =divB
1 = 5 i€ jk = 5 i(—Eijk)(—Ejke e) =dv b,
~ -~ ~ .. 1 . 1 - - 1 1
8MFM = 80FOZ + ({)J’FJZ = 5805‘01ij]';€ + §8j (EﬂOkFok + EﬂkOFko) = %8t€ijk(—8jk43g) + E@j&jikEk =
1
= —— [8tBi + (I‘Ot E)z} . (3349)
c

Vagyis ez a két egyenlet a térerOsség-tenzor szintjén nem egyenlet, hanem azonossig. Visszafelé gondolkodva pont ez a
két egyenlet tette lehetové a skalar- illetve vektorpotencial bevezetését.
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3.9.2 Lorentz-transzformacié

A Maxwell-egyenleteket tehat sikertilt atfogalmazni olyan alakba, amely kizardlag négyes skalarszorzatokat tartalmaz.
Emiatt a Maxwell-egyenletek alakja valtozatlan marad akkor, ha olyan transzformaciét hajtunk végre a négyesvektorokon
illetve -tenzorokon, amelyek a négyes skalarszorzatot invariansan hagyjak. Emlékeztet6iil: a harmas skalar szorzatot
inveariansan hagyé transzforméciok a forgatdsok. Lehet tehdt ezeket a traszformaécidkat altaldnositott forgatdsokként
felfogni, ahol az id6 komponenst is “forgatjuk”. A kiilonbség a skaldr szorzat tér és id6 komponensei k6zott az eléjelben
van.

Keressiik tehat a négyesvektorok olyan linearis transzformécioit

a" =Aa”, Ya (3.350)
amelyre a négyes skaldris szorzat invarians marad:
Va, b d -V =a-b = A a’guuAN b =a'b g (3.351)

Ha ez minden a, b-re teljesiil, akkor
ALAL G = Gowr- (3.352)

Ezeket hivjuk Lorentz-transzformdacidknak. A pont azért kell, mert nem mindegy, hogy melyik az els6 és melyik a
masodik index. Néhany formula:

a; = A, ay, Ay AR =47, (A~ = Ay (3.353)
A helyvektor négyesvektor, igy ennek transzformacidja

=N = 0 —i—i%—a (A~HY, = Ao (3.354)
T =AT T 9 T gpv gt Y = B Gus :
vagyis a derivalds valéban kovarians vektorként transzformalddik.
A mez0k transzformécidja: a transzformalt mez6 a transzformalt helyen az eredeti mezé elforgatottja, amelyet a régi
helyen kell venni — 1. forgatas példaja. Pl:

A@) =AAz) =  A(z)=AAN ). (3.355)

Ha taldlunk ilyen maéatrixot, akkor minden négyes skalaris szorzattal megfogalmazhaté egyenlet ugyanolyan alaku lesz
a transzformacié utdn is. Hogy ezt jobban lassuk, nézziik meg a Maxwell-egyenletek transzformaciéjat. A térerdsség-
tenzor transzformacidja

F™ () =" A" (o) — 0 A" (2) = A% A%, B (2). (3.356)

Ha az aramstirtiséget is négyesvektorként transzformaljuk, akkor
O F"M (@) = Mt O My AY, F () = AN, 0 P (2) = A% o T () = po T (2'), (3.357)

vagyis a transzformalt térerGsség-tenzor transzformalt koordinatdk szerinti derivéaltja a transzformalt aramstriiséget
adja meg. Az elektrodinamika tehat invaridns a Lorentz-transzforméciokkal szemben.

A Lorentz-transzformécié matrixa 4 x 4-es valds métrix, azaz 16 paraméteres. A definidlé egyenlete (3.352) 4 x
4-es szimmetrikus matrixot nulla voltat kdveteli meg, ami 10 megkotést jelent. A Lorentz transzforméaciok tehdt 6
paramétertél fiiggnek.

Jeloljik

A‘;O A;Jl A% Afl)g

Al = ﬁ'zo /A\'zl ﬁé" ﬁ'z?’
0 A Alp A

A% A% AL A%

= gATgA=1. (3.358)

Ennek specialis példaja, ha AG =1, A% = A%, =0, és A_ij = Oyj, azaz

10 10 10 1 0 10
A{f,:<00> = gATgA:<OOT><00>:(OOTO>:<01) = O0'o=1. (3.359)
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Ez azt jelenti, hogy O ortogonalis matrix, azaz forgatdst ir le. 3D-s forgatasnak 3 paramétere van, ez a Lorentz-
transzformaciok 6 paraméterébdl 3.

Masik specidlis Lorentz transzformacio:
A% A% 00
Ay AL 00
0 010
0 001

AF = (3.360)

Elég a felsé almatrixra koncentrélni, erre (3.352) megkotés:

oo (X ) (ADA) - ((BR- G A -y (10Y

=A% AL ) \ AL AL —ADAL +AGAL (AR)? = (AY)? 01
azaz
(A%)?* - (A)?=1 = A% =coshn, A} =sinhy
(A})?=(A%)?*=1 = Al =coshqy, A% =sinhy
AGA% — AYAL = tanhy =tanhy = 5 =71. (3.362)
Emiatt .
b cosh 7 sinhn
AL (sinhn coshn )~ (3.363)
Hogy ennek fizikai jelentését megtalaljuk, alkalmazzuk a helyvektorra:
2’ = coshna® + sinhn 2, 2'" = coshnat + sinhn 2°. (3.364)

A vessz8s rendszer origdjdnak egyenlete az eredeti rendszerben: z’ t= 0, azaz
v
' =0= coshna +sinhnet = = —ctanhnt = tanhn=—-. (3.365)
c

Emiatt az n paraméter a mozgd vonatkoztatasi rendszerre valé attérésnél a mozgdé rendszer sebességével van kapcsolatban
— emiatt neve rapiditds. A fenti példa az x irdnyban mozgd rendszerre valé dttérést jelentette, hasonlé moédon az y
illetve z iranyba valé attérést is meg lehet tenni: ez a Lorentz transzformacidk tjabb 3 paraméterét adjak. A Lorentz
transzformaciok 6 paramétere tehat: 3 forgatds és 3 “boost”.

Mivel
1 1 . tanhn v =By
coshn = = =7, sinhp=—--==-—4 = A" = ( . (3.366)
V1—tanh?n /1 —v%/c? V1 —tanh?p =By v
Nézziik meg kiillonb6z6 négyesvektorok transzformécidjat: a helyvektor esetén
t—vx/c? x — vt
o = (ct,x) = t =-—"rri=f—, = 3.367
(et ) V1—02/c? V1—v2/c? ( )
Az dramsiriség esetén
o—vJ/c? , J—wvp
T =(co,d) = 0=—"Fr—r, J=—Fr—=. 3.368
(co, J) 0 Tt oy (3.368)
A négyespotencidlok esetén
1 d—vA A—vd/c?
A= (=9, 4) = & =—v—"mn—", A= ———L—. 3.369
(C ) V1—v2/c? V1—v2/c? ( )
A térerdsség-tenzor tenzorként transzformélédik
A ) v %
F'™ = A A%, FE (3.370)
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A kiilénb6z6 komponensek transzformaciéja:

FrOU = A0 AL, P = AQAL FOU 4 A% ALY FI0 = (cosh? 5 — sinh? ) FOL = FO!

F = AN P = A P = coshnF 4 sinhp P
F/ll|z'>1 = A,lulA:iurF”/”/ = A,l,uFuli = sinhnF” + coshnF"
FI23 _ A'Q#/A?)V/Fu/yl — F23. (3371)

Az elektromégneses térrel megfogalmazva

EQ—UBg E3+’UB2
El=FE, E,=——xr==, FEj=—F——=
! ! 2 V1—0v2/c? 3 V1—0v2%/c?
By + vEs3/c? Bs — vEy />
Bl —p, pB,=2tvB/c g B vEc (3.372)

1=/’ s V1—v2/2

3.9.3 Tomegpont relativisztikus dinamikaja

Einstein arra mutatott ra, hogy ha egy tomegpont kolcsonhat az elektromégneses térrel, akkor ott is a Lorentz-
transzformécidkat kell hasznédlni a mozgé vonatkoztatdsi rendszerre valé attérésnél. A mozgdsegyenleteknek rela-
tivisztikusan kovariansnak kell lenniiik.

El6szor azt allapitsuk meg, hogy egy részecske palyaja mentén milyen invaridnsok illetve négyesvektorok definidlhatok,
hiszen ezek hasznalhatdk egy kovaridns mozgdsegyenlet felirdsdhoz. A palya a négyes térben v#(s) = (ct(s),x(s)) alakd,
ahol s a paraméter. A palya ivhossza, illetve az ebbdl definialt sajatid6

S2
dryt dry,,
— | d 3.373
“r /S ds ds ( )
S1

egy skaldrszorzatot tartalmaz, vagyis relativisztikusan invaridns. Az idGvel paraméterezve a palyat v*(t) = (ct,x(t)),
azaz

to
2
= /dt -2 = ydr=adt (3.374)
C
t1

Kovarians mennyiség a négyessebesség — szokasosan normalni szoktak c-vel

1 dH* v
I N & = Hy = 1. 3.375
W= 00 s, (3375)
Az impulzus p = mov, ahol most mg-lal jeloljiik a részecske tomegét. Ennek relativisztikusan invaridns négyesvektor
megfeleldje tehat:
P* = mgcu®. (3.376)

Ez szintén négyesvektor, a nulladik komponensének jelentését a v < ¢ limeszbdl lehet leolvasni:

moc 1 mov? &
PO = \/#72/82 = E <m062 —+ ;v + .. > = PO = E, S = mg’ch = 77’LC27 (3377)
ahol & a részecske energidja, és a relativisztikus, sebességfiiggé tomegnek
m = \/1&72/2 (3.378)
—v?/c
mennyiséget definidltuk. Az energia és impulzus négyesvektort képez tehdt
€ 2 20 & 2 2 2 2 2 4
Pt = (=,p) = (mc, mv), P*=mie"=—F —p° = & =pc+mye. (3.379)
c c
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A mozgédsegyenlet tiszta elektromos térben az volt, hogy 0;p = qFE. Ennek relativisztikus kiterjesztéséhez vegyiik
figyelembe, hogy E; = cF = cFVug /v, és a 9, = 0, /7, vagyis:

0
E(mou”) = qF"u,. (3.380)
A térszeri indexekre
0 V; m i0 ij EZ Uy i
5 (mw;) = qF"uy = qFPuo + qFYuy = ¢+ a(—eipBr)(—727) = — a (Bi + o Br) (3.381)
atrendezve
O(mv) = q(E + v x B). (3.382)

Vagyis a jobb oldalon megkapjuk a Lorentz er6ét, mint a Coulomb-erd relativisztikus kiterjesztését. A bal oldalon az

egyetlen médosulas, hogy a tomeg sebességfiiggd lett, mg — m. Ez azt jelenti, hogy a toltott részecske tomege v — ¢

esetén egyre nagyobb lesz, igy egyre nehezebb a sebességét novelni. Dinamikailag tehat a fénysebesség nem léphetd &t.
Az idészeril indexre

om ' E; U5
5 = qF u; = q(—7)(7vz) = c%qEv = 9y(mc?) = 0,£ = qEw, (3.383)

ami az energia valtozdsat irja le.
A mozgdsegyenletet energia-impulzus mérlegegyenlet forméjaban is irhatjuk. Témegpontra ugyanis yJ* = ~y(gc, qv) =
cut, ezért

1 ]_ 1 ’
Or(mocut) = F*J, = —FM0,F% = ——0, | -F*"'F¢ + —gH°F"" F,,/ | . (3.384)
Ho Ho 4
Ez ut6bbi formula bizonyitasahoz

F0°F = (9,A, — 8,A,)(0°0" AV — 929" AM) =
= (090" A¥)(0,A)) — (9°0" A”)(9, A,) — (090" A¥)(0,A,) + (9°0” A*) (9, A,) =
= (920" AV)(9,A,) — (920" AV)(,A,), (3.385)

hiszen a o — v indexcserére a kozépsé sor utolsé két tagja egymésba megy at. Masrészt
I(F" Fyp) = 040V A — 0V A) (0, Ay — D A,) = 201 (0" AV ) (0, A) — (0" AY) (0 AL)] =
= 4[(0#8 AV )(, A,) — (00" AY) (D, AL)]. (3.386)

Emiatt 4F,, 09 F" = " (F’”’lFW/), azaz
1 / 1 /
0y | ~FFEE 4+ L P By | = —FW0,18 — Fp00F* 4+ L0M(F* Fy) = —FM0,F5. (3387)

A (3.384) egyenletet dtirva

1 1 /
O P! + 0,T%" = 0, ahol T% = — |-FMF¢ + Zg“E’FW F,|, (3.388)
Ho
vagy komponensekben kifrva
A 1 . g
O(E+T) +0;(cT™®) =0,  O(pi+ ET“’) +0;T% = 0. (3.389)

Ennek értelmezése: a mechanikai és az elektromégneses tér 0sszes energidjara illetve impulzusara mérlegegyenlet vonatkozik.
T neve energia-impulzus tenzor, komponenseinek jelentése pedig: T°° = w energiasirtiség, S; = T az energia-
dramsfirtiség, g; = T /c az impulzussiirtiség és T% az impulzus-dramsfiriség (Maxwell-féle fesziiltségtenzor). A
térerosségekkel kifejezve:
L, - L [2FY Fo; + FIF;] = Ll p (3.390)
4p1o Ao o Y 2p0 [ 2 ’ '
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ezért

TOOZL[_FOZ‘FQ]_’_L —iEz—f—BQ :@E2+LBZ
Ho T 2u0 | ® 2 2410
S 1 o 1 1
T =T" = ——F%F', = —Eje;;jsBx = —(E x H);
Ho CHo c
T i0 1 ik 1j 1 | - 2 1
= [—F Fi—F F,,J g | @B B| = 5(BD+ BH)S, — (BD; + BiILy),  (3.391)

megegyeznek a kordbban (3.34), (3.35), (3.47) és (3.48) egyenletekben megfogalmazott képletekkel. Mivel TH' = TV
emiatt S = c2g most természetes médon teljesiil.

3.9.4 Alkalmazasok

A relativisztikus invariancia illetve kovariancia elve sok esetben jelent&sen leegyszeriisitit a szamolasokat. Erre nézziink
néhany példat

e Ha egy rendszerben B = 0, akkor egy masik rendszerben
E|(z) = Bj(A "), E'\ () =vE (A '2). (3.392)
PL. z irdnyd egyenesvonali egyenletes mozgés esetén az allé rendszerben

X

1
q y . (3.393)

= 47‘[‘50 (IQ _|_,y2 _|_22)3/2

A mozg6 rendszerben z’ = (ct,x,0,0) pontban keressiik a térerOsségeket. Az ennek megfeleld pont az 4llé ko-

ordinatarendszerben
r=A'2" = (cyt,2,0,—vt) = E = a ! 7030 (3.394)
T dmeg (22 4 y202t2)3/2 ot ’ ‘
ami megegyezik a kozvetlen szamolds eredményével.
e A d’Alambert operator
O=A-— C%af = —0,0", (3.395)

relativisztikusan invarians. Emiatt mozgd vonatkoztatasi rendszerbol nézve is ugyanaz lesz a fénysebesség.

e Ha egy elektromégneses sikhulldmot nézek mozgd vonatkoztatasi rendszerbdl, akkor mit ldtok? Az egyszerliség
kedvéért legyen a hulldm terjedési irdnya ugyanaz, mint a mozgé koordindtarendszer sebességének iranya. Az allé

rendszerben legyen
1

. E .
E = Eye e wt=2/9), B=-e, x E= e, e wlt=z/c), (3.396)
c c
A mozgé vonatkoztatdsi rendszer sebessége v = (v,0,0) legyen. Ekkor

E,=E.=0, B,=B,=0 Ej(x)=7(E(2)-vB.(7)), Bl(z)= A(B.(2) -

Befrva E, és B, alakjat
1—wv/c il 1—v/c By _; 5z
E — E iw(t—z/c) B’ — 0 —dw(t m/c) 3.398
o) =\ T o Bl =T e (3.398)
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Az exponensben szereplé kifejezés

t=n(t+ %), T=q(+out) = wl- %) =1/ 1 :L Z;z w(t — %)~ (3.399)

Vagyis a mozg6 rendszerben is sikhulldmot latunk, azonban az amplitidé és a frekvencia kiilonbozik az allo
rendszerbeli értékektol, a sebesség azonban marad fénysebesség:

i (b e 1—v/c 1—-v/c
E'(2) = Bleye—is/t-a/0), E61/1+U;CEO, w',/lﬂfcw. (3.400)

A frekvencia véltozdsa a Doppler-effektus. Ha v = ¢ rendszerbe tudndnk dtmenni, akkor w’ = 0 és E{j = 0 lenne,
azaz eltlinne a hullam!

A fenti megoldéast ugy is megkaphattuk volna, hogy észrevessziik, hogy

wt—kx=k,z",  ahol k"= (2 k). (3.401)
c
Emiatt o . -
e ke — oikATe — o= ahol K = AR, (3.402)
vagyis
w’ w W 1—v/c
W WV L o _Lzve 3.403
c e @ T—v2/c2 v ( )

e Ha egy egyenletesen mozgd tomegpontot néziink: 7’ = v't’ az egyenlete valamely rendszerbdl nézve. Egy hozza
képest mozgd rendszerbol:

x— ot , t—uvx/c? v+ v+
= = r=——t = V=—— (3.404)
V1—02/c? V1—=0v2/c? 1+% 1_'_%
c c
az ered sebesség képlete. Ha barmely sebesség c, akkor V' = cis igaz. Ha rapiditdsban nézziik: v = —ctanhn, v’ =
—ctanhn’ és V = —ctanh 7 jeloléssel
_ tanhn + tanhy/ , _ ,
anh 7 T+ tanhy tanh 77 anh(n+7n") = 7n=n+7, (3.405)
vagyis a rapiditasban additivek a sebességek.
3.9.5 Sugarzasok relativisztikus targyalasa
Mivel a d’Alambert operdtor invaridns, igy a sugdrzasok képletei is relativisztikusan atirhatok.
Elészor nézzik a Green-fiiggvények relativisztikus invariancidjat: amint lattuk (3.154)-ben
Gryaltx) = ——5 (15 X (3.406)
X) = —— — . .
R/A\Y, Ar Xl + c
Ez is relativisztikusan invarians? Ehhez felhasznaljuk, hogy
0(f(x)) :Z M = §(z?) =8Pt —x?) = 1 (0(ct — |x]) + d(ct + |x])) = L((S(t— M) +o(t+ M))
f =0 '(@0) 2/x| 2¢lx| ¢ ¢
Zo, o)==
(3.407)
Emiatt o) (1)
_ B2 _ o= 2
Gr(x) = - d(z7), Ga(x) oy d(z7). (3.408)

A fenti kifejezés Lorentz invaridns, ha nem hasznalunk idétitkrozést is.
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Mozgé ponttoltés sugdrzdsat a Liénard-Wiechert potencidlok {rjdk le. A (3.210) és (3.211) képletek dsszefoglalhatok

AH = Hoq (C, 'U)

/ !
— = — — = . 4
It R—BR|,’ R=x—~({), ct—t)=R (3.409)

A bal oldal négyesvektor, a jobb oldalt hogyan kell ilyen forméban atfogalmazni? A részecske palydjanak négyesvektora,
valamint a négyessebesség:
(Lv/c)

~FH(t) = (et,y(¢)), ut = ——L L (3.410)

1=/

Ekkor a fenti R négyesvektor altalanositasa:

1

V1 —02/c?

Rt =gt —y*t) = (c(t —t),z —~{)) = (c(t —t'),R) = R'u,= (R-BR), (3.411)

hiszen R = ¢(t —t') a retardélds egyenlete. Emiatt

. boge
= " ,
47T R, Uu t

(3.412)

mar expliciten invaridns képlet.
Nemrelativisztikus kozelitésben gyorsuld toltés altal kisugarzott teljesitmény a dipdl-kozelitéssel irhato le: a Larmor
képletet a (3.203) egyenletben irtuk le:
dE  Zoq®
= — = a
dt 6w

A bal oldal itt relativisztikusan invaridns, hiszen 4ll6 rendszerben cP* = (E,0) és o = (ct,0), vagyis mozgé rendszerben

ha v <L c. (3.413)

dE' dE
. dt’
a teljesitmény minden mozgd megfigyel§ szamdara ugyanaz mint az allé rendszerben. A jobb oldal a Larmor képletben

azonban nem relativisztikusan invarians. Viszont a v — 0 limeszt ismerve invarianssa tehetjiikk. Ehhez elszor a
négyesgyorsulas képletét vezetjik le:

E =~E, t =9t (3.414)

at = d;Tz: = %(fyc, yv) = y(c,v)z—z +7%(0, a), (3.415)
ahol a = dv/dt harmasgyorsulds. Mivel dvy/dt = v3va/c?, ezért
a* = (v*Ba, " B(Ba) +2a) . (3.416)
All6 koordindtarendszerben a* — (0, a), azaz
ata, — —a?, (3.417)

vagyis megtalaltuk a a? relativisztikus kiterjesztését. Ezzel a relativisztikus Larmor képlet:

7 2
= 767232 a'a,. (3.418)
Sebességekkel és gyorsulasokkal kifejezve:
—a"a, = v*a® +7%(Ba)* = 1% (a® — (B x a)?). (3.419)
Ezzel tehat )
p =2 04 2 3.420
= D00 (a? — (8 x a)?). (3.420)

Kifejezhetjiik az impulzussal is a kisugarzott teljesitményt: mivel p#* = mgcu*, ezért

du* v 72 1
at = C? = %8tp# = —CLHCLP' = mig (8tp)2 - g(atg)Q . (3421)
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Figyelembe véve, hogy p? = pupt = m3c?, azaz £2 = p*c? + mict, azaz
2po,
£0,E = Ppdp = 9E=C pgt” . (3.422)
ezt visszairva ) 2 (pyp)? 2 [ (0p)? ) 2 (pip)?
PR 9 2 ¢\pop _ tD 'La 2 ¢ \poip 3.493
a,a mg ( tp) 82 m% ,)/2 + 02( fp) 52 . ( . )
Tovabba ) 2(pyp)? 5 ( Bip)?
v cp 2 |V 2 C(Potp e 2 2 2 D X Otp
R P e L R (3.424
Vagyis végiil (3.418) alapjdn
Zoq® 5, (P xap)°
P = 0, - . 3.425
67rm(2)c2 {( ip)” + m(2)02 ( )
Ha v||a, azaz p||0:p, vagyis 1D mozgasrdl van sz6. Ekkor v x a = 0, azaz
ZO‘]2 2
P= 0 . 3.426
o (O) (3.426)

Mekkora a kisugarzott teljesitmény a részecske energidjanak egységnyi idébeli novekedéséhez képest? Felhasznalva, hogy
a kiils6 er6 munkdja Oyp = F = d€/dx = 0,&:

P Zoq® (0,€)? Zog® 1dE  dE

- E 6mmov
0E = = = hol = T = . 42
HE  6mm3c? O € 6rmic? v dv  dz’ ano € moc2’ z Zoq? x (3.427)

A kisugarzott teljesitmény tehdt akkor dsszemérheté a gyorsito teljesitménnyel, ha dr = Zyq?/(67mov) tavolsdgon
a részecske energidja a nyugalmi energidjdval novekszik. Ezt ultrarelativisztikus (v & ¢) elektronra kiszdmolva (¢ =
1.6 - 1071°C, mg = 9.1 - 107 3kg, ¢ = 2.99 - 10°m/s): dz ~ 1.88-107m = 2.14 R,, ahol R, = 0.88 - 107° a proton
toltéssugara. Az elektron sajat tomegének megfelel$ energia 5.11-10°% V gyorsito fesziiltség soran keletkezik, vagyis ekkora
fesziiltségesés lenne sziikséges atommagnyi méreteken — ez rendkiviil nagy! A megfeleld térerdsség E ~ 5-10°V/2.14R,, ~
2.7-102°V/m. A ma elérhet legnagyobb térerésségek rovid impulzusti lézerekben ~ 1012 V/m nagysdgrendfiek, messze
a fenti nagysagrend alatt. Emiatt a sugarzési veszteség linedris gyorsitds esetén mindig elhanyagolhato.
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Appendix A

A.1 A Liénard-Wiechert potencialokbdl szarmazo térerosségek

Az elektromos térerGsség
E=-Vd-0A,

ahol a potencidlokat (3.210) és (3.211) képletek adjdk meg. Felhaszndlva (3.215) képleteket

0,0 =0, < : ) - : (OiR — Bj0iRj — R;0;B;) =

4dmweg R — ﬁR 4meo (R — BR)?

B ., BiRi \  Rja; o\
= 47r60 (R— ,6'R (R B8R (5”+R—ﬁR> ;o) =

— Bi(R—-BR) +

RiaR
47T€0 R ﬂR c2 ’

_ foq v 4 vi =
atAl - a (4 R — /6 > 47-(-50@2 R — /BR 6t <R_ﬂR> B

U4 IR Rja, 5, OR;
4776002 R— ﬂR R— (R—BR)? \ Ot c ot
Ra,( R BR sz _@ B R; Rja; cep?)| =
47r50 R— 5R 3 2 R c o
Ra,( R BR) RaRﬁl a2
- o | +B,PR + ).
Azt kapjuk Gsszesitve, hogy:
q 1 9 RlaR Ral(R - ,3R>
B = - (1 — _B.(R — _ _
' d4mey (R—-BR)? (Rl( ) - BB - BR) + c? c? ~BiPR

R S 7 B S o _
— g (R = BRI = )+ L (R~ BiR)aR - Ra(R— pR)))

_ ¢ v i e e LRy (R- RE) x all.
~ 4meg (R— BR)3 <(R1 BiR)(1 ﬂ)JrCz [R x [(R— RB) ]]z)

A maéagneses térerdsségre:

Vg q ot 1 1
= €k (4773 ﬂR) o (5jk8xjakR—ﬂR+€kaka] (R—ﬂR))

q R;ay €ijkVk R aR
_ %ﬁajkﬁ:j [—mz—zu %)+ 5 (-6 R(aR) ~ Rax(R - ﬂR”} :

Osszehasonlitva az elektromos térer6sség (utolsé eldtti) kifejezésével, latjuk, hogy

1 .
H- _-—RxE.
Zo v

95

RaRB,

(A1)

(A.2)

(A.3)

(A.5)



