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1 Bevezetés

A speci témaja a véges homérsékletli és nemegyensilyi kvantumtérelméletek vizsgalata.
El6szoris néhany konyv, illetve cikk, amely hasznos lehet:

e M. Le Bellac, Thermal Field Theory (Cambridge University Press, 1996)

e J.I. Kapusta and C. Gale, Finite-temperature Field Theory, Principles and Applications (Cambridge
University Press 2006)

e N.P. Landsmann and Ch.G. van Weert, Real - and imaginary-time field theory at finite temperature and
density, Phys. Rep. 145 (1987) 141-249.

e I. Montvay, G. Miinster, Quantum Fields on a Lattice (Cambridge Univ. Press 1994.)

Ezutén roviden tekintsiik 4t azokat az eszkozoket, amelyeket hasznélni fogunk. Ahogyan a cim is sejteti,
térelméletekkel fogunk foglalkozni. Ennek 6 oka az, hogy relativisztikus, kauzélis elméleteknél nem engedhetiink
meg tavolhatast, legalabbis igen bonyolult lenne ennek megfogalmazasa. Két tavoli test egymasra hatdsa ekkor
— mint ezt az elektrodinamikdban is lattuk — csak gy képzelhetd el, hogy az egyik test lokdlisan létrehoz
egy mezbt (teret), ez valamilyen dinamikdval kiterjed, és végiil a mdsik test megérzi a hatdsit valamilyen erd
formajaban.

def.: Mez6: A : M — V, valamely alaptérrél (lehet a 3D tér vagy a Minkowski-tér) valamilyen vektortérbe
képezd fliggvény; valamely alkalmas koordindtdzdssal komponensei: A,(z) = A, (t, x).

A vektortér belso szertkezetét jellemz6é mennyiségek lehetnek a spin ill. Lorentz-index, szin, iz, stb. Megtehetjiik
azt is, hogy kiilon kiemeljiik a (legfontosabb) idéargumentumot, és a mezdt A;(t) médon jeloljik (multi-index),
ahol most az indexbe beleértjiikk a térargumentumot is. Jelolésként fogadjuk el, hogy ismétléd6 indexpérra
(hacsak expliciten nincs megadva) Osszegzést végziink el.

A mez6k, barmely kiillonbozének tlnjenek is, végiilis csak egy altalanositott mechanikai rendszernek
tekinthet6k. Ehhez osszuk fel a teret kis celldkra, a racsallandéval, kozéppontjukat jeldlje x,,, és vesszik a
cella kozéppontjanak értékét: A,(t,x,). A multi-index jelolésben ez a magétdl értetddd A;(t) jeloléssel, ahol
most az 7 index diszkrét értékeket vesz fel. Ezzel egy véges sok szabadsdgi foku rendszert kapunk, amelyet a
mechanika elvei szerint épitiink fel.

A mez6k (terek) lefrdséra a Lagrange formalizmust fogjuk haszndlni. Ennek oka az, hogy a relativitdselmélet
Osszekoti a teret az idével, vagyis olyan formalizmus lesz a legmegfelel6bb, ahol ez a szimmetria fennéll. Elészor
tekintsiik at a térelméletek Lagrange formalizmusat.

2 Klasszikus térelmélet Lagrange formalizmusa

Klasszikus mechanikdban egy rendszer leirasara alkalmazhtajuk a Lagrange formalizmust. Ekkor dltaldnositott
g; koordindtdkat vezetiink be, ezek id6fejlédésiik sordn valamilyen pdlydt kovetnek ¢;(¢). A megvaldsulé pdlya
kiszdmitdsét varidcids elvvel végezhetjiik el. Ehhez megadjuk a pdlydkhoz tartozé hatds-funkcionalt S[g], ennek

......
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fizikai mozg.

A kauzalitas fenntartdsa érdekében a hatds-funkcionalt idében lokalis hatasok integraljaként irjuk fel, amely
csak a palyatdl és annak elsé idéderivaltjatdl figg

Slg) = / at L(d(t), a(1)), @)



L neve Lagrange-fiiggvény. A hatds szélséértékének kovetelménye a Lagrange-fiiggvényre ¢ — g + dgq

ty

t1 tq1
o . . OL oL d oL 0L
68 = /dt [L(G+ dq,q + 6q) — L(¢,q)] —/dt [&Jaq +5qaq] —/dtéq {_dtaq—i_ﬁq] =0, (3)
to

0 0

ahol az utolsé egyenletnél felhasznaltuk, hogy d¢ = 0 a végpontokban. Mivel ez minden varidciéra igaz, igy

kapjuk a
oL OL 0

T 4
"95 g (4)
Euler-Lagrange egyenletet.
A Lagrange-fiiggvény ¢; szerinti Legendre-transzformaéciojaval kapjuk a Hamilton-fiiggvényt:

L
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i H(p,q) = pidi — L(¢, q), (5)

ahol a jobb oldalon ¢;(p, ¢) médon kezelend6. A Hamilton-fliggvénybél a mozgasegyenletek:

OH OH 0L

37% = 4 94 87(]1 = —Pi- (6)

A Hamilton- és Lagrange formalizmus egymassal egyenértékii.

Térelméletek targyaldsandal a fentihez hasonléan altalanositott koordinatakkal felirt Lagrange-fliggvényeket
tekintiink, most tehdt ¢; — A; (az egyszeriiség kedvéért most elhagyjuk a belsd térhez tartozé indexeket). Ezzel
L(A, At) figgvény, ahol i = 1... N. Lokélisnak nevezziik a sok szabadsdgi foku rendszert, ha A; csak a térbeli
szomszédaival hat koleson, vagyis a Lagrange-fliggvény felirhaté mint

) i

%

ahol (i, j) = szomszédok, és i > j (hogy ne szdmoljunk dupldn). Ha i, j térbeli celldkat jeldl, mint el6bb, akkor
irhatjuk a térbeli felosztast finomitva
A; — A; =aVA; + 0(a?). (8)

A magasabbrendii tagokat elhagyva irhaté Lo(A;, VA, t). A teljes Lagrange-fiiggvény tehat
L=> Li(0uAiAit) 9)
i

alakba irhat6, ahol Gsszefoglald jeloléssel bevezetjok a négyes derivaltat: 0, = (0, V). Ez természetesen
nem jelent még automatikusan relativisztikus invariancidt! Azonban a relativitdselméletet szem el6tt tartva
bevezetjiik az alsé- és fels6 indexes mennyiségeket, melyek koézétt g,, = ¢ = diag(l, —1,—1,—1) metrikus
tenzor visz at.

A felosztés finomitaséval a szummék integralokka frhaték at: ) . F; esetében bevezetjik az F(x) = F;, x €
6V; 1épcsofiggvényt, amelyre

1 3 — 3 - F(x)
stirfiség. gy lokélis térelméleteket jellemzd Lagrange-fiiggvény felirhaté mint
L= /d3x£(A(t,x),8NA(t,x),t,x) (11)

Lagrange siirliség integrdlja = L csak elsd derivdltakat tartalmaz.
A hatds alakja

S = /dtL = /d4x£(A(x),3ﬂA(as),x) (12)



t-ben és x-ben teljesen szimmetrikus alakba irhaté.
A mozgasegyenletekhez az Euler-Lagrange egyenletet hasznéljuk. Most azonban egyszertibb a legkisebb
hatas elvét direktben felirni:

SS[A] = / dz {c(a“AwuaA,AwA,x)_.c(auA,A,x)} - / Az [5Ai§§+auAia(§€U -
7 e
oL oL
= 40 5A — 0, —— 1
/d o 1{8Ai 8“a(aﬂAi) : (13)

ahol az utolsé 1épésnél parcidlisan integréltunk, és eldobtuk a végtelenben fellépé feliileti tagokat. A hatds
szélséértéke ott van, ahol 0A = 0 minden variaciéra. Ekkor az integralban JA egyiitthatdja el kell tiinjon

oL oL

= _H = 14
on, Y aoay (14)

megegyezik a masik eredménnyel.

2.1 Szimmetria és megmaradas

Mig mechanikdban egy @ mennyiség megmaraddsa azt jelentette, hogy Q(t) = Q(0), egy o mezd esetén a
lokélis mennyiségek nem maradnak meg, mert mas helyre atmehetnek. Mégis megmaradasrol beszélhetiink
olyan értelemben, hogy egy tetszdleges V térfogatban

[y d3xo(t + dt, x) = [, d*xo(t,x)+ (falon tavozd o).

Bevezetve j* = (p,j) jelolést, ahol j a g-hoz tartozé dram, V' — 0 limeszben a kovetkezé mérlegegyenlethez
jutunk:
0+Vj=0 = 9,"=0. (15)

Jj* neve megmaradé dram. A ténylegesen megmaradé mennyiség Q = [ dV j°, a teljes térre integrélva, hiszen

Q:/dV@ojO:f/dVdivj:% dFj =0, (16)

mert a végtelenben nincsenek dramok.
A Lagrange-formalizmus erdssége, hogy a szimmetridk jél kezelhet6k vele. Tekintsiink egy transzformécidt
a A mezén:

R(A)(z) = RA(R '2). (17)

Egy transzformécié akkor szimmetria, ha a transzformalt mez6hoz az eredetivel azonos hatasfiiggvény tartozik:
S[A] = S[R(A)]. Ekkor a transzformélt mez6 koriili varidciéra igaz

SS[R(A)] = S[R(A) + 6A] — S[R(A)] = S[R(A + 5A)] — S[R(A)] = S[A + JA] — S[A] = 6S5A,  (18)

itt R(A + 6A) — R(A) = A médon vezettiik be §A-t. Ha tehdt A kielégitette a mozgdsegyenleteket, akkor
05 = 0, ekkor viszont dS[R(A)] = 0 is igaz, azaz R(A) is kielégiti a mozgédsegyenleteket. Vagyis a szimmetria
megvaldsuldé mozgédst megvaldsulé mozgasba visz at.

Egy térelméleti rendszer relativisztikus invariancidja tehat azt koveteli meg, hogy a Lagrange-fiiggvény
relativisztikusan invaridns legyen. Praktikusan ez azt jelenti, hogy minden négyesvektor csak egy masik
négyesvektorral Osszeejtve szerepelhet L-ben.

T?tel: (Noether-tétel) Minden folytonos szimmetridhoz tartozik egy megmaradd dram.

Bizony?t?s.: Jeloljiikk a folytonos transzformaciét R.-val. Ry = 1 az egységtranszformdicié legyen. In-
finitezimdlis transzformdciéndl (Rs,) a valtozds linedris d7-ban. Ezért a mez6kon hatva felirhaté:

Rsr @ A(z) — A'(z) = A(z) + 5A(z) = A(z) + 67AA(x). (19)



......

(els6 rendben) nem valtozik, igy minden transzforméciéra igaz, hogy

6S
— =0, (20)
orT Ao
ahol Ay a mozgasegyenlet megoldésa.
Most vegyiink szimmetriatranszforméciét. Erre S[A’] = S[A], igy a fenti egyenléség nemcsak a
mozgasegyenlet megolddsa mentén, hanem mindenhol igaz. Vegylink azonban olyan transzformaéciot,
amelyet a szimmetriatranszformaciébdl kapunk tdgy, hogy 07-t helyfiiggévé tessziik! = 0A(z) =

o1 (z)AA(x).

Erre véltozni fog a hatds, azonban azt is tudjuk, hogy ha 67(x) — d7 homogén limeszben a véltozas
eltiinik. Emiatt 65 ardnyos lesz d7 derivéltjaival. Parcidlis integralasokkal azonban minden §7-ra haté

derivalt atharithato az egyiitthatéjara, mig végil az els6 derivalt marad
08 = —/d4xK“(x)8#67(x) = /d4x8#K“(x)5T(x).

Ezt 6sszevetve (20) egyenlettel:

vagyis K* megmaradd aram.

2.2 Energia-impulzus tenzor

Specidlis példaként tekintsiik a téridé eltoldsokat: x — x + a, ahol a =const, valamint Ry = 1. Mez6re hatva

O'(z+a)=0(x) = O'(z)=2(x—a)
Mikor szimmetria? Ha S[®] = S[®']! Vélasszuk az integréldsi véltozénak z’-t:

SIAT] = / dha’ (A (o), A ('), o) = / o L(A(x), 9, A (), x + a).

Ez akkor egyezik S[®]-vel V ®-re, ha £ nem fiigg expliciten z-t6l.
Mi a megmaradé mennyiség? Ehhez 2’ = x + a(x), és vizsgaljuk S[A]-t:

1K
S[A] = /d4x’ L(A' (2, Q/LA'(:E/), x') = /d4x det 5‘8x L(A(z), (9I/LA(IL')).
-TV
Ehhez: B
T
A derivalt métrix 2" = z# 4 a#(z) illetve z# =~ 2" — a*(2’) alapjan:
oz’ ox” Y
D o+ 0,0 = D 5t — 9,a” 4+ O(a?).
A determinanshoz
1+ 80&0 81&0 S
Hoat 1+ dyat = (14 0pa’)(1 + 01a') - -- + O(a®) = 1 4 9,a" + O(a?).

Végiil tehat

S[A'] = / ' (1+ 8,a") L(A(x), B, A () — D,a"d,A(x)) = SA] + / e [Gua“ﬁ _ 9,a"9,A

oL

9(0,A) |

(27)

(28)



Valéban csak da-t6l fligg! A korabbiak alapjan a megmaradé dram

oL
4
55 = /d $8“[1VTP:/ = Tuy = ayAm — g#”ﬁ = 3”T#V = 0, (29)
vagyis minden p-re van egy megmaradd dram = energia-impulzus tenzor. Relativisztikusan invaridns
elméletekben szimmetrikussa teheto.

Most a megmaradé mennyiségeket energianak illetve impulzusnak hivjuk:

E= / #xT(t,x), P'= / d*x T (t,x). (30)

Az impulzus alternativ alakja, felhasznalva, hogy a kanonikusan konjugalt impulzus mezd

9 i _ i
9A() =Il(z) = P —/d?’xl_[(x)a A(x). (31)

3 Kvantummechanika

A kvantummechanikdban a rendszer allapotat egy H komplex Hilbert tér egy normdlhaté eleme |A) € H adja
meg. Szokdsosan a norma 1, azaz (A|A) =1. A 'H — H operdtorok kozott két csoport jelentds:

3.1 Hermitikus operatorok

Hermitikus operdtorokra H' = H. Ezek jobb és bal oldali sajatvektora megegyezik, sajatértékeik valésak:

H |h;) = h; k), hi = h;. (32)
Hermitikus operatorok egy mérést, mas széval megfigyelheté mennyiségeket reprezentalnak, ekkor sajatértékeik
a megfigyelhetd mennyiség mérésének eredményét jelentik. Ha a rendszer édllapota |¥), akkor a h; mérési
eredmény megvalésuldsanak valészintisége | (h;|¥) |2. A mérés eredményének varhaté értéke

(H) = 3 bal (W) [ = (¥ || 0). (33)

A mérés utan a rendszer a mért sajatallapotba keriil.
Amennyiben t6bb fliggetlen rendszer méréseit akarjuk atlagolni, esetleg idoatlagot akarunk képezni, akkor az
eredmény mar nem irhaté fel a fenti alakban. Ezért érdemesebb bevezetni a ¢ slirtiségmatrix fogalmat, amivel

(Hy=TrpH, (1)=1=Trp. (34)

Egyetlen kvantumadllapot esetén ¢ = |¥) (¥|. A linearitds miatt tobb fiiggetlen részrendszerre valé Osszegzés a
0-k Osszegzését jelenti, vagyis stabil alakot kapunk.

A Kklasszikus mechanikdhoz valé kapcsolathoz a klasszikus mérést, amelyet a mért értékkel reprezentalunk,
kicseréljiik a hozza tartozd mérési utasitassal, amelyet az operdtor reprezental. Fontos operdtor kvantum-
mechanikdban a helymérés operdtora q, amelynek folytonos spektruma van. Ezzel tudunk pontot (témegpontot)
értelmezni, és palyardl beszélni.

Altaldnos elv, hogy a megfigyelhet6 mennyiségek ¢ és p-vel vald kifejezése meg kell egyezzen a klasszikus
képlettel, azonban rendezési bizonytalansagok lehetnek.

Specidlis szerepet tolt be a hely ¢ és impulzus p operdtora. FEzek folytonos spektrummal rendelkeznek,
azonban egyszerre nem mérheték: ApAx > h. Operdtorokra megfogalmazva

[q,p] = i. (35)

Ezek az operatorok “bazist” képeznek a fizikai megfigyelheté operatorok kozott, azaz minden megfigyelhetd
mennyiség ¢ és p hermitikus fliggvénye. Ekkor a fenti kvantalasi feltétel rogziti barmely két megfigyelhetd
mennyiség kommutdtorat.



3.2 Unitér operatorok

A rendszer allapotdnak megvaltoztatasat kétféle modon irhatjuk le. Schrédinger képben az allapotot tran-
szforméljuk |U') = U |¥) linedris operdtor. Ennek egységnyi norméji elemet egységnyi norméji elembe kell
képeznie, igy UTU = 1, azaz U unitér operator kell legyen. A Heisenberg képben az llapot marad, viszont az
operatorokat transzformaljuk. A varhato érték véltozatlansdga érdekében

)=

Fontos specidlis esetet jelentenek azok az operdtorok, amelyek egy (vagy tobb) folytonos paramétertdl
fiiggnek U(M), és csoportot alkotnak. Egy paraméteres csoport pl. az allapot eltoldsa, vagy adott tengely
koriili elforgatdsa, tobb paraméteres csoport az altaldnos forgatds. A csoport tulajdonsag azt jelenti, hogy
¥ A1, Ay paraméterre I3 paraméter, hogy U(A)U(A2) = U(A3). A standard paraméterezés:

(v|o

O‘ n’> - <\p ’UTOU’ n> = O =utou. (36)

U\) = e T, (37)
Infinitezimalis trf. hatdsidra a hullamfiiggvény ill. az operatorok trf-ja:
d|U) = —iT|U)dx,  illetve  dO = i[T,Old\. (38)

Az infinitezimélis generdtor, mivel hermitikus operdtor, fizikai megfigyelheté mennyiséget reprezental. Az
egy paraméteres csoportok hatasara ennek az operatornak a transzformaécioja:

TN =UNTUN) = TATeTA =T (39)
Azaz T megmarad a transzforméacié soran. Ezzel a kovetkezd fontos Osszefiiggésre mutattunk ra:
trf. generatora = trf. sordn megmarad6 mennyiség.

Az id6-eltolds példdja az egy paraméteres transzformicioknak. Ekkor JH az infinitezim&lis id6-eltolas
generatora, ezzel U(t) = e~ a véges idSeltolds operdtora. Az allapotok transzformécidja

(O(t) =U@) W) =e W) = i |V) =H|¥), (40)
ez a Schrodinger egyenlet. Az operatorokra érvényes egyenlet
Ot) = et O(0)e = 9,0 =i[H,O]. (41)
A generédtor, H idé-fiiggetlen. Ezt definidljuk energianak.

def.: Energia az idéeltolds generdtora (és egyben az idéeltolds sordn megmaradé mennyiség).

A tér-eltolds generdtordt p-vel jelolve a véges eltolds operdtora e~ *. A hely-operdtor infinitezimélis
megvaltozasa éppen dz kell legyen, azaz
dg =ilp,qlde =dz = [q,p] =1i. (42)

A tér-eltolds generatora tehat az impulzus; egy bonyolult elméletnél, ahol nem tudjuk, mi az impulzus:

def.: Az impulzus a tér-eltolds generdtora (és egyben az eltolds sordn megmaradd mennyiség).

3.3 Térelméletek kvantalasa

Léttuk: diszkretizdlt térelmélet = sok szabadsédgi fokt mechanikai rendszer, ahol A(t,x;) — ¢;(t) és II(¢, x;) =
p;(t). Mechanikai rendszer kvantaldsakor ¢ — ¢ és p — p operdtorok lettek = Térelméletnél A(¢,x) —
A(t,x) operétor.

Léttuk: kvantummechanikai rendszer kvantdldsa onnan jon, hogy az impulzus (= tér-eltolds invariancia
esetén a megmarad6 mennyiség) generilja a tér-eltoldst. A tér-operator §; megvéltozdsa tér-eltolds hatdséra



6G; = dx1, aranyos az egységmatrixxal. Ezért, ha az impulzus éppen a kanonikusan konjugalt impulzus, akkor
[gi, p;] = 1051
Térelméleteknél ugyanigy megkoveteljiik, hogy az impulzus (= tér-eltolds invariancia esetén a megmaradd
mennyiség) generalja a tér-eltoldst. Az impulzus kifejezése (31) képletbdl jon. Mésrészt infinitezimdlis tér-eltolds
hatasara
A(t,x) = A(t,x — dx) = A(t,x) — dx"O;A(t,x) +... = 0A=—dx'0;A(t,x). (43)

Ezt generdlja az impulzus, a (38) képlet alapjin

SA(t,x) = —dx'0;A(t,x) = i[P'(t), A(t,x)]dx" = i/dgyi[H(t,y)aiA(t,y),A(t,x)}dxi. (44)

Ezt két konzisztens kvantalas tudja teljesiteni. Mivel

B B [ A[B,C]+ A, C)B, ha o= -1
[AB,C] = ABC — CAB = A(BC + aCB) — (a¢AC + CA)B = {A{B,C} _{A,C}B, hao =1, (45)
Ezért lehetséges kommutatorral vagy antikommutatorral kvantalni:
[A(t,x),II(t, y)] =ib(x —y),  [A(t,x),A(t,y)] =0,  vagy
{A(t,x),1I(t,y)} = id(x —y), {A(t,x),A(t,y)} = 0. (46)

Az el6bbieket nevezziik bozonoknak, az utébbiakat fermionoknak. Fontos, hogy a kvantilds egy ideji
operatorokra vonatkozik.

Az id6fejlédést az infinitezimadlis ido-eltolds generatoraval allithatjuk elé, ez a Hamilton-operator. Ettél
elvarjuk, hogy megegyezzen az idé-eltolds sordn el6alld megmaradé mennyiséggel, vagyis E = [d*xT% en-
ergiaval.



4 A kezdeti érték probléma

Ennek a jegyzetnek a f6 célja az, hogy ki tudjuk szamolni egy altaldnos operator altalanos kezdeti feltételekkel
megadott varhato értékét, illetve hogy lassuk, milyen jelenségek illetve nehézségek bukkannak fel az ilyen
szamolasokban.

A formalizmust palyaintegrallal fogjuk megfogalmazni. Kezdjiik azzal, hogy az idéfejleszté operatort repre-
zentaljuk palyaintegrallal. Ehhez felirjuk:

N—1 bt
e—iH(tl—tO) _ e—iHAt At — 1= 0. 47
11 : " (47)
n=1
Az egyes operdtorok kozé teljes rendszereket szirunk be. Ezeket ugy valasszuk meg, hogy azokon az elemi
mezOk, A;-k diagondlisan hassanak. Bozonikus mezék esetén, mivel azok adott idéargumentumra kommutédlnak,

ez egyszerlen lehet a koz0s sajatfiiggvényrendszeriik:

[©,(8), 20 (H)] =0 = $u(t)]8) = ¢ 0), (48)

ezek teljes rendszert alkotnak, azaz

/d¢|¢> (ol=1 = VI|Q) |Q>=/d¢%(¢)|¢>>, Va(¢) = (0/€2). (49)
A kanonikusan konjugélt impulzussal kvantalva az elméletet
. . . 0
D, (1), I ()] = i0nm = () =—i , 50
(B (t), (1) 0 =ig; (50)
ami azt jelenti,
5\1' 0
M0 = [as ()52 1) 5 (oIl = —iz2— tol0). 61)
Emiatt a IT,-ek kozos saJatfuggvenyrendszerere (]IT)), elhagyva az n indexet:
(G[II[TT) =TI (g|1T) = *Z* (o) = (o[I) =M. (52)
Ezt felhaszndlva:
e tHL =/Hd¢>n8Hn |Dn) (Bnle  TATIN ) ... (@ole ™ HAYILL ) (TIo| @) (D1 FAHIL ) (I Do) (Po| =
=1
N
— / H d(bnann e—iH(q)N,HN)At+iq>NHN"'—iH2<I>1—iH(‘:I)lyHl)At“l‘inl(bl_iqu)U |¢N> <(b0| —
N [H(®n,,)—11,0;®,]A Zfdtﬁ(@n)
/Hd@ OTl,, et Zn=a [H(®n I1n) I 0 2n]AL | ) <I>0|—/D<I>DH6 |Pn) (Dol - (53)
n=1
mert &, .1 — ®,, = At;®,, + O(At?), és
<(I)|efiHAt|H> _ <1 — At <q<)(|1)‘71_|[1>_1>> <¢)|H> + O(AtQ) _ efiH(<I>,H)At+i<I>H’ (54)

valamint [T, d®,,11, = DODIL

Fermionok esetén a kozos sajatfliggvényrendszer csak gy érhet6 el, ha a sajatértékek nem a komplex
szamtestben vannak, hanem maguk is antikommutalé mennyiségek. Mas szdval az allapotok nem egy kom-
plex szamtestre, hanem egy Grassmann algebrara épiilé Hilbert-tér elemei. Ekkor

{\ijn( ) m( )} =0 = \II ( ) |¢> = d)n |'¢}> ’ d)nwm = _d)nﬂ/}n- (55)
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Ez utébbi egyenlet kovetekzénye, hogy 4? = 0, valamint hogy v, méar kommutél a tobbi elemmel (c-szdm).

Tekintsiink most egy dimenzids teret (azaz m = 1 lehet csak). Vegyiink két allapotot, |£) és |i)-t, és
tekintsiik ezek skaldr szorzatat (£|i¢)-t. Hasznaljuk fel, hogy fermionikus rendszerekben a kommutécids reldcié
helyett antikommutatorral kvantalunk, és hogy minden realisztikus példdban Iy = iW'. Emiatt, a bozonikus
esetnél latott mintéra, reprezentdljuk derivélassal. Most a kovetkezd definicidk lesznek jok:

LI =1 > g =el-nle), e = g (-alo). (56)
ahol a (—n| az antikommutdciés szabdlyt miatt jon ki. Ekkor
(1) = g (0l = 0le) = (o) = e 57)
Egy szabadséagi fok esetén az antikommutdcids reldcié miatt

[¥) = (1+4¥)[0), (58)

ahol ¥ |0) = 0. Innen is ellenérizhetd a skalar szorzatra kapott alak.
A sajatallapotok teljes rendszert kell alkossanak, amit gy irunk fel, hogy

[awave ) wl =1, (59)

ahol a Grassmann véltozok feletti integralt még definidlni kell. A fenti egyenlet szerint

€ =1+¢¢ = /dw*dwe’w*“’ (El) (e’ = /dw*dw(l — P )L+ &) (1 +97¢) =
= /dw*dw(l + &P+ P+ PYTEE A YT, (60)
Ez csak akkor teljesiilhet tetszéleges &, &'-re, ha
/dm =0, /dw =1. (61)
A trace képzése ezzel

Tr(...)= /dzp*dwe*w*w (=] |Y). (62)

Egy szabadsigi fok esetén a lehetséges operdtorok 1, U és W', azek trace sorra 1,0,0. Innen csak az
egységoperator trace nem trivialis:

T = [avtave ™ (~olu) = [awrdve = [ 2o =2, (63)

rendben van.
Emiatt aztan

N
et = / H At dip, e Zn=oVivn [yy) (Ynle ™ HA: Py 1) (r|eTHA g ) (ho| =
n=0

N
= / [T dvidn e Zr=o¥itn ) (wle™ H8 ypny) .. (brle™ HA upo) (tho| =
n=0

N
_ / T durdipn e PR +okon1=iH i ) A=~ 0BT |y ) (] =
n=0
N
— / H At dipy, =t Eonmo WL bn )+ 000n] M=v50 |y) (| =
n=0
. i f (v )=
~ [pvipue ) (ol (64
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ahol ¥, 11 — ¥, = Oy, At + O(At?), valamint

(e HAL ) = (1 _ iAtW) |y + O(AL?) = e HE WA 4 (A42), (65)

és TIh_, dyydi, = DITDY

Mind a fermionikus, mind a bozonikus mezdk esetén tehat analég formuldkat kaptunk. A formuldk jelentése:
to idSpontban induld, ¢, idépontba megérkezé, idében monoton haladé pélyakatra kell integralnunk az e*s
fazisfaktort. Az idébeli monotonitas azt jelenti, hogy ha t; > tg, akkor idében elére, ha t; < tg, akkor viszont
idében visszafelé haladé palydink vannak. Osszefoglalva frhatjuk

t

ifc
et = / DIDSDU De - [¥8:2N) (o, Lol
(Yolvo)

—the—th/

(66)

A nevez§ a PI-ok Osszecsatolasandl jon be, ez biztositja, hogy e = e iH(t+1) igaz legyen.
Miutdan megkaptuk az idofejleszté operator reprezentaciéjat, felirhatjuk egy altaldnos nemlokalis

A(i1, t1; ... yin, t,) operdtor varhatd értékét (itt i, multi-index). Az dltalinossdg megszoritdsa nélkiil felte-
hetjiik, hogy A(i1,t1;...;in,t,) az elemi mez6k polinomja, azaz
A(.’I}l,...,aﬁn) = Azl(tl)Azn(tn) (67)

A kezdeti felételeket egy tg-nédl adott ¢ kezdeti siirliségmatrix segitségével irjuk le. FErrél feltessziik, hogy
norméalhaté, {gy kikothetjiik a Tr g = 1 feltételt, valamint hogy tg < t; i = 1...n. A varhaté érték a kovetkezd
kifejezéssel adhaté meg;:

<A(x1, . ,xn)> = TroA(z1, ... 20) = Tr 9As, (1) ... As (tn). (68)

Specidlis példédk a stirliségmétrixra a vakuum-allapot |0) (0|, vagy az egyenstilyt leiré statisztikus operétor
Z Ye BH ahol Z = Tre PH.
Az operéatorok idéfiiggésére felirhatjuk

KA =i[H,A] = A(t) = 1) g(tg)eHHEt0), (69)

ezt visszahelyettesitve kapjuk (elhagyhatjuk a ¢y argumentumot)

Ay, ... ’xn) — it —to)Al e—iH(tl—tz))Az e~ tH (ta—t3) e—iH(tn—1—tn)An e~ tH (tn—to) (70)

Most visszairhatjuk az idofejleszté operator reprezentéacidjat, és felhasznélhatjuk, hogy a mezdk varhaté értékei

(H@a|2) = @, (W), (@) = L, (19), (W[ Fahe) = (Wl (WITLIY) = )" (W'l

(71)
amit kapunk
C path
(Alar, o)) = [ Docletar(n)... A, (72)
ahol .15 o ®.15 o

(i lehi) (thiles)

ahol az f ill. ¢ index a vég (final) ill. kezdeti (initial) konfigurdciékra vonatkozik. Az dltaldnos mezdk feletti PI
integralasi mértékét D A-val jeloltiik.

A képletben szerepls id6-pélya (kontir) valéjdban egy zart idé-hurok, amely tg — 1 — to — -+ =, — &
modon megy. Erre azért van sziikség, mert a PI-on beliil a mezok mar a klasszikus értékiikkel szerepelnek, ezért
automatikusan idérendezett varhato értéket kapunk. Ha az argumentumok Ossze-vissza szerepelnek, akkor olyan
konturt kell haszndlnunk, amely szerinti rendezés éppen a megfelel§ operator-sorrendet adja vissza. Amennyiben
egy rész idében monoton, akkor a megfelelé szakasz egyetlen szakassza olvad Ossze; pl. t; > to > t3 esetén
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frhatjuk t; — to — t3 helyett, hogy t; — t3. Ezen feliil mindenhol be lehet szirni egy e'(!'—t)—iH(t'~t)

egységoperatort, ami azt jelenti, hogy tetsz6leges ponton beszirhaté az ido-lancba egy kitérd, azaz t, — t,41
helyett irhaté t,, — t' — ¢, — t,+1. Mindezek alapjdn az id6-konttr alakja tg — oo — tg — -+ — 00 — &g, ahol
az oda-vissza futdsok szdma elégséges kell legyen ahhoz, hogy (rendezést is figyelembe véve) az Osszes operdtort
magaba foglalja. Ez az alak mér csak az operatorok szaman keresztiil fiigg az operdtoroktol.

Hogy ezt az altalanossagot kissé megszoritsuk tekintsiink csak olyan varhaté értékeket, amelyek rendezése

A(xla s 7xn) =T (Al (tl) s An(tn)) X T(An+1(tn+1) cee An+m(tn+m))v (74)

ahol T* az anti-idérendezést jelenti (azaz t; < to < --- < t,). Erre elég két szakaszt megtartani, a to — oo — &g
modon, egyben ez a legkevesebb szakaszt tartalmazoé kontir, azaz egyetlen lokalis operator varhato értékéhez is
ezt kell kiértékelni. Ekkor érdemes olyan jelolést alkalmazni, hogy 1-es kontirnak nevezziik a tg — oo szakaszt,
és ha egy operdtor idéargumentuma ezen az (idérendezett) szakaszon van, akkor ellatjuk egy 1 fels§ indexszel; az
anti-idorendezett szakaszndl a 2-es indexet hasznaljuk. Az 1-es terek maguk kozott mindig idérendezve vannak,
a 2-esek anti-idorendezve, és a 2-esek bdrmely idéargumentumnadl az 1-es tereknél késébbinek szamitanak, azaz
az 1-esektdl balra helyezkednek el.
A hatdas-funkciondl:

S= / it (75)
to

Az anti-idérendezett szakaszokon eredetileg oo — to az integrdlds hatdrai, a fenti alakra hozva tehat egy —1
eléjelet is kapunk. Végiil a fenti A operator PI reprezentécidja

<A($1,~-~,$n+m)> :/ DAVDAR) (=i, @ilolyy, @y) ISIAM]-iS[A®)]

(Yil1:)
xAP (1) AP () AL (bt - AL (btm)- (76)

Hogy a jeloléseket egyszeriisitsiik, hasznalni fogjuk a kovetkez6 jeloléseket:
A= (AD A®) DA=DAVDA®  S[A] = S[AV] - S[A?)]

(=15, ;10|0f, D)
Al =
ol4] Wilds)

Do =DA[A]. (77)

Ezzel a fenti alak
(Aers. o)) = [ DoeSWAv(n)... (1) (78)

kifejezésre egyszerlisodik.
A o[A] nem fiigg a teljes pélydtdl, csak a mezbk kezdeti illetve végértékétsl. Valdjaban az integralds
hatarfeltételeit biztositja.

4.1 Propagatorok

A fentiekre példa a 2-pont fiiggvények esete. A(t1) és B(t2) négyféle médon rendezhetd, A(t1)B(t2), B(t2)A(t1),
TA(t1)B(t2) és T*A(t1)B(t2). Az els§ eset kontir-rendezés szempontjabdl olyan kell legyen, hogy fliggetleniil
t1 és to konkrét értékétdl t1 nagyobbnak szédmitson, mint to. Ez azt jelenti, hogy A(t1) a Ca-n, B(tz) a Ci-en
legyen. A konttr-rendezést To-vel jeloljiik, akkor ezt (ToA®)(t;)BM(ty)) médon frhatjuk, ami azt jelenti,
hogy a PI ald A (t;)B™M(ty) frandé. A propagétorokat G 4p-val jellve tehat:

iGis(t1,t2) = (Te AW (t1) BP (t2)) = a(B(t2) A(t1))

iGYp(t1,ta) = (T A®) (1) BW(ta)) = (A(t1) B(t2))

iGYp(t1,t2) = (Tc AW (t1)BW (o)) = (TA(t1)B(ta)) = O(t1 — t2) iGAp(t1, 1) + O(ts — t1) iG Y (t, 12)
iGp(t, t2) = ( (t1) A (t2)) = (

TA(t1)B(ts)) = O(ta — t1) iGH(t1, t2) + O(t, — t2) iG 25 (11, 12079)

+1 bozonokra

a=+l= { —1 fermionokra ° (80)
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Természetesen a To-rendezés alatt a sorrend (fermionikus operdtorokndl eléjel erejéig) nem szdmit.

Lathatéo médon a propagatoroknal a tobbféle rendezés dltalanos esetben is két alakra és a O-fiiggvényekre
vezethet$ vissza, azaz elég csupan G'2 és G?! propagatorokat kiszdmolni. Egy egyszerti megfigyelés, amely a
(79) egyenletbél kiolvashatd, azt mutatja, hogy

Gll T G22 — GlQ + G21. (81)
Hogy ezt a kovetelményt automatikusan teljesitsiik, bevezethetjiikk a Cho konturon értelmezett terek kom-

bindcidit, és azok propagdtorat szdmithatjuk, igy kapjuk az R/A formalizmust. Legyen

A0 AQ) 4 A®@)
S —

A@ =AM _ 43, (82)

)

Ezekre, elhagyva most az argumentumokat

Gy = (TeADBO) = 1 (iGH +iG%y +iCp +iG%s) = (i : Gila _ <A(t1)B(t2) zaB(tQ)A(tl)>
iGTy = (T AW B@) = 1 (ZG — G +1iG s —iG%y) = iGYp — iGlY = Ot — t2)oas(t1, t2)

iGYy = (T AW BM) = ( GUs +iGs — iGYp —iG%y) = —iG% 5 = —O(ty — t1)oan(t1,t2)
iG% = (T AW B@) = zG}gB — Gy — iGH s +iG%y =0, (83)

ahol bevezettik a
0aB(t1,t2) = iG4p — iGYE = (A(t1) B(t2) — aB(t2) A(t1)) (84)

spektral fiiggvényt, amely a mez6k (anti)kommutatora.

Az aa propagator mindig nullal Az rr propagatort szoktdk Keldysh propagétornak is nevezni, a G("® a
retardalt propagator, a G(*") az avanzsélt propagator. A retardalt és avanzsalt propagatorok kiilonbsége is a
spektral fiiggvény

0aB(t1,t2) = G — iGYp. (85)

4.2 Generator funckcional
Hogy a jeloléseket kissé egyszeriisitsiik, bevezetjiik a generdtor funkcionalt. Jeldljik J = (J W, g (2)) és JA =
JWAW + J@A®) | Ekkor

Z[J) = W) /Dg etSIAI+ [ A (86)

Itt a J mennyiségeket dramoknak hivjuk, bozonikus szabadsdgi fokokhoz valés (ill. komplex) dramokat ren-
deliink, fermionikus szabadsagi fokokhoz pedig Grassmann véltozokat.
Vildgos médon
Z[0,0)=Tro = 1. (87)

A generdtor funkciondl derivaltjai a korreldcids fiiggvények:

ntm 7 7(1) 7(2)
A(.I‘l, e 5 [J . J ]

A Tp) ) = . (88)
< > ST (1) . 0D (42)8 ) (tnsr) o 0TS (b)) |,

A derivaldsok sorrendje fermionokndl fontos a helyes eldjel miatt.

4.3 Specialis kezdofeltételek

A fenti formula a legédltaldnosabb nemegyensilyi kezdofeltételeket tartalmazza, azonban a praktikus
szamitasokhoz meg kell szoritanunk az altaldnossagot, hogy kezelheté kifejezésekhez jussunk. Ezen feliil, bar
egy altaldnos slrisdgmatrixbdl indulva bonyolult dinamika alakulhat ki, ez a dinamika nagyon egyedi. Ha
pontosan meghatarozott kezdeti feltételeink lennének valamilyen fizikai alapelv miatt, akkor értelme lenne
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ezt a bonyolult dinamikat pontosan vizsgalni. Azonban &ltaldban véve nincs kitiintetett sliriiségmatrix, és
paraméterezni — a végtelen sok paraméter miatt — lényegében lehetetlen. Aminek fizikai jelentése van, az egy
altalanos kezdofeltételbdl induld tranziens viselkedés utan bedlld, univerzalis dinamika. Ennek felderitésére
két médszert alkalmazhatunk: vagy feltessziik, hogy mar kozel vagyunk az egyensilyhoz, és az egyensuly felol
megkozelitve frjuk le a dinamikat (linedris vagy magasabb rendii vilasz elmélet). A mdsik megkozelités, hogy
egy egyszeri kezdeti slirliségmatrixot vesziink, amely analitikusan kezelhet6, és feltételezziik, hogy megfeleléen
altaldnos kovetkeztetésekhez vezet. Ilyen kezdeti feltételek lehetnek, hogy pl. tér-sajatallapotbol indulunk,
ahol a tobb-pont Osszefliggd korreldcids fligvények nulldk (1. késdbb), vagy olyanok, ahol csak az egy- és ket-
pont &sszefiiggd korrelacids fliggvények kiillonboznek nulldtél. A fenti megfontoldsok miatt elészor egyensiilyi
stirtiségmatrixokat fogunk vizsgalni.

5 Egyensuly

Egyenstlyban a sliriségmatrix alakja

1
o=— e P Zy=Tre PH, (89)
Zo
Itt kihasznalhatjuk, hogy formadlisan ugyanolyan alakot kaptunk, mint az id6fejlédésnél, ami jol latszik a 8 —
it, t — —i megfeleltetésbdl. Erre tehdt ugyanaz a PI reprezentaci6 alkalmazhat6 mint eddig (1. (66)), mégpedig
praktikusan egy to — to — i pélyara alkalmazva

to—iB

i [ L 1
“AH = [ DAe ‘o D) ——— (Yo, Pol .
€ / € |Z/}N7 N> <¢0|1/}0> <w07 U| (90)

Ez az alak tehat folytonosan csatlakoztathaté az eddigi palysk végéhez. Ehhez az e~ P PI reprezenticiéjdban
szereplé palydkat 3-as indexxel latjuk el, és definidljuk az euklideszi hatast, mint

fo—¢B t=to—ir, T =1i(t — to) s
S = —i / dt LIA(), 0, A(1)] = { dt = —idr, 7= [0, 8] _ / dr (<) LIAD) (1), i0, A® (7). (91)
o Aty —it) = AC)N(1), 9, = iD, 4
Emiatt a reprezentécié miatt eltlinik a ¢ a kifejezésbdl, és a trace miatt a pédlya zarédik. A palyak folytatdsanal
a kezdd konfiguracié megegyezik a vég-konfiguracioval, és ez bozonokra periodikus hatarfeltételeket jelent. A
fermionoknél viszont, a trace-ben fellépé —1 miatt antiperiodikus pdlydkkal kell szdmolnunk.
A generdtor-funkcionalt (86) kiegészithetjiik a 3-as indexfi terekkel illetve dramokkal:

Z[J(l)’ J(z)’ J(s)] _ % / DADDAD P AB) eis[A<1>]—is[A<2>]—sE[A<3>] ef[z‘J(l)A(l)—&-iJ(z)A(z)—foﬂ dTJ(‘q’)A@)].
0

(anti)periodikus

(92)
ahol
Zo = / DA =514 = 70,0,0). (93)
(anti)periodikus
A kifejezésben szerepld id6-kontir a 1 dbrdn lathato.
A fenti alak kovetkezményeként most akar
A=T A (ity) ... Ay(it,) T*By(th) ... By (t.,,) TCL(t)) ... Co(t)) (94)

operator varhaté értékét is szamolhatjuk ezzel a kifejezéssel, ahol T, a 3. kontiron érvényes idérendezést jelenti:

A) = T ei® g (95)

< A> §nZ[JD @) g6

Az egyensily kovetkezménye, hogy idéeltolas-invarians, igy to invaridns a rendszeriink, vagyis vélaszthato
to — —oo. Ekkor azonban jelentés egyszertisitést kaphatunk. Ha olyan (Osszefliggd) korreldcids figgvényt
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t; 301 tc
Cs C2
+-ti—ip

Figure 1: Véges hémérsékletii idé-kontir

néziink, amelynek van argumentuma C;2-n és Cs-on is, akkor kozottiik végtelen hosszi propagdldsra van
szitkség. Minden redlis kolcsonhaté elméletben van valamilyen csillapodés, ami azt jelenti, hogy ezek a varhato
értékek nulldk lesznek. Mads széval a dinamika szempontjabdl a Cs kontur lecsatolodik a C 2 konturrdl, ezért
elég kizardlag az ezeken a kontirokon levo terek sajat maguk kozotti korrelaciojat kiszamolni.

5.1 Vakuum varhaté érték

A vakuum varhato érték a véges homérsékleti eset egy specidlis hataresete. Ha ugyanis § — oo, akkor energia
sajatallapotokkal reprezentalva

e =37 e P In) (n] "= 10) (0] (96)

A vakuum véarhaté érték tehat a nulla hémérsékletii hatareset.
Ekkor ¢ = |0) (0], valamint kizdrélag idSrendezett szorzatot szdmolunk. Ekkor (70) kifejezésb6l

<0\A|0> - En: <0 e

Mivel forrasok nélkiil a vakuum egyértelmiisége és az energiamegmaradds miatt nem keletkezhet kés6bb sem
més, mint vakuum, ezért a fenti kifejezésben kizérélag |n) = |0) marad. A vikuum normadltsdga miatt

iH(tooftg)

n> <n ‘efiH(too7t1)A167iH(t17t2) A e (t—t0)

0> . (97)

iH (too—to) _ i —io __ 1H (too —to) _ —iH (too —to) *
e 010y =e7*)0) = e **=(0le °10) = ({0le °0))* = e =0y (98)

Itt a nevezoének most mar van idérendezett PI reprezentacidja.
A maésodik faktor teljesen iddrendezett, és csak egy szakaszt tartalmaz a konturbdl, vagyis a PI-
reprezentacidja:

/DAeiS[Al A .. A,

(0|TA; ... A,J0) = (99)
/ DA 514
5.2 Kémiai potencial
Ha van megmaradé aramunk, akkor definidlhatjuk a nagykaonikus allapotosszeget
Z =Tre PH-1N) [ N]=0. (100)

Ekkor pontosan ugyanugy jarhatunk el, mint fent, azzal a kivétellel, hogy az Euklideszi hatasba bele kell
illeszteni a megmaradé aramot is. Ha N Noether toltés, akkor

B
N:/d3xn(x) = H—-H-pun = L—-Ltpn = SEﬁsE—ﬂ/dTN[A(?’),zaTA(?’)]. (101)
0
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5.3 Propagatorok

Egyensilyban az &ltaldnos (79) alak egyszer(ibbé vilik. Kihasznéljuk, hogy homogén térben az egyensily
tér- és iddeltolas invaridns, ekkor a propagatorok csak az argumentumok kiilonbségétol fliggenek, azaz lehet
t1 = t, to = 0 argumentumokat haszndlni (79)-ben. Ezen feliil még a C3 kontiron felvett propagdtorokat is
kiszamolhatjuk, azaz a kovetkezd rendezéseket fogjuk tekinteni:

iG55 (t) = (T AW (#)B@(0)) = Zio Tr [e*#aB(0)A(t)]

iGAL (1) = (T AP (#)BW(0)) = Zio Tr [e 7 A(t) B(0)]

iGY5(t) = (Te AW () B (0)) = Zio Tr [e PHTA(t)B(0)] = O(t) iGH5(t) + O(—t) iGL5(t)

iG%p(t) = (Tc A® (H)B®)(0)) = Zio Tr [e” T A() B(0)] = ©(1)iGp(t) + O(~1) iG Y5 (t)

G35(t) = (Tc A®) (1) B®)(0)) = Zio Tr [e PHT  A(—iT)B(0)] = O(1) iGHp(—iT) + O(—7) iG 5 (—iT),
(102)

Megjegyzés: a G335 propagdtorba nem szoktdk beledefinidlni az i-t, mi is ezt a konvenciét kovetjiik.
Miutdn minden kifejezheté G12 és G?! segitségével, csak ezt a kettSt vizsgaljuk tovabb. Kihasznalva, hogy
e PH Kkezelheté gy is, mint egy —if3 idejii eltolds, valamint a trace ciklikussigat, kapjuk

iGY2,(t) = Z% Tr [ PH B(0)A(t)] = Zio Tr [ePH PH A(t)e P B(0)] =
- Z% Tr [e P A(t — iB)B(0)] = aiGHp(t — if). (103)

Ez a KMS-feltétel (Kubo-Martin-Schwinger). Fourier transzformdcié utdn, valamint kihasznalva (84) egyenletet

oo

iG(w) =« / dt et iGAL(t — if) = ae PYiGH L (w) = ae P (oap(w) + IG5 (W), (104)
ahonnan
1
IG5 (W) = ang(w)oap(w), iGHg(wW) = (1+ ang(w))oap(w), ahol ng(w)= T (105)

a Bose-Einstein (4) illetve Fermi-Dirac (-) eloszlds. A formula egyik & ereje, hogy tetszéleges A, B operitorra
igaz marad! Az n, eloszlasok egy lényeges tulajdonsiga

14+ ang(—w) = —ang(w), (106)
hiszen 5
o e P¥ 1
1 =— =— . 107
* e P —a o — e Pw aeﬁw —a (107)
Nulla homérsékleten:
na(w) = —a0(~w). (108)

Kémiai potencidl esetén is elvégezhet6 a fenti gondolatmenet, ha az A operdtor hatdrozott toltéssel ren-
delkezik, azaz

dA(s)

[N,A] =gA = A(s) = e NAeN . F P —qA(s) = e NAeN =994, (109)
Ekkor:
Gl (1) = 7T e N B(0)A(1)] = 7o [ PN SN A1) 0 =N) B(0)] =
_ e*qﬁ#% Tr [e’ﬁ(H’“N)A(t - w)B(O)} — e~ 0 i G2l (t — i), (110)
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Innen:

Gl (w) = ae P (o4 p (W) +iGH (W), (111)
ahonnan
iGlp(w) = ana(w + qu)oas(w, i),  iGHEW) = (14 ana(w + qu))oas(w, p). (112)

R/A formalizmusban a retardélt (ra) propagédtor (83) miatt a spektral fiiggvénnyel ardnyos. Kihaszndlva a
theta-fiiggvény Fourier transzformalt alakjat

oo (oo} 3
O(w) = / dt e™'O(t) — /dtei“’tfst = w—iz—ie’ (113)
—o00 0
valamint hogy a szorzat Fourier-transzformaltja konvolicié
7 dw” 7 i(w—w —w dw
o) = [ arsoa0et = [ [L o) [ e [ fw-whe), 19
— 00 — 0o
kapjuk (G (k) = (©pap)(k) miatt
dw o0ap(w,k) /dw oaB(w, k)
elk)= | — ————— Yplk)= | —  ————=— 115
A (k) /27rl<:o—w+i£’ Gap(k) o0 kg —w —ie’ (115)

Kramers-Kronig relaciokat.

A Kramers-Kronig relaciok felfoghaték ugy is, mint a kauzalitas kovetkezményei. Ez annyit jelent, hogy
ha egy korreldtor tartalmazza a theta-fliggvényt, ami (1. kés6bb) azt jelenti, hogy a vélasz szigorian a hatést
koveti, akkor a Fourier-transzformalt alak ilyen alaku.

A relaciok kovetkezménye, hogy a retardalt illetve avanzsdlt propagator gy kaphatd, mint a “generikus”
propagator az w = ie helyen:

dw oap(w, k)

GAB(k) - %ﬂ = 7"AaB(k) = GAB(]{ZQ—‘y-iS,k), %TB(k) :GAB(ko—iE,k). (116)

A Kramers-Kronig reldcidkat invertalni is lehet. Ehhez a diszkontinuitas fogalmat vezetjiik be:

Disc f(z) = lirr(l)(f(x—i-ia) — f(x —ig)). (117)
x E—
Specidlisan
1 1 1 .
DISC* = lim { — — , ] = —2mid(x). (118)
e—0|x+1e X —1€
Emiatt

oap(k) = DkisciGAB(k) = Dkisci e (k). (119)
0 0

Ez azt is jelenti, hogy a Fourier-tér alakok is tudjak a (85) relacidt.
Az rr propagétor (Keldysh-propagétor):

up(k) = <; + Oma(ko)> oap (k). (120)

Lathatoan a spektral fiiggvények kozponti szerepet jatszanak, emiatt érdemes néhany tulajdonsigukat
megallapitani (kihasznélva egyensilyban az idGeltolds-invarianciét)

oo oo

dine) = [ dtem (B0, AN = [ aret ((B1(6), 41(0))) = o1 (),
oap(~w) = / dte~ ! ([A(t), BO))) = —a / dte! ([B(t), AD)]) = —agpa(w),

(121)
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A fentiek miatt a spektral fliggvény valds, ha
0ipw) = 0ap(w) = opiat(w) = B=A" (122)
Ebben az esetben tovabbi megallapitasokat tehetiink. Felhasznalva, hogy:
A(z) = P A(0)e P2, (123)

ahol P a négyesimpulzus operatora, és beszirva egy teljes négyesimpulzus sajatdllapot-rendszert a korrelatorba
kapjuk

Tre™?[A(@), BO)] =) _(nle”?[A(@), BO)][n) =} (7" = e™®5) (n]A(2)| m) (m[AT(O)|n) =

= (e7En — e e Pn=Fr)r | (| A(0)| m) |2, (124)
Emiatt
oant (k) =Y (2m)*6(k + Py = Pyy) (e — e Fm) [(n] A(0)|m) [*. (125)

n,m

A fenti formula kdvetkezményei:

o diszkrét spektrum esetén o44:(k) Dirac-deltdk sorozatdbdl all (ezek Gsszeolvadhatnak egy folytonos
fliggvénnyé)

e 0441 (k) # 0 ott, ahol van két olyan sajitdallapot, amelyre E,, — E,, = kg és p, — pm = k.

e Ha ky > 0, akkor E,, > E,, emiatt az exponencialisok kiilonbsége mindig pozitiv. Tehét

044t (ko > 0,k) > 0. (126)
e nulla hémérsékleten
oant(k)| = (2m)*6(k = Pn) [ (0[A(0)|m) *, (127)
T=0 ™

ennek értelmezése: silyozott allapotsiiriiség.

Ebben az esetben G4 4+ “generikus” propagator is valds, igy igaz, hogy

ot (k) = Gy a1 (ko +ig, k) = G ga1 (ko —ig, k) = GY 41 (k). (128)
Emellett
. 1 . ) 1
Im G (k) = Im G g4t (ko + ig, k) = % [G aat (ko +ig, k) — G aat (ko +ic, k)] = _§QAAT(k)
dw 0aat(w, k) /dw oaat(w, k)
ra (1) — - — P S 12
Re Gl (k) /2#Rek0—w+i5 L 2n  kp—w (129)

Az avanzsalt propagatorndl az imaginérius rész szamolasandl egy el6jelkiilonbség jon be.
Vizsgaljuk meg az imaginarius idejli propagdtort is. El6szoris, a KMS feltétel miatt 0 < 7 < g tartomanyban

GBo(—1 + B) = iGH (i1 —if) = aiG 5 (iT) = aG35(—1), (130)

azaz G535 [ szerint (anti)periodikus. Emiatt a Fourier-transzformaltban csak diszkrét frekvencidk fordulhatnak
eld

2mnT bozonokra
Wn = { (2r + 1)nT  fermionokra. (131)
A Fourier transzforméltra pedig, amit most diszkrét esetben a kovetkezOképp értelmeziink:
B
flon) = [dreo i), fn) =T e flon) (132)
o n
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adodik:

8
) dw ef® _ dw 0ap(w, k)
— iwn T 133 k) = / (iwn—w)T :/ ? . 1
G335 (wn, k) /dT€ Gyp(1, k) 5 B o QAB dre ST (133)

Osszehasonlitva ezt a retardalt propagatorra kapott Kramers-Kronig reldciéval (115) kapjuk:
—G%p (1w, — ko +ie, k) = G5 (k). (134)

Megjegyzés: egyes kényvekben mds alakot latunk, ez egyrészt a Fourier-transzformécié definiciéjanak
kiilonbségébdl, mésrészt a G35 propagétor definicidjanak kiilonbségébdl szarmazik. Ezért mindig egyeztessiik
a definiciékat az alkalmazds elott'

5.4 Szabad elméletek
5.4.1 Bozonok

Az eddig elmondottak tetszéleges kdlesonhaté elméletre igazak voltak. Kvadratikus elméletek esetén azonban ki
is lehet szamolni a korrelaciés fiiggvényeket. Itt kizardlag téridében lokalis elméleteket fogunk vizsgalni, vagyis
amelyben az idé- és térderivaltak csak polinomidlisan fordulnak els.

Kezdjiik a legegyszeriibb elmélettel, amely egyetlen, tér- és idGeltolds invaridns valds (kvantdlva onadjungalt)
bozonikus szabadségi fokot tartalmaz (Klein-Gordon elmélet). A Lagrange- illetve Hamilton-stir(isége, térbeli
Fourier-transzformacié utan

1 1 1 1
L= 5(at<1>)2 — §(I>w2(i8)<l> =_0K®d, H=_-II"+ §<I>w2(i8)<1>, (135)

2

ahol w?(i@) csak a térszerti derivaltaktél fiiggd fiiggvény. A kanonikus kvantalds relacidi:
[@(t,x),1I(t, y)] =id(x—y),  [®(t,x),P(y) =0,  [I(t,x),I(ty)] =0. (136)

Emiatt a mozgasegyenletek

0,5t %) = i[H, ] = / Py 2t y), B(t,x)] = Ti(t, %)

oiti(t.x) = (.11 = [ d3y%[i>< Y)W (i0)(1,y), T1(t,%)] = ~o? (1) (1,)
= (07 +w%(i0)2(t,x) =0 = (9} +wp)®(t,k)=0. (137)
Ennek megoldédsa
d(t, k) = &(0, k) coswit + I1(0, k) Sh;‘:kt. (138)
A spektral fliggvényre vonatkozé egyenlet tehat
o(t,x) = ([(t,x),2(0)]) = (97 +wio(t.k) =0, (139)
ennek mogoldasa
ot %) = 0(0, k) coswict + Byo(0, k) LKL (140)
A kezdeti feltételek konnyen kiolvashatok a kommutacios reldciokbél:
0(0,x) = ([2(0,x), ®(0)]) = 0, 0(0,x) =0
9:0(0,x) = ([0:(0,x), 2(0)]) = —i6(x),  9,0(0,k) = —i, (141)

azaz a kezdeti feltételek, igy a megoldds is fiiggetlen a slriségmatrixtol. Emiatt a spektral fliggvény minden
hémérsékleten, minden kémiai potencidlnal (sét, még nemegyensilyi koriilmények kozott is) ugyanolyan alaki:

sm wit 2T

o(k) =

t,k
( ) Wk ka

5(ko — wi) — (ko + wi) | = 2msgn kod (ki — wi). (142)
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Fent lattuk, hogy a spektral fliggvény ott nem nulla, ahol adott k-hoz energiaszint tartozik. Ez azt jelenti, hogy

a Klein-Gordon hatéas olyan részecskéket ir le, amelyek energiaja
E? = wﬁ.

Ha wi = k2 + m?, akkor egy relativisztikus, m tomegii részecske diszperziés reldciéjat kapjuk.

(143)

A spektral fliggvény valds, antiszimmetrikus (1. (121)), pozitiv frekvencidkra pozitiv. Ennek segitségével

felirhato
1
k)= —————s
(k) (ko +ie)? — wi’
1
G (k) =

(ko —ig)?2 —wd’
iG*? (k) = 2m sgn ko n (ko)d (kg — wi),
iG*H (k) = 2msgn ko (1 4 ny (ko))d (kg — wip),

iG™" (k) = 27 (; + n+(wk)) 3 (kg — wid),

1 .

G (k) = ol 2mi(sgn kony (ko) — O(—ko))d(kg — wip),
1

G2(k) =~ + 2mi(sgnkon (ko) — O(—ko))6(kE — w3),

kg —wyi —ie
1
Bk) = —— ko = 2mnT).
G (k) ]{?(2) T w12< (ko nT)

(144)

A tobbpontfliggvényekhez hasznédljuk a generator funkcionalt. ElGszoris integraljunk ki a kanonikus impulzus

szerint:
/\DHE_Z-(%H2_H8"(D) _ /DHe—%(H—8t¢)2+%(8t¢)2 ~ e%(at{))2.

(145)

Ez azt az altaldnosan is alkalmazhaté szabdlyt adja, hogy ha a Hamilton operatorban a kanonikus impulzustol
valé fiiggés ~ I12, akkor formalisan a palyaintegrdlban hasznalhatjuk a IT — 9;® atalakitast. Ebben az esetben

tehat:
L(II,®) — L(0,D, D),

az eredeti Lagrange-fliggvény. A tovabbiakban végig feltessziik, hogy ez a helyzet.
Ezutén frhatjuk a pélyaintegrélra, hogy

2] = /Dq)eg@abw@ _ /D(I,eg(qpuzc*)iqq»uzcﬂ)+%J}C*1J _ eg.Jic*J/D(I,egqncg

Az invertalasnél figyelni kell a hatarfeltételekre; azonban a fenti formula miatt

52Z[J]

G = 5757

=ikt
J=0

igy hasznéalhatjuk a korabbi eredményeinket:

. 4 )
Z[JW J@ 3] = Z exp (; / (g ’;4 J(a)*(k)G“b(k)J(b)(k)> = / DPez®k?,
Y

Még hatra van a Z; kiszamitasa. Lattuk, hogy ehhez csak az imaginarius kontur ad jarulékot, azaz
Zy = /D@fé‘b’%‘b ~ (det Kg)~'/2,

hiszen diagondlis esetben

o0
/dxe_%‘uzz n
1/ —

—o00
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A szabad energiara kapjuk
1 T
F:—Tan:§TlndethE:§TrlnlCE. (152)

2

A konkrét szédmitashoz alkalmazzunk egy triikkot: irjunk wi — W= wi + a alakot a Lagrange-fiiggvénybe,

a szamitasok végén a — 0-t vesziink. Ekkor

% = ”/dT/d?’ /D@qﬂ 7,x)e” %8 = ”ﬂvzo (®(0)®(0)) = f%ﬁVZOiG"(x: 0). (153)

A differencidlegyenlet megoldasa

Zo = e=0V1, % - %iG”(w ~0) (154)

A termodinamikai értelmezés szerint f a szabadenergia-stiriiség.
Felhasznédlva a G™ alakjat (1. (144)) frhatjuk

4 4 3

innen
\w +A2

Fla=A2) — / /2::3?2 (1420, () = 2/ @k /dw1+2n+( ). (156)

Tegyiik fel, hogy A > barmely mas fizikai skala, ekkor elhagyjuk a A — oo esetén nulla jarulékokat, és kapjuk

3 w 3
f= / 'k —k—i-Tln( —M)) - 2/(‘2“){ A+ f(a=A?). (157)

Az utolsé két tag allandd, vagyis elhagyhaté. A maradékban az elsé tag felel meg a T = 0 jaruléknak, és
formalisan a nullponti energia felosszegzését jelenti. Ez a tag divergens, hiszen végtelen sok mddusunk van.
Mivel ez a tag is hémérsékletfiiggetleniil tolja el a szabadenergiat, ezért ezt is elhagyhatjuk. Ekkor a fizikai
szabad energiara

d*k

F=fV= TV/ In(1 — e~ Pwx), (158)
(2m)?
A nyoméds, illetve belsé energia:
oF d’k JBF d*k
=——=-T In(1 — e Pwx E=—= — . 1
P 57 /(27r) n(l—e ), e V/ o) w4 (wk) (159)
Specialis esetekben ez ki is szamithato:
e ha wy = k?/(2m), és T < m, akkor
T\ 3/2 T\ 3/2 3
F=—7v (2 . op=T(Z . E=2pv. (160)
o on 2

Megjegyzés: ha a szokdsos h és kp faktorokat visszafrjuk, akkor p = T(mkpT)>/?/(2wh?)3/? eredményt
kapjuk.

e ha wy = k ultrarelativisztikus diszperzids relacionk van, akkor
F= ——VT4 —T4 E = 3pV. 161
90 P=5 D (161)

A hilletve kp faktorokat is befrva p = golurs (kpT)*.
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Tobb szabadsagi fok esetén feltessziik, hogy II-ben diagondlis a Hamilton-operator, valamint megmarad az
impulzus. Ekkor, térszerii Fourier-térben

1 1 1 1
= I — 2900Q,¢, = I - —&Qa. 162
H 9t 971 J =3 2 2 (6)
ahol © szimmetrikus, sajitértékei mind pozitivak, azaz létezik szimmetrikus valés gyoke: w? = Q. A
mozgasegyenletek

(0 —w*)® =0, (163)

a spektral fiiggvény, mozgdsegyenlete, illetve a megoldés:
o(@) = (@), (0)) = (-wel®)=0 = p=—iw  snwt, (164)
mert 0(0) = 0 valamint 0;0(0,k) = —il. Hogy a Fourier transzformdciét el tudjuk végezni, a projektor-

felbontast hasznaljuk
w=> w\P\, P\P,=6,Px (165)
A

Ezzel
o(k) = ox(k) Py, (166)
A

ahol gy (k) az egy tomeghéj spektrdl fliggvény (142) wy (k) diszperzids reldciéval. Mivel minden kifejezésiink
linearis p-ban, ezért a fenti szumma 6roklodik az Gsszes kifejezésiinkre. Valéjaban megfelel6 szabadsagi fokokkal
kifejezve fiiggetlen részecskék szummajat kapjuk.

5.4.2 Fermionok

Ugyanez a gondolatmenet alkalmazhaté a fermionok esetén is. A szabad Lagrange-fiiggvény itt idében elsérendii
derivéltakat kell tartalmazzon. Ezen feliil a (bi)spinortérben is tartalmazhat valamilyen struktirét:

L=0V(i0, - Md)¥ =VIKY = MH=i0l = H=UM>id)DV. (167)
A hatés hermitikussdgahoz I hermitikus kell legyen. A kvantdlashoz
{07, %), ¥(t,y)} =d(x—y),  {¥(tx),¥(ty)}=0. (168)

Ezzel a mozgasegyenletek:

at\:[j(tv X) = Z[Ha \I](ta X)} = Z"/dgy [\Iﬁ(tv y)M(Za)\II(tv y)a \Il(ta X)] = —ZM(Z@)\I/(t, X) = (Zat_M(Za))\I/ =0.

(169)
Fourier térben '
(i0; — M(k)¥(t, k) =0 = U(t, k)= MOy k). (170)

Ezzel a spektralfiiggvény:
owwi (t.x) = ({U(t,%), 01 (0)}) = (@0 — M(K))owwi (k) =0 = opyi(t,k) =e MO (171)
ahol figyelembe vettiik a og gt (0,k) = 1 kezdeti feltételt. Hogy a Fourier-integralt elvégezhessiik, hasznéljuk az
M métrix projektor-reprezentacidjat:
MK) =) k)P = ogwi(k) =Y (2m)d(ko —wa(k)Py, (172)
A A

ahol Py a A altérhez tartozo6 projektor. Ha csak egy frekvenciank van, akkor a szumma egytagi. Relativisztikus
részecske esetén egy részecske és egy antirészecske van a spektrumban, melyekhez tartozd energidk egymas

ellentetjei, azaz w; = —wq. Ekkor a spektral fliggvény irhaté a kévetkezd alakban:
owwt (k) =Y _(2m) [6(ko — wa)Px + 8(ko — wa)Py] = > _(2m) sgnkod(kg — w3) [(ko + wx)Px — (ko — wa)P4] =
A A
= (ko + M) Y _(Pr+ F}) ea(k), (173)
A
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ahol g, a szabad bozon spektral fiiggvény (142). Ha csak egyetlen relativisztikus tomegiink van, akkor P+ P’ =
1, azaz ekkor

owwt (k) = D(k)o(k), ahol D(k) = ko + M. (174)
D neve Klein-Gordon osztd, mert ezzel szorozva a mozgasegyenletet megkapjuk a tomeghéj feltételt:
(ko + M)(ko — M) = k} —m?. (175)
A Dirac egyenlet esetén a mozgasegyenlet, illetve a KG oszt6:
¥—m, D(k) =F+m. (176)
Feltéve, hogy egy Klein-Gordon oszténk van, a propagatorokra kapjuk
D(k
=T z'e()z)— Wy’
Gor(y — D)

(ko — ie)? — wp’
iG™2 (k) = —n_ (ko) D(k)o(k),
iG? (k) = (1= n_ (ko)) D(k)a(k),

i67 (1) = (5 = n-n) ) D)

61 ) = b +iD(R) (ko) = O(—ko))elk).

G¥(8) = b —D(R) (ko) — O(—ko))elk).

G*(k) = ngjk;ﬁ (ko = (2n + 1)aT). (177)

Ezutén irhatjuk a péalyaintegrélra, hogy

Z[J] = /D\DTD\I,eN*IC\HJ\HJ“PT _ /D\I,TD\I,ei(quruc*lJT)TIC(WHIC*JT)HJUC*J _ evﬁJTIC’lJ/fD\I,TD\I, ez’\I/TIC\I/,

(178)
ahol felhasznaltuk, hogy K 6nadjungalt. Az invertalasnél itt is figyelni kell a hatarfeltételekre, de igaz az, hogy
1 §2Z]J]
G = (T U(2)TT(0)) = = — = = (TP ()T (0)) = ik (z), 179
igy itt is a fenti propagator-matrixot hasznélhatjuk:
: 4
Z[JW, J® | 3] = Zyexp (; / (;l ];4 J(“)T(k)G“b(k;)J(b)(k)> . Zy= / DU DYV AT (180)
™
Még hétra van a Zy kiszdmitdsdhoz 1D (diagondlis) esetben:
/d\IITd\I/e_“'w‘I’ —a, (181)
ezért altalanos esetben
Zo=detKg = F=-TlnZy=-TlndetKg=-TTrlnKg. (182)

A konkrét szédmitdshoz ugyanazt a triikkot alkalmazzuk, mint kordbban, csak most M — M + a médon.
Ekkor

B

% = —/dr/d3x2/mﬁm\yg(r, X)Wo (1, x)e™% = BV Zo Y _(W(0)¥1(0)) = BV Zyi Tr G (z = 0).
0 o «

(183)
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A szabadenergia innen

o imar@=0) (184)

Felhasznélva a G™" alakjat (1. (177)) irhatjuk

R e R ) 2T 3 Pl - ) =

—iTrG™(x =0) /

a3k 1
=> N / 3 (-5t no(w). (185)
A
Innen
o a1 e 7t
fla=n=f= [ [ G5 g = [G [ag+nw) (156)
0 My
Innen kapjuk (elhagyva a A — oo esetén eltiing jarulékokat)
d3k d’k
=T [ o= In(1+eP) 4 - A = 187
f= T [ G m e 4 5 [ S A e = ) (187)
Az utolsé két tag allandd, vagyis elhagyhat6. Ekkor a fizikai szabad energiara kapjuk
F=fV= TV/ n(1 4 e Pwx). (188)
A nyoméds, illetve belsé energia:
oF d3k OBF d3k
- 7 In(1 4 e Pwx E=""" =V |— _ . 189
p=—gr =T [ Ggs 1+, M L (19)

Specidlis esetekben ez ki is szamithatd. Klasszikus nemrelativisztikus részecskéknél ugyanazt kapjuk, mint
kordbban. Az ultrarelativisztikus limeszben pedig (wx = k)

2
s
F=—-——_vT* —24 E = 3pV. 1
%0 , p= 90 3p (190)

5.5 Perturbaciészamitas

Mi a helyzet akkor, ha az elméletiink nem kvadratikus? Kettévalasztjuk a hatast egy kvadratikus és egy
magasabb rendii tagokat tartalmazé részre:

S = S() + Sin‘m So ~ ATICA, Sjnt = /d4$g£int(A(l’j)). (191)
A g mennyiség a csatolasi allandd, Ly pedig a terek lokalis polinomja. Varhaté érték szamitasakor

(TeAr(x1) ... An(y)) = /DAAl(xl) A ()PS0l AT S Al —

n

-3 r / (T v / DA A1) An(an) | [T Li[A(w;)] | M. (192)
n=0 ’ Jj=1

fgy a csatoldsi alland6 szerinti sorfejtett alakban kapjuk meg a vélaszt. Az egyiitthatékhoz a szabad
térelméletbeli tébbpontfiiggvényeket kell kiszdmitanunk. A generatorfunkciondl alakja ekkor

Z[J] — /DA eiSO[A]+iSint[A]+JA — eisint[(s/(sj] /DA eiSo[A]—i—JA _ Zoeisint[(s/(sJ]eiJTGJ —
§I\" i
=7 Z ( / d*aLin [MD el Gl (193)

25




A tébbpontfiiggvények szamitasanal a folyamat végén J = 0-t kell venniink. Mivel az exp[iJ G J] derivaltja
iGJ exp[iJTGJ], ezért a J = 0 limeszt csak azok a tagok élik til, ahol az iGJ elétagot is valami derivalja.
Eppen ezért a derivaldsok parokba rendezheték, végeredményben minden parhoz egy iG faktor fog tartozni.

A fenti formula szerint ezért egy korrelacids fliggvényt n-edrendben a kovetkez6képp szdmoljuk ki (Feynman
szabélyok):

e minden korreldlandé (kiils6) teret egy ponttal jellemziink.
o felirjuk a kolcsonhaté Lagrange sfirtiséget n kiilonb6zé pontban (vertexek)

e a vertexeket és a kiils§ tereket parositjuk, a parositdsokat egy vonallal reprezentaljuk. A vertexekbdl annyi
vonal indul ki, ahdny teret tartalmaz.

e minden vertexhez egy ig faktort rendeliink, a vonalakhoz iG propagétort. Végiil integraljuk az egészet az
Osszes vertex helye szerint.

e Fourier térben az integralds a propagatorok 4-es impulzusira torténik. Ha minden vertex energia- és
impulzus 6rz6 (lokélis elméletben mindig {gy van), akkor a végén megmarad egy teljes energia- és impulzus
0rz6 Dirac-delta.

A kordbban térgyalt lecsatolodasi tétel miatt vegyes (ahol 12 illetve a 3 kontir terei keverednek) korreldcids
fiiggvények varhaté értéke nulla. Emiatt vagy csak a 3-as kontiron végezziik a perturbacidészamitast, vagy csak
az 12 konturon. Az el6bbi az imaginarius ideji vagy Matsubara perturbécidszamitds, a masodik a valds idejii
vagy Keldysh perturbacidszamitas.

5.5.1 Matsubara elmélet

Ekkor kizardlag a 3-as konturt hasznaljuk, ami lehet6vé teszi, hogy csupan egyetlen tipusu mez6t alkalmazzunk
a PI-ban. Réadasul a PI nem komplex fazist, hanem exponencidlis elnyomast tartalmaz, ami biztositja a
konvergenciat. Ugyanakkor csak a Cs-on tudunk korreldciés fiiggvényeket szdmolni, vagyis komplex idérendezett
operétorszorzatok kiszdmitdsa lehetséges, és az is a [0, 8] argumetnumokra. Minden korreldcids fiiggvény (-ban
periodikus illetve antiperiodikus lesz a PI tulajdonsagai miatt. Itt tehat a generator:

Z[J] = /DAe—SE[AWA, Zy = Z[0]. (194)

(anti)periodikus

Ez a formalizmus kiilondsen alkalmas termodinamika szdmitasédra, hiszen
Zo=Tre Pl =B = F=_TInZz,. (195)

Formailag egyszer(i, teljesen analég a vdkuum varhaté érték Wick forgatds utdni szamitdsaval véges idGszeri
térfogatban.

Hétranya, hogy a véges id6tartomany miatt a Fourier-tér integralok helyett Osszezések jonnek be, valds
szamok helyett egész szamokkal kell jellemezniink a frekvencidkat. Masrészt korrelacids fliggvényeket csak
nemfizikai, imaginarius id6 argumentumokra tudjuk kiszamolni.

Javaslat: ha mindenféleképpen Matsubara elméletben akarunk dolgozni, akkor hasznaljunk a G33-ra vegyes
reprezentaciot:

G¥3(r,k) = / %e‘mﬁ(l + ang (ko)) o(k). (196)

Szabad realtivisztikus esetben g(k) = D(k)2m(d(ko — wi) — 0(ko + wi))/(2wy), vagyis T € [0, 5] esetre

1
G®B(1,k) = Yor [e_m’“(l + ang (wg))D(wi, k) — ™+ (1 + ana(_wk))D(_wkak)] =
(B—T)wi TWi _
_e D(Wk,k)QZ ae™* D(—wg, k) o (8, (197)
k
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ahol felhasznaltuk a 1 + ang(—w) = —any(w) illetve a 1+ ang(w) = %“n,(w) azonossigokat. Ezen feliil

ae™* D(wg, k) 4+ eB~79% D(—wy,, k)

GSS(_Ta k) = aGSS(ﬁ -7, k) = 2w
k

N (Wi )- (198)

Ha felhasznéljuk a D(—k) = aD(k) egyenletet (ami a spin-statisztika Gsszefiiggés kovetkezménye), akkor

G (—1,k) = aG* (1, —k). (199)

5.5.2 Valds ideji formalizmus

Ebben az esetben kizarélag a C o konturt tekintjiik. A generatorfunkciondl
Z[J] = /DAeiSE[A(l)]—iSE[A(Q)]+J(1)A(1)+J(2>A(2)7 Z[0] = 1. (200)

A két hatasnak megfeleléen minden tér és minden vertex megduplazédik. Az 1-es tipusi vertexhez ig, a 2-eshez
—ig jarulék tartozik. A vonalakhoz a végein taldlhaté indexeknek megfelel§ propagatort rendeljiik.

Elénye, hogy nem kell szummékkal foglalkozni, amit a magasabb rendii diagramok szamitasanal nehéz
elvégezni. Kozvetlen fizikai jelentése van a kiszamolt mennyiségeknek, analitikus triikkkok segitségével egyszeriibb
eljardasokat lehet megvalésitani.

Hétranya, hogy két tipusu teriink van, valamint hogy a termodinamikaval nincs olyan kozvetlen viszonyban
(valgjdban az energia szdmitdsdval itt is lehet termodinamikdt értelmezni).

A legtobb szamitdst a kovetkez6kben a valds idejii formalizmussal fogjuk végezni.

5.6 &% elmélet
Tekintsiik a kévetkezé Lagrange fiiggvényt:

71 92 2 7&4
L= (- —m’)® - ", (201)

A szabad rész a Klein-Gordon elmélettel egyezik, ahol wi = k? 4+ m?, {gy a propagdtorokat mind ismerjiik. A
®* tag generdlja a kolesonhatédsokat, az ennek megfelels vertexbdl négy vonal indul ki, és £i)\/24 érték tartozik
hozza az 1-es illetve 2-es vertexeknek megfelelGen.

Elészor irjuk fel a két- illetve négy-pont korreldcids fiiggvényhez tartozé Feynman diagramokat (1. 2). A

Figure 2: Feynman diagramok a két- és négypont fiiggvényekre
kiils6 terekhez és a vertexekhez 1 illetve 2 indexeket kell rendelni.

Lathatéan nagyon sok redundancia van a szamoldsban. Hogy ezeket kikiiszoboljiik, az eredeti generator
funkciondl helyett mast kell hasznalnunk. El6szoris tobb olyan jarulékot latunk, amely tobb nem Osszefiiggd
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rész-diagrambol all. Ezek jaruléka az egyes elemek jarulékanak szorzata, amelyek egymastol teljesen fliggetleniil
keriilnek kiszdmitdsra. Elég lenne tehdt az Osszefiiggd tagokat kiszdmitani: ezek generdtora legyen iW[J].

Nézziik meg most a generator funkciondl kiszamitasat véges aramok mellett. Ekkor formélisan £ — £ —iJ®
Lagrange-fiiggvénybdl kell szamolnunk, és itt a 0-pont fiiggvényeket kell felosszegezniink. A generdtor-funkciondl
els6 derivéltjanak szamitasakor 1-pont fliggvényt kell szamolni. Minden egyes diagramnal talalhaté olyan rész,
amely a kiils6 vonallal 6sszefiigg, és olyan, amely attdl diszjunkt. A diszjunkt rész azonban tetszilege 0-pont
fliggvény lehet, vagyis az Osszefliggd részt rogzitve az Gsszes 0-pont fliggvény mellette allhat. Ez viszont éppen
kiadja az eredeti Z[J]-t. Vagyis:

% = z%/ = Z[J] =" (202)

Megjegyzés: az Osszefiiggd vdkuum diagramok (0-pont fiiggvények) a négyestérfogattal ardnyos jarulékot adnak,
imaginarius id6 formalizmusban SV jarulékot. T6bb nem Gsszefliggd rész esetén a megfeleld jarulék ~ V™. Ezért
Z nem extenziv mennyiség. W azonban csak az Osszefiiggs részt tartalmazza, igy ardnyos V-vel. A szabadenergia
tehdt extenziv lesz. Az Osszefliggb részekbdl szamolt Z a statisztikus fizikdban kumuldns-kifejtésként ismert.

Egy masik fajta redundanciat is megsziintethetiink, ha észrevessziik, hogy az olyan vonalak, amelyek nem
részei hurkoknak, rogzitett impulzussal rendelkeznek. Ez kovetkezik az energia és impulzus megmaradédsbél. Ha
egy ilyen vonalat elvagunk, akkor a diagram két nem Osszefiiggd részre szakad, ezért az olyan diagramokat, ahol
el6fordulnak nem hurkok részét képzé vonalak, 1-részecske reducibilisnek (1PR), az ilyen vonalat nem tartalmazé
diagramot 1-részecske irreducibilisnek (1PI) nevezziik. Az 1PR diagramok szamitas nélkiil megkaphatok az 1PI
diagramok ismeretében, jé lenne erre valami formuléat levezetni. Jeldljiikk az 1PI diagramok generatorat I'-val,
neve effektiv hatés.

A megfigyelés az, hogy W/[J]| szdmitdsandl a csupasz vonalon 16gé diagram rész pontosan olyan, mintha
egy l-pont fliggvényt szamitandnk ki. T olyan kell legyen tehat, hogy a beldle szamitott 1-pont fiiggvények
automatikusan, minden J-re nulldk kell legyenek. Erre a kovetkezd konstrukeid lesz alkalmas:

iT[A] = iW[J] — /JZL ahol A(z) = i%. (203)
A J-A inverz reldcié 5T
J(x) = —i— 204
@)= ~is5 (204)
Erre felirhatjuk
eiF[A] — WIS JA _ /DA eiSIAI+S J(A-A) _ /DA eiS[A+A]+f JA (205)

Ebben a formuldban J-t mint A fiiggvényét kell befrni. Most mar be tudjuk bizonyftani, hogy a I'-ban az 1-pont
fliggvény értéke 0:

e I (Ae)) = /DAAeiS[AJ”AHf JA = /DA (A — A)SAIHIA - % ~AZ=12Z [Z‘ZVJV - ;1] = 0.
(206)
A fenti formula lehetdséget nyijt a I' egyszerli kiszamitasara:
el = / DA SAHA . (207)
(A)=0

Ez a formula a hattérmezd mddszer alapegyenlete: vagyis I' gy szamithaté ki, hogy eltoljuk a kvantumtereket
valamilyen héttérrel, és az igy kapott hatdst (ill. kezdeti feltételeket) a (A) = 0 feltétel mellett értékeljiik ki.
Ha eltekintiink a kvantum és statisztikus fluktudciéktol, akkor (A) = 0 helyett A = 0 {rhatd, amely azt adja,

hogy i o
Al = o415 4 flukt. = T =8 + kezd.felt. + flukt.. (208)

Az effektiv hatds a fluktuaciok nélkiili elméletben tehat a klasszikus hatdst adja vissza a kezddfeltételekkel.
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Miésrészt a fizikai varhaté értékeket végiilis J = 0 mellett kell kiszémolnunk (1. (88)). Ez azt jelenti, hogy
A fizikai értékére felirhatjuk
_or
- A
ami azt jelenti, hogy a mozgasegyenletet a klasszikus hatds helyett az effektiv hatds generalja.
Megjegyzés: az daramok illetve hattérmez6 szerinti kifejtésben

i =0, (209)

Aphys

1 _ 1
W =Y =W/ , Ji...Ji,, T[A]= —T

n' 110 lm 1.0
n n

Ai A (210)

n

5.6.1 h-kifejtés

Hogy lassuk, mi a klasszikus és kvantumos korrekcié, irjuk vissza a At a formuldkba. A kovetkezd
helyettesitéseket kell megtenni

H—>%, S—>%, W — hW, F—»%. (211)
Vizsgdljuk az oOsszefiiggd grafok generatorat (W), és jeldljiikk szimbolikusan a kvadratikus tagot a hatdsban
AK A-val, a kolesonhatést g.A-nel (az egyszerliség miatt csak egyfajta kolcsonhatést tesziink el). Ekkor

. i c i c/2—-1 ¢
eIhW /DAeﬁ(AICA+gCA HIJA /,DAE(AICAJrgcﬁ A )+\/ﬁJA7 (212)
ahol a pélyaintegralban végrehajtottuk a A — vk A valtozéhelyettesitést. Innen a perturbaciészamitds szerint:

o iW
(A1 An) g = W3 e < WY e T W, = 3 gt T W, (213)

ahol v a vertexek szdma.

Tekintstink most egy diagramot, ahol v vertex van, n kiilsé vonal és k belsé vonal. Ezekre Osszefiiggés:
cv = n+ 2k, mert a vertexekbél kiinduld vonalak (cv) vagy a kiilsé vonalakba futnak, vagy a bels6kbe, azonban
a belsé vonalak két vertexet kotnek Ossze. Megvizsgalhatjuk azt is, hogy mennyi integral marad a diagram-
ban: vertexenként egy energia-impulzus megmaradasunk van, minden bels6é vonalra egy integralunk van, és a
teljes diagramban kell maradjon egy energia-impulzus megmaradés a kiilsé impulzusokra. Ezért a megmaradd
integralok szama (hurkok szdma) { = k — v + 1. A fentiek miatt:

£=(§—1)u—g+1, (214)

ami mindig pozitiv kell legyen. Vagyis v helyett f-re dtirva a szummat

2+ n—2

> (215)

<A1 e A">conn = Z heg}:)WIZ’nnﬂ
=0
Vagyis a hurkok szdma szerinti kifejtés megegyezik a h szerinti kifejtéssel.
A 1PI diagramok esetén a fenti gondoltmenet ugyanigy igaz, csakhogy hurok nélkiili diagram kizarélag a 2

illetve c-pont fiiggvény esetén lehet 1PI. Ezért, ahogy fentebb is lattuk, S-hez képest minden korrekcié kvantum
effektus.

5.6.2 1PI diagrammok, sajatenergia
Adjuk meg az 1PI és az Osszefiigg6é diagramok kozotti kapcsolatot az els6 néhany esetre:

or 0J; 8T §A; 80 8W 5°T

J,Z‘:—'i_ = N e — — — — — —_—— — =
"SA, T a7 T'SA0A; 00, 6404, 00,80, | 0AsA

G=1. (216)
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Mivel I' vezet6 rendje S, ezért mindig irhaté
6°r
SASA
ahol K a szabad kernel, ¥ pedig a kvantumos korrekcié. ¥ neve sajatenergia. A kétpontfiiggvény 1PI felirdsa
ezért (Schwinger-Dyson egyenlet)

—K-% = (K-%)G=1, (217)

Gl=Gy' - = G=Go+GSGr=GCGo+G2G = KG=1+232G. (218)
Vagyis kétpontfiggvény els6 kvantumos korrekciéja

<AiAj>qcorr =1iGyp <AiAj>amp 1Go = 1GoXGy = <AiAj>amp = 7752, (219)

ahol <AiAj>amp az “amputalt” kétpontfiiggvény (azaz hidnyoznak réla a kiilsé vonalak).
Valos idejli formalizmusban Y egy matrix lesz; a Keldysh formalizmusban I diagonalis, ezért

KGY = §9 4 5kGhi, (220)

R/A formalizmusban a kernel nem diagondlis, hiszen

AT A AT A
Lo=ATKA —AlKA, = (AT + 2) K (AT + 2) - (AT - 2) K (A, — 2) = ATKA+ATKA,. (221)

Emiatt
0
1

O =

Komponensekben, felhasznalva, hogy G** = 0:
KGr*=1+X7G"™
KGY =1+ X"G*"
KG'™ = xorGrr 4 yeagar
0=X"G" = X"=0.
(223)

Vagyis az R/A formalizmiusban a retardalt illetve avanzsélt propagétorok sajatenergids egyenlete diagondlis.
A Keldysh és R/A sajitenergidk osszefiiggése

KGre = K(Gll —G12) — 1+211G11+212G21—211G12—212G22 — 1+(Ell +212)Gra = nar — 211 _1_212.

(224)
Hasonléan
ra 11, y21 o _ D2 +TH rr 11 22 12 | y21
e =% 4 X4 b)) == YT=0=X"+3X"+E"+ X (225)
Ezen feliil, valés id6ben felirva a G™ egyenletét:
KG™(t) =4(t) + / dt' X7 (t — )G (). (226)
Mivel azonban G™*(t) = O(t)o(t), emiatt a sajdtenergidra
3(t) = XBod(t) + X1(1)O(t). (227)
Fourier-térbe visszairva ez azt jelenti, hogy
- = dw —Disc X (w, k
(k) = S0+ B(k),  S(k) w = Disc Zar (w, k) (228)

- 2 ko —w +ie
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A retardalt sajatenergia tehat vagy valds, vagy kauzalis. A kauzilis rész kifejezése a Keldysh sajatenergiakkal
Disc 24" = %07 — 37 = 3312 _ 321 (229)

A KMS relacié is megfogalmazhat6 a sajitenergidkra. Mivel

iGT’I‘ — <; + n) (iGTll _ iGaT) — <; +n> (ZGSG _ ZGgT + Z’GSQEQTGTU, _ iGgTETaGGT) —

1 1
=1iGy" + (2 + n> GyrEiGm — (2 + n) iG X" G (230)
Ezt Osszehasonlitva G™" sajatenergias egyenletével
iGTT — ZGST + iGSTE’I‘CLG(ZT + gaizaaaar + GSCLECLTZ'GT’I‘ —
1 1
=iG{ + (2 + n> 1Gy X G — (2 —+ n) iGy G + GHME*T G +
1 ra ar ;s ra 1 ra ar ; ar
+ §+n Gy EGT — §+n Gyt E"G =
- rr 1 - ra ra ar ra; aa ar 1 rTa ar ar
=1iG"" + §—|—n G X" G + GG — §—|—n GyrEiGeT. (231)
Emiatt

1
%00 = (2 + n> (IS — v, (232)

5.6.3 1PI diagrammok, vertexfiiggvények
A hirompontfiiggvényre kapjuk, a (216) egyenlet derivéldsdval:

6Ty Ay 5G,;
= s F’i i
54, 07y (o L g

=0 = Gijk=GiwGjjGpplij, (233)

vagyis az “amputalt” harompontfliiggvényt kapjuk.
Kovetkez6 rendben

Gijke = GG Grprelyjigr + -+ G G0 Gropr Gog Ui jrirgr =
= GGyl GralapeGorGee + - -+ + G Gy Grogr G Uy jrggr g - (234)

Vagyis “fa grafokbol” rakjuk ossze az Osszefliggé digrammokat, ahol a vertexek helyett most a feloltoztetett
“proper” vertexeket kell betenni, ami nem més mint I (kq, ... ky).

5.7 1PI diagramok ®* elméletben
5.7.1 Tadpole diagram

Konkrétan szamitsuk ki a ®* elméletben egy hurok szinten felmeriild 1PI diagramokat véges hémérsékleten. A
kétpontfiiggvény esetében egyetlen diagramunk marad, a lokalis

s _ 4
<<I>(1)(x)<1)(1)(x)>amp = 2—? (DD D'/ D' D) = ;A/(if; G (k) = —ixlL, (235)

Ugyanemiatt X2 = ¥£2! = 0. Ez azt is jelenti, hogy X% = ¥7¢ = 1l = —n22,
Mivel a fenti kifejezés valés idében az x = 0 helyen vett értéket jelenti, valamint

Gr=0)=G"(x=0)=0 = G'z=0=G"(xz=0). (236)
Ezt mér kiszdmoltuk (155) alatt:
> A/dgk(uz (@) (237)
=2 ) @rnPw ERates
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Jol lathatdan ez a tag divergens integralt ad. Hogy ki tudjuk szdmolni az értékét, valamilyen médon regularizalni
kell az integralokat. Fizikai regularizdcié, ha az impulzust nem engedjiik tetszOlegesen nagyra néni, k| < A
impulzus levdgdst (cut-off) alkalmazunk, de feltessziik, hogy A nagyobb minden fizikai skaldndl. Az integral
ekkor

A 00
1 2 2 T2 \/
A /dkk +/dkk n(wr) A [A2+m 1n— +L / ﬁm (238)
Wi

OZR 2 Wi :167r
0

Lathatoan az els6, divergens tag nem fiigg a hémérséklettdl, a masodik, hémérsékletfiiggd tag nem fiigg a
levdgdstol. E mésodik tagot (a A/2 nélkiil) nevezziik tadpole (ebihal) jéruléknak:

Do = Ddiv 4 %T b / vE - 5 2T (m). (239)

Ha fm — 0, azaz ha T >> m, akkor 7 (0) = 1/12. Ha #m — oo, azaz nulla hdmérsékleten vagy nagyon nagy
tomeg esetén 7 (co0) = 0.

A divergens tag kiszdmitdsara tobbféle mddszert is hasznalhatunk, ezeknek csak egyike az energia-impulzus
levdgds. Alternativ lehet&ség a tér diszkretizéldsa (1. szildrd test), ez azonban relativisztikusan invaridns
rendszerekben a relativisztikus invariancia megsértéséhez vezet. A szimmetridkat legjobban &érzé regulrizalasi
médszer az, ha az integrdlokat nem 4, hanem 4 — 2e dimenziéban szémoljuk ki (dimenzids regularizécié). Ekkor
valahdny integrél elvégzése utan forgasinvaridns integrandusunk lesz, itt a kovetkez6 formulak alkalmazhatdk

2’/Td/2 .
[ =t [
ddp 2 -1
/ @m)d ~ (4n)a2T(d)2) / dpp*

d?=2p 2(4mp?)e (47 p?)e
2e _ d—1—2e __ d/2—e— 1 2
H /(27r)d72£ (4m)4/2T(d/2 — /dpp T (dm)d/2r(d/2 — /dzz (240)

ahol az utolsé tagban végeztiink egy z = p? helyettesitést. Az elsd integral bizonyitésa:

d

/ddpe’p2/2 _ / dpe*p2/2 _ (27r)d/2 _ Kd/dppd716,p2/2 _
— 00 0
r=7p*/2 o0
=< p=(22)/% ) = 2d/2*1Kd/dxzd/2*Ie*“’ = 2U/27 KD (d)2). (241)
dx = pdp

Az utolsé kifejezésben megjelenik egy p mennyiség: ennek oka az, hogy bar 4 —2e dimenziéban szamolunk, az
integrandus dimenzidjit nem valtoztathatjuk, vagyis valaminek dimenzidtlanitania kell a felesleges 2e dimenziét.
Ezért p tomeg dimenziéju mennyiség, de amigy tetszélegesen valaszthaté. Ezen dimenzids skdla megjelenése
elkeriilhetetlen kovetkezménye a divergencidk jelenlétének (levdgds esetén maga a levagds jelenti a skélét).

Az egyik leggyakrabban eléfordulé integral:

a—b L(b—a)l(a)

) (242)

O/dzz YM? + 2)70 = (M?)
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Ezen feliil a gamma fliggvények tulajdonsigai:

2 2
Te | T
D(e) = = — JE T
©=:-w+e(Z+3)
Pel4e) =2 tmm1-c(1-mpt B+ T (243)
T E TE D) 12
Végiil a végén € — 0 esetén alkalmazhaté kifejtés
&2
X=X — 1 pelnX + 2 (lnX) (244)
A tadpole diagramban a (237) egyenletbél kiindulva irhatjuk
2e 3—2¢
K d p 2 2\~1/2 _ (4mp®)* / 1/2—¢ 1/2 _
— d
> | @rypz W) samprrEz s ) B Erm)
dmp?)® [(-1+¢e)T(3/2 - 2 2N\
_ ( TH ) (m2)175 ( +€) (3/ 6) — m m F(—1—|—€) _
2(4m)3/21(3/2 —€) I'(1/2) 1672 \ 4mp?
m? m? 1 m? 1 m?
= 1—e¢l —= —-1) = —= 141 . 245
167r2( 6n4m2>< c B ) 167r2( e TE +n4m2> (245)
Emiatt A\ ) \
m 1 m
Yo = —= —1+1 =T. 24
07 3272 ( 5+’YE + n47ru2>+2 (246)

A divergencia helyett egy pdlust kaptunk e-ban, a A-fiiggetlen tagok paraméteresen ugyanazok, de mas konstanst
kaptunk mellettiik. Ez altalaban igaz a kiilonbo6z6 regularizacidk esetén: a divergencidk mellett megjelend
konstansok kiilonbozdéek lesznek.

A véges hémérsékletii tagban alacsony és magas homérsékletii kifejtést végezhetiink el. Alacsony hémérséklet
esetén [ — oo, ekkor a (239) kifejezésben exponencidlisan elnyomott tagok erejéig

272 27 2
Bm

x° 3/2
T = T—2 / dz~/x% — (Bm)2e™ " = m—TKl(/Bm) L (mT) e fm, (247)

Magas homérsékleten 0 — 0, a Sm szerinti kifejtés azonban nem egyszerii

T2 mT ~ygm? m? ) m? 1 (248)
= — = — — — n _
12 Arx 82 1672 (47T)?
Bevezetve Incy, = 1 — 2yg 4+ 21n 47 mennyiséget
T2 mT m?2 cpT?
— - _I= 4 g2 249
2 dr 16n2 N2 (249)
Bizonyitashoz a vezet6 tag konnyen kiértékelhet6
™ 7T oz T
T 0)=— | d = —. 250
(8—10) 27r2/xe””—1 12 (250)
0
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Az els6 tag onnan jon, hogy kis w-ra n(w) ~ T'/w, azaz (bevezetve (Bmy)? = 22 — (8m)?)

BA
T2 y? T2 7r AT mT
d = A - — = —— = — 251
271'2/ yy2—|—1 272 [ﬁ 25m} 272 Arw (251)
0

A divergens faktor kiesik a sorfejtés tovabi tagjainak figyelembe vételénél. Erdekesség: ez a tag olyan, mintha
3D tertink lenne. ..
A magas hémérsékletii kifejtést beirva a dimenzds regularizacié egyenleteibe:

A 1 m?2 T2 mT m? 4nT?
20:{—+——(ln2—’yE)]. (252)
I
5.7.2 Bubble (buborék) diagram
Most vizsgaljuk a 4-pont fliggvényeket. Vezetd rendben kapjuk
—iA

(®(21)®(22)P(23)(24)) gy = = (P(21)P(22)P(23)P(24) D) = =AY (k1 4+ .. k). (253)
P 24 amp
A kovetkez6 rendben:
1/ —ix\> rd
(@(@)@(w2)(w2) (1)), = 5 (51 ) (PP B2 ) . (254)
Fourier térben, a kiils6é impulzusokat ki, ... ks-gyel jelolve
A2 d*p . . ) . . .
-5 W [iG(k1 + k2 — p)iG(p) +iG(k1 + k3 — p)iG(p) + iG (k1 + ks — p)iG(p)] . (255)
Lathatéan érdemes bevezetni
. d*p dq | . 9
k)= | — —— 2 —p—q). 2
() = [ G GGG ) (276~ —a) (256)

Valdjaban iZ (k) a ®2 korreldciés fiiggvényével 4ll kapcsolatban, vagyis az altaldnos korreldciés fiiggvényekre igaz
megallapitdsokat haszndlhatjuk rd. Emiatt bdrmely kétpontfiiggvény (egyensilyban) kifejezhetd a megfelels
spektralis fiiggvénnyel, ami a ([02(z), ®%(0)]), kifejezve iGhge — 1Gkg. Amit tehdt ki kell szamitanunk:

DisciZ(k) = / (iG*(q)iG* (p) — iG"*(q)iG™(p)) Sk (p+q) = / 0(q)o(p) [(1 + npe ) (1 + ngy) — npyngy] Sk (p+a),

p.q q,p
(257)
ahol

4 4
/_/(%4 (;ZT];‘*’ Sk(p+q) = 2m)*8(k — p— q). (258)

Szabad esetben felirva a spektral fiiggvény alakjat:

DisciZ(k) = /

a,p

Ao, {[(27r)5(k0 —wp —wq) — (2m)(ko — wp — wg)] [(1 +np) (1 + ng) — npng) +

[(2m)3(ko — wp +wq) — (2m)3(ko + wp — w)] [(1 + np)ng — np(1+ng)]| (27)°6(k — p — q).
(259)

Lathatéan kg — —kg-ra a kifejezés jelet valt, ezért ezek utan elegend6 kg > 0 esettel foglalkozni.
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Ertelmezés: az elsé tagok azt irjak le, hogy egy ko energiaju részecske elbomlik két, témeghéjon levd
részecskére, vagy azokbdl eldall. A statisztikus faktor a bomldsndl 1 4 n, a keletkezésnél n (bozonok). Nulla
homérsékleten nincs jelen részecske, ezért kizarolag a bomléds johet széba. Ez a jarulék csak akkor van, ha
van elég energia a bomldshoz; mivel w, = \/p? + m? > m, ezért kg > 2m legaldbb kell ehhez (pontosabban 1.
késébb). A mésodik tagok egy, a héflird6bél érkezd részecske szérdsat irjak le (Landau csillapodds). Ez a tag
nincsen nulla hémérsékleten.

Ennek kapcsan elgondolkodhatunk arrdl, hogyan is nézhet ki dltaldnosan egy kétpont korreldcids fliggvény
diszkontinuitdsa. Mindenképpen tigy kaphatd, hogy G?! — G'2, ami azt jelenti, hogy az elsd esetben a bal oldali
vertex 1, a jobb oldali 2. A bal oldali vertexhez kapcsolédik egy olyan domain, amely kizardlag 1-es vertexeket
tartalmaz, a jobb oldalihoz egy olyan, amely kizdrdlag 2-es vertexeket tartalmaz. A két domain-en beliill minden
propagator G1! illetve G22, ezek tomeghéjon kiviili propagaldst is megengednek. Ha ezen mésodik domainben
minden 1-est 2-esre cserélnénk, akkor a jarulék komplex konjugaltjat kapnank.

A két domain kozotti propagatorok G'2, ezek azonban tartalmaznak egy tomeghéj Dirac-deltét, vagyis valédi
(nem virtuélis) részecskéket frnak le. A teljes jarulék tehdt, ha ¢ kozbiilsé vonalunk van, szimbolikusan

/UV*(iG%l...z’Gfl —iG12 .G = /UV*Ql...gg((1+n1)...(l+n4) —ny...ng). (260)

Mivel fel kell irnunk az 0sszes lehetséges U-ra és V-re, végeredményben az 0sszes 1 — £ dtmenetet leiré diagramot
figyelembe vessziik, ezt jeloljitk M -lel. Ezzel a teljes jarulék

DisciG™ = Z / IMig201. . 00((1+n1) ... (1 +ng) —ny...np). (261)
¢

Ez a képlet vagasi szabdly néven ismert, mert az Gsszefligg6 grafot ketté kell vagni propagatorok elvagasaval,
és az elvagott vonalakra kell beirni a fenti képlet szerinti jarulékokat. Ha nulla homérsékleten vagyunk, akkor
marad:
DisciG™|p—o = Z/ IMyo2(2m)0(ko — wy — -+ - — wp) (262)
spatial

(Cutkosky szabaly).

A végési szabalyokat T = 0-n konnyen meg lehet érteni a kvantummechanika nyelvén. Legyen Sy, a végtelen
idejli |p) — |q) szdérds amlitiddja (S-métrix). Az Osszes dllapot teljes rendszert alkot, ezért

> 8! Skg = 6pg; (263)
k

az S-matrix unitér. Felirva
S=1+iM = (l—iMT)(1+iM):1 = 2ImM = M'M. (264)

Mivel MTM az &tmeneti valészinfiségekkel van kapcsolatban, melyet hol szérasi amlitidéként, hol bomlési
valészintiségként értelmezhetiink, a fenti egyenlet Gsszekapcsolja a teljes bomlédsi valdszintiséget illetve teljes
szorasi hatdskeresztmetszetet a megfelel spektral fiiggvénnyel (optikai tétel).

Nulla hémérsékleten a bejové energianak kell fedeznie a kozbiilsé részecskék energidjdt, ami azt jeneti,
hogy csak kg > Zle m; energiakon kezd életbe 1épni az f-részecskés jarulék. A nulla hémérsékletli spektral
fliggvény tehdt a legkisebb tomegl kozbiilsé allapot tomegeinek Osszege alatt nulla, vagyis széls6séges esetben
(ha tomegtelen kozbiilsé dllapotok is lehetnek) a fénykip alatt lesz nulla. Ez mésrészt szoros kapcsolatban van
a kauzalitdssal, hiszen egyszerre mérhet (azaz kommutdl) minden olyan operdtor, amelyek térszeriien vannak
elvalasztasztva egymastdl. Az (ijabb és tjabb kozbiils6 dllapotok a megfelel6 tomegii kiiszobok felett kezdenek
jarulékot adni.

Véges homérsékleten a hofiirdobél érkezé részecskéken vald szérds miatt bonyolultabb a helyzet. Ekkor a
spektral fliggvény nem csak a részecske keltést tartalmazza, hanem a szérasokat is, amelyeknek nincsen kiiszobtik.
Emiatt véges hémérsékleten (végtelen térfogatban) minden energidn van értéke a spektrélfiiggevénynek! Ez azt
is jelenti, hogy minden korrelaciés fiiggvény imaginarius része nem nulla tetszoleges energian, azaz nem léteznek
stabil részecskék (aszimptotikus dllapotok).
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Emellett véges homérsékleten a feljebb emlitett homogén 1-es vertex domainekben megjelenhetnek 2-es vertex
szigetek (és viszont). Nulla hémérsékleten az ilyen szigetek megjelenését az energiamegmaradds megtiltja, de
véges hémérsékleten mint spektdtor (megfigyel) folyamatok, melyek fiiggetlenek a {6 szérastdl, jelen vannak.
A végasi szabdlyok emiatt nulla homérsékleten nemcsak a diagram kettévagdsabol allnak, hanem tetszdlege,
egymast nem metsz6 vagy érinté vonlakkal torténé darabolast jelenti.

Visszatérve (259) kiszamitdsdhoz ko > 0 esetben: az els6 két Dirac-deltabdl csak az egyik marad, a mdsodik
sor két jaruléka ugyanaz, vagyis kapjuk:

&*p  2r
(2m)3 dwpw,

1 ]
1
=— [d d
87r/ x/ b
—1 0

ahol q = k — p. Uj véltozé

DisciZ(k) = / [5(k0 — wp — wg) (L + 1y + 11g) + 28(ko — wp + wg) (g — np)] _

{5(!4:0 —wp —wq) (1 +np +ng) +28(ko — wp +wq)(ng — np)} . (265)

r—q =k +p+2%kpr = pdr= %dq, k—pl<q<Fk+p, (266)
vagyis k,p, g haromszoget alkothat. Emiatt

o0

1 pq
dqdp O A (k
8k qdp A(pQ)pwq

DisciZ(k) = {(5(1{:0 —wp —wg)(L+ny, +ng) +25(ko — wp +wy)(ng — np)} =

1
= Ry /dp* /dwq {5(:1430 —Wp — wq)(l +ny, + nq) + 20(ko — wp erq)(nq — np)} =
0 w_

Lk/ [ (W > ko —w>w_)(1+n(w)+n(ko —w)) +

+20(wy > w — ko > w_)(n(w — ko) — n(w)) (267)

ahol w3 = (k £ p)? + m?. Mindkét theta-fiiggvény ugyanazt adja

wy > ko —w| > w_
|K? — 2kow| < 2kp

4K%w? — 4K kow + K* — 4k*m? < 0. (268)
A nullpontok helye
0f = L gy w /12 22 (269)
T2\ K? )’

Ez akkor valés, ha K2 > 4m? vagy K2 < 0. Az egyenl6tlenség megoldésa tehdt:

K?2>4m?> = Q,>w>0Q
K2 <0 = Qi <w vagy w<O_. (270)

Miutdn Q_ < 0 ha K2 < 0, ezért ez nem ad jarulékot az [m, oo] tartomdnyban. A t6bbi esetben beldthaté, hogy
K?% > 4m? esetén Q_ > m illetve K2 < 0 esetben 2 > m. Figyelembe véve még azt is, hogy kg — Q; = Q_
kapjuk
Q4
DisciZ(k) = ie(f@ > 4m?)y /1 — Am? - L (0(K? > 4m*) + ©(K* < 0)) / dwn(w) (271)
8w K2 = Arxk '
||
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Ertelmezés: nulla hémérsékleten csak az elsé tag marad, ez megfelel egy kiiszobnek (két részecske keltés), és az a
folotti két részecske allapotnak. Véges homérsékleten médosul a nulla hémérsékletii tag egytlitthatéja, valamint
megjelenik egy 1j tag k3 < k?, vagyis a fénykip alatt (Landau csillapitas).

Mivel
/dwn(w) =TIn(l —e#¥) (272)
ezért
DisciZ (k) = i@(l@ > 4m?)y /1 — Am? + L (6(K? > 4m?) + ©(K* < 0))1 1o (273)
B T R " K? " 4rk " Pl emoT

Néhany hatareset

e Kis kg-ra a Landau csillapitds alakja

L k k 4m?

DisciZ(ko < k) = ﬁn (2 1+ kQ) : (274)

e Kis k-ra a nulla hémérsékletii tag korrekcidja:

1 4m2 ko

—O(K? > 4m®*)\ 1 - —n|— |. 275
1 O > 4m) Kz " ( 2) (275)

e Magas hémérsékleten (3 — 0) a méasodik tag

T ko + k/”}/ 4m?2

— (O(K? > 4m?) + ©(K? < 0))1 =/1— —. 276
7 (O > 4m®) +6( <))nk071w’ gl 3 (276)

A valds rész ardnyos az imagindrius résszel, azaz magas homérsékleten T-vel. Mivel a végeredmény di-
menziétlan, valaminek dimenzidtlanitania kell a homérsékletet, ez lehet kg, k vagy m. Nulla tomegii eset-
ben azonban a témeg nem szerepel, vagyis kis impulzusi tartoményban sziikségszertien 1/{k, ko} jellegii
fliggést kapunk.

A nulla hémérsékletii taghdl szdmolva a valés részt divergenciat kapunk, hiszen nagy frekvencidkra

A
1 dw DisciZ(w,k)| 1 [dw 1 A
isciZ{w — 00) ~ o div 21 ko —w +ie 1672 ] w 1672 4 (217)
I

Hogy a nulla hémérsékletii rész valds részét megkapjuk, levonhatjuk ezt a tagot, és a véges részt numerikusan
szamolhatjuk. Azonban megkaphatjuk tgy is, hogy koézvetleniil a nulla hémérsékleti integralt szamoljuk. Ekkor
nyugodtan vehetjiik az 11 propagatort, hiszen (83) alapjan G = G™*+ G2, azonban T' = 0-n G'?(pg > 0) = 0.
Vagyis

d*p
(2m)*

A szokésos eljdras az, hogy az idébeli integréldst, amely [—oo, 0o] hatdrok koézott megy, elforgatjuk a komplex
tengelyre (Wick forgatds), valamint kg-nak is imagindrius értékeket vesziink. Ekkor

d*p 1
2m)t (p? —m2 +ie)((k — p)? — m2 + ic)

(K, m) = / G (p)iGM (k — p) = — / : (278)

[ vty = [ aro s =i [ ag gt (279)

—100
4 — 2¢ dimenziéban felirva az integralt

I°(K,m) = —p2 / dp ! P =p5+p°
’ ) Cmi=2E P m?) (k- p)2 +m?)’ o P

(280)
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A nevezOk szorzatat atirjuk kozos nevezére az alabbi azonossag segitségével (Feynman paramterizaci):

1
1 r S(l—z—y—- - — 2o lyf1 gl
= (ot B+ +6)/dxdy...dz (-z—y Dy ’ (281)
AaBB Ee L(a)(B)...T(e) (Ax + By + -+ - + Ee)atft e
0
Az integralasi valtozot eltolva p — p + kx szerint, azt kapjuk, hogy
! d4—25 1
7€ K, =_ |d 28/ p —
(K,m) / ZH (2m)4=2¢ (p?2 + K2x(1 — ) + m?
0
[ D) [, (Ka(l—x) +m?\ ™
T 1—¢ 2 =2 _ 1\ zl—z)+m
=— |dx —s=—— | d K*z(1— = d )
/x167r2f(275)/ 227 (a4 Kol — a) 4 %) 1672 /x( A2 )
0 0
(282)
Innen ¢ szerint kifejtve kapjuk
1
1 1 —K?x(1 —x) +m?
I¢(K,m) = 1672 |:—€ +ve + /dw In ( pr , (283)
0

ahol most mér elvégeztiik az inverz Wick forgatdst. Lathatéan a divergencia itt is a In A ~ 1/ megfeleltetés
alapjan kaphato.

Ha m = 0 vagy K2 = 0, akkor mindkét esetben Z¢(K,m) ~ Inm?, In K2, vagyis a K2, m? — 0 esetben
logaritmikus divergencidt kapunk. A véges hémérsékletli részbdl még divergensebb ~ T/k faktort kapunk a
valés részben.

Az z szerinti integralds elvégezhetd analitikusan. Nézziik meg az integral diszkontinuitdsét. Ehhez x = re®®
rerezentaciéban

x>0: T +ic —rer® = In(z+ie) — In(z — i) = 2ie — 0
x<0: z4ie — etz —ie —re ") = In(x +ie) — In(z — ie) = 2i(7 — &) — 2im.(284)
Emiatt
Dkisc Inz =0(-x)2ir = Dkiscz'ln(u)2 — k2) = 2msgn ko O (ki — w?). (285)
0 0
Vagyis az integral formaja
1 h K2%x(1 2 1 h
DkiosciIE(lc) = 162 /dx Dkiosciln <_ x(47r_,u;v) tm ) = gsgnko /dx@(x(l —2)K? —m?) =
0 0
1 VO am?
— ; — . 2 2 m
—S—ngnko/daﬂ—g—wbgnko@(K > 4m?) l_ﬁ’ (286)
ami ugyanaz, mint (271) pozitiv ko-kra.
5.8 Divergenciak a perturbaciészamitasban
A fentick alapjan felirhatjuk a ®* modell effektiv hatdsat egy hurok rendben:
1 [ d'%
L[@] == [ —; " (k)(K* — m® — 50)®(k) —
9] = 3 [ oyt @ (B = m® — 20)8(E)
1 [d*k d'ks A2
- = ... 2m)“6(ky + - + k) P(k1) ... (k) | N+ —(Z (k1 + K I(kr+ K I(kr+k .
51 T Ty 2+ KB(hn) 6k [N+ G (Tl + )+ s+ k) + Tl + )
(287)
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Az effektiv hatasbdl véges kifejezések vezetnek a fizikai megfigyelheté mennyiségekig, vagyis a fenti kifejezésnek
minden (reguldris) konfigurdciéra végesnek kell lennie. Azonban a klasszikus kifejezésen tiili radiativ korrekcidk
nagyon sok szempontbdl rosszul viselkednek. Alapvetéen kétféle problémat kell kezelntink:

e ultraibolya (UV) divergencidk: a radiativ korrekciékban szereplé integrdlok divergensek, vagyis szigortan
véve nem értelmesek a kontinuum limeszben. Ha egy véges rendszert néziink, pl. egy kristalyracsot, akkor
ugyan végesek a radiativ korrekcidk, azonban nagy értékeket vehetnek fel. Emiatt a perturbaciészamitas
érvényessége kérddjelezddik meg (hiszen a korrekcié nagyobb lehet mint a formélisan vezetd rend).

e infravoros(IR) divergencidk, illetve IR érzékenység: bizonyos fizikai paraméterek véltoztatdsdval is
felléphet olyan helyzet, amikor a perturbativ korrekcidk nagyok lehetnek. Ezek mindig olyan helyzetet
jeleznek, amikor az akar gyengén kolcsonhaté rendszer egyre tobb és tobb mddussal kertil kapcsolatba, igy
a gyenge kolcsonhatasok is feler6sodhetnek. Néhany prototipus ezek koziil:

— tomeghéjon propagalé részecske propagdatora is IR divergens: ezt a sajatenergias jarulékokat
felosszegz6 1PI formalizmus oldja meg. Fizikailag a tomeghéjon propagald részecske sokdig él, azaz
sok kolcsonhatdsra van médja.

— ha a hémérséklet nagy, akkor az egy hurok relativ tomeg korrekcié ~ \T?/m?, az egy hurok relativ
csatoldsi allandé korrekeié ~ AT/m. Ha tehdt T > m/v/\, illetve T > m/\, akkor az egy hurok
korrekcidk nagyobbak a vezeté rendnél. Fizikailag a nagy homérséklet sok nagy energids mddust
jelent a hofiirdében, vagyis sok potencialisan kolesonhatd médust.

— ha nulla toémegii elméletiink van 7" = 0-n, akkor az impulzus nulldhoz tartasaval ~ Ink jellegli
divergencidkat kapunk. Ugyanigy ha az impulzus nulla, a tomeg nulldhoz tartdsival jelennek meg
~ Inm jellegli divergencidk. Véges hémérsékleten még erésebb, ~ T'/k jellegli divergencidk léphetnek
fel. Fizikailag a nulla tomegt kis impulzusi részecskék nagyon kis energiabefektetéssel kelthetok, igy
nagyon sok médus van jelen a hoéfiirdében.

— ha nulla tomeggel kolcsonhatasban levé véges tomegli részecskét tekintiink, akkor a tomeghéjon a
sajatenergiaban is varunk logaritmikus vagy ertsebb divergenciat. Ennek oka, hogy a tomeghéjon
propagald részecske sokaig él, vagyis sok nulla tomegii gerjesztéssel 1éphet kapcsolatba.

— a Bose-eloszlds kis energidn n(w) ~ T/w, azaz divergens. Oka a nulla tomeg8 bozonok kollektiv
viselkedése.

— két részecske kozel azonos impulzussal propagalva divergencidhoz vezethet: ennek oka, hogy sokaig
propagalnak egymas mellett, ami sok kolcsonhatéasra ad lehet6séget.

6 A perturbacidés sor atrendezései: renormalas és felosszegzés
El6szor foglalkozzunk az UV divergenciakkal. El6szor allapitsuk meg néhany tulajdonsagat a kiszamolt példak
alapjan

e a tomeghez ~ A2 valamint ~ m?In A, a csatoldsi allandéhoz ~ In A divergencidt kaptunk.

e a divergencidk lokélisak voltak

e a divergenciak nem fiiggtek a hémérséklettol.

Ezen tények miatt a kovetkez6 heurisztikusnak tiind eljarast kovethetjiik. Az effektiv hatdsnak végesnek kell
lennie, mert ez irja le a fizikdt. A klasszikus hatds azonban semmit nem ir le, ez csak egy kiindulé alak a
pertrurbiciészdmitasban. Emiatt nincs okunk feltételezni, hogy paraméterei, nevezetesen m? és \, végesek.
Valéban, ha megengediink végtelen értékeket, az effektiv hatasban kikiiszobolhetjiik a végteleneket.

Hogy ezt lassuk, vezessiik be a

2 2 S div 3)‘2 div
Moy = M° + A5, Aren = A+ —7T (288)

Ten 2

renormalt mennyiségeket, ahol a “div” indexek a divergens részeket jelentik, és ¥g a A nélkiili részt jelenti. Ha
ezeket végessé tessziik, ami azt jelenti, hogy m? és \ végtelenek, akkor a teljes egy hurok jarulék véges lesz O(\?)

39



relativ rendig, ami mar a két hurok korrekcidk vildgaba tartozik. Kérdés persze, hogy mit jelent a “divergens
rész”. Jelentheti pl. az 1/e-nal ardnyos részeket, vagyis konkrét esetben:

) ,  Am?1 302 1

m2, =m’—- —== Arep, = A — ———.
ren 3272 ¢’ ren 3272 ¢

(289)

Az egy hurok rendben még van m? és )\, emiatt szigortian véve nem végesek. Azonban pl. a sajatenergia esetén

3\

m? £ ASo(m?, T) = mlep + (hven = “5-%) [So(mZen = ASF",T) = T (i, — AT")] =
= m?ﬂen + )\ren [20 (m?"env T) - Sgw (mzen)] + O()‘Q) (290)

Ez azt jelenti, hogy a végtelenek magasabb, jelen esetben O0)(\?) rendre tolédtak.

Ezt az eljarast hivjuk renormalasnak, mikor a Lagrange-fligvényben szereplé paramétereket atértelmezve
(végtelen faktorokkal) végeredményben véges eredményhez jutunk.

Formalisan ezt a gondolatot a koévetkezEképp lehet végigvinni a perturbaciészamitdsban. A klasszikus
Lagrange-fiiggvényt két rész Osszegeként allitjuk el6: £ = Ly, + Let, az elsO mar a renormalt értékeket tartal-
mazza, a masodikban a divergens ellentagok (counterterms) taldlhatok, ezek formaélisan a csatoldsi dllandéban
magasabb rendiiek. Emiatt csak abban a rendben keriilnek felhasznélasra, amely megfelel az adott ellentag-rész
csatolasi dlland6 hatvanyanak, és ott semlegesiti a divergencidkat. Néhany megjegyzés ezzel kapcsolatban

e A Lagrange-fiiggvényben perturbaciénak tekintjiik azokat a tagokat, amelyek bar végtelenhez tartanak,
de a renormdlt csatolasi allandéban magasabb rendiiek. Ezt tekinthetjiik az elmélet inkonzisztencidjanak,
azonban a végeredményben minden fizikai mennyiség véges lesz minden rendben (1. késébb), vagyis az
eredményiil kapott sorok mar a szokasos értelemben is perturbéciés sorok.

e A renormalési gondolat csak akkor miikodéképes, ha minden divergencia olyan alaki, mint a klasszikus
Lagrange-fliggvény. Ha maés korrelacios fliggvény is divergensnek bizonyul, akkor a Lagrange-fliggvényt ki
kell egésziteniink azzal a taggal, amelyik ezt semlegesiteni tudja, és az egész szamolast el kell végezniink,
ezt az Uj tagot is belevéve. Akkor beszéliink renormélhaté elméletrol, ha ez az eljaras konvergens, azaz a
Lagrang-fiiggvény csak véges sok tagot tartalmaz.

e A renormélds soran impulzusfiiggé tagokhoz is kell ellentagokat felvenni (1. késébb), példaul ~ ®9?P-
hez. Ennek az egyiitthatéja azonban az eredeti, klasszikus Lagrange fiiggvényben 1! Hogy ezt is flex-
ibilissé tegyiik, a kvantum tér normaldsit kell megvaltoztatnunk, vagyis ®2 — Z®? atskdlizést kell
végrehajtanunk. Ezt hivjuk hullamfiiggvény renormélasnak.

Nézziik meg ®* elmélet esetén hogyan megy a renormélds. Az eredeti, klasszikus Lagrange-fiiggvény alakja

1 m2 )\0
L=2(0,90) — 05 — = ®F. 291
2( §2 0) 2 0 24 0 ( )
Az itt szerepld terek korreldcids fiiggvényeit nem lehetne végessé tenni a csatolasi dllanddk hangoldsdval, sziikség

van a hulldimfiiggvény renormdldséra is: ®2 = Z®?2, ezzel

Z 2 A

L=2(0,0)2— 202~ 2ot ;2= ZzZm2 A\ =Z%\. (292)
2 2 24

A “b” index{i mennyiségek a bare (csupasz) csatoldsi dllanddk. Ha Z, my, és Ay, faktorokat megfelelden valasztjuk

a levagas illetve ¢ fiiggvényében, akkor innen mér véges elmélethez juthatunk. Perturbaciészamitasban a fenti

alakbdl renormélt részt + ellentagokat csinalunk

1 m?2 A 07 dm? oA
— (9 P2 — renp2 _ T pd Z.D) — 92— Lt )
£=5(0.9) - Pt 4+ O2(9,0)7 - -0 — D0, (293)

ahol 6Z =7 — 1, 6m? = mg — m? 0N = Ap — Apen, s ezek formélisan magasabb rendiiek a csatolasi dllandé

ren’

kifejtés szempontjabdl, mint a vezetd rendek, azaz

07 =XY_MNoZp,  omP =AY _Momi, A=A XA (294)
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Hogy az ellentagokat, illetve valamely megfigyelhetd mennyiség véges értékét meghatarozzuk, a kovetkezd
stratégiat kovetjiik:

e El6szor bevezetiink valamilyen reqularizdciot az elméletben, amellyel szamolva mar véges integrédlokat
kapunk.

e Ezutan rendrdl rendre felirjuk az 6sszes Feynman grafot tetszoleges korrelacids fiiggvényhez. Ez fiiggvénye
lesz a renormélt paramétereknek, valamint az addig a rendig széba jovo ellentag-részeknek.

o Az ellentagokat gy valasztjuk meg, hogy az adott rend véges legyen. Hogy ez megteheto, azt demonstralni
fogjuk a kés6bbiekben. A legalacsonyabb rendben csak a legelsé ismeretlen ellentagok fordulnak eld, igy
azokat onnan meg tudjuk hatarozni. Tegyiik fel most, hogy valahanyadik rendig meghataroztuk az ellen-
tagokat. Egy adott rendii jarulék fiigg az alacsonyabb rendii ellentagoktdl, valamint az adott rend 1j ellen-
tagjaitdl is. Mivel az el0bbieket mar ismerjiik, feltételezésiink szerint, az 1j ellentagok meghatarozhatok.

e Az ellentagok megvalasztdsa nem egyértelmii, hiszen ha pl. d\; eltiinteti a divergencidkat az adott rendben,
akkor A1 + A\ is megteszi ugyanezt, ha A\, véges. Ez Osszefiiggésben van azzal a bizonytalansaggal,
ahogyan egy graf “végtelen részét” definidljuk. Az ellentagok kijelolésének mikéntje adja meg a renormdldsi
sémdt; azaz egyik sémabdl a masikba ugy térhetlink at, ha megadjuk a véges kiilonbségeket minden
rendben. Pl. a ®* modell sajitenergidjanak meghatdrozasakor nulla hdmérsékleten frhatjuk (1. (246))

Arenm? 1 m2
zo—m,%enJrT;e" <—€+7E—1+ln 4;;’;) + omi. (295)

Héarom kiilonb6z6 séma népszeri (de persze barmely mds is megtenné).

Arenm?2,, 1 Arenm? m?2
MS : 2 _ ZrenPren — EMS — 2 ren’ren -1 1 ren
5 om} 3272 = 0 Mren + 32m2 e i 47
— MrenMZen [ 1 i ArenMZepn o MZe,  (296)
. 2 _ ren''fren MS __ 2 ren n ren
MS : 5m1 = —32771_26 |:—€ =+ YE — 1-— 1H(47T):| = EO = Myep —+ 327T2re In uze
OM : om? = —yphurek o OM 2
Hasonléképpen a csatoldsi allandé esetére
(4) 3\2 1 A2
322 1 322 [1
SAMS = - SAMS = - - Indr| . 297
= 32n2 ¢’ 32n2 | P +indm (297)

e A renormdlt mennyiségek meghatdrozdsdnak médja a renormdldsi el6irds (renormalization prescription).
Lehet egyszeriien megadni az értékeket, de lehet bizonyos megfigyelheté6 mennyiségekb6l szarmaztatni
ezeket. Mondhatjuk pl. azt ®* modellben, hogy

G HT =0k~ M) =k - M?+0O((k* - M*?), THT =0,k =0)=N\. (298)

Fizikailag ez azt jelenti, hogy a részecske tomege M legyen egységnyi reziduum mellett, az alacsony energias
szOras szorasi hataskeresztmetszete pedig
do A2 9
— = ahol s = (k1 + k2)~. 299
dQ ~ 64n2s Uk + k) (299)

Valdjaban a hullamfiiggvény renormélas fizikai értékétol fiiggetlenek a megfigyelheté mennyiségek. Csupan
azt {rja le, hogyan reprezentdljuk az elméletet terekkel. Emiatt értékére barmely (véges) szdmot
valaszthatunk.

e Ezen eljdrdssal minden korreldcids fliggvény véges értekii lesz (1. késébb)
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A renormadldas matemematikailag analitikus elfolytatdasnak felel meg. Ha a teljes Lagrange-fliggvényt tek-
intjiik, abban a Z(A), mZ(A) illetve \y(A) mennyiségek szerepelnek (most A a regularizdlé paraméter). Ezek
kifejthetOk a renormélt csatoldsi dllandd szerint, ahogyan lattuk (294) képletben. Ennek a sornak a tagjai azon-
ban nagyok lehetnek, hiszen mind tartalmaz divergens (s6t, a magasabb rendek felé haladva egyre divergensebb)
részt is. FEzért a Lagrange fliggvény mint sor konvergenciasugara nagyon kicsi lehet. Ugyanakkor a fizikai men-
nyiségek sora véges tagokat tartalmaz, vagyis a konvergenciasugar sokkal nagyobb lehet. Ez jél ismert a sorok
esetében is. Ha pl. van egy sorunk, amelynek perturbativ kifejtése

o0
fl@)=>_ Q" (300)
n=0
akkor ennek konvergenciasugara |z| < 1/Q. Egy 1j véltozéval azonban, amely kis z-ekre megegyezik x-szel:
y=1z/(1 —Qux) a fiiggvény f(y) =1+ Qy minden értékre konvergens.

Még pontosabban utdnanézve egy altaldnos séméban (pl. MS) szdmolva a fizikai mennyiségek sora aszimp-
totikus, ami azt jelenti, hogy konvergenciasugara nulla. Gréafokat tekintve ennek az az oka, hogy n-ed rendben
megjelennek n!-sal névekvé tagok (renormalon). Ez azonban nem jelenti azt, hogy minden séméban ugyanolyan
rossz a konvergencia. Erre késObb, a renormaldsi sémak viszonydnak vizsgalatakor fogunk visszatérni.

6.1 Overall divergenciak

A renormadlas stratégiaja akkor miikodik, ha csak olyan mennyiségek divergensek, amelyek a Lagrange-
fligvényben szerepelnek, lokélisak, és nem fiiggenek a kornyezeti paraméterektél, pl. a homérséklettél. Fz
utobbi esetben ugyanis nem lenne a kornyeyettdl fliggetlen mikroszkopikus dinamika. Hogy ezeket a kérdéseket
megvizsgaljuk, nézziikk meg kozelebbrol a diagramok UV divergenciait.

Egy diagram lehet UV divergens igy, hogy minden propagator impulzusa végtelenhez tart, vagy ugy, hogy
csak egy aldiagram impulzusai tartanak végtelenbe. Az els6t hivjuk overall divergencianak, a mésodik az aldiver-
gencia esete. ElGszor foglalkozzunk csak az overall divergencidval (ami egy adott diagram esetén nyilvénvaléan
a legerdsebb divergencia).

Vizsgaljuk meg, hogy milyen diagramok lehetnek overall divergensek egy altaldnos elméletben. Di-
menzidanalizist végziink, a tomeg-dimenzidkat szdmoljuk (a i = ¢ = 1 egységrendszerben az impulzus témeg
dimenzidju, a tavolsig inverz témeg dimanzidji, a derivdlds megint tomeg dimenziéji). A hatasfunkciondl
dimenziétlan, [S] = 0. Emiatt d dimenziéban

S:/d%c = [L]=d— 4
L— &0 +mH)e = [@(x)]:g—lﬂl;

(k) = /ddxe”“”q)(x) S [Bk) = —g 1

d 2d
L— g2 = [gc]=c+d—c——>0 = [g.]=0: c=——
2 d—2
. d-1 3
. d+1 5
(k) = /ddxelk“"\lf(x) L 100 B
2b)d p=c=
L— gre(TTWPOC = [g]=b+c+d— % ==
(301)
Vizsgaljunk most bozonikus elméleteket. Az effektiv hatds dimenziétlan, impulzustérben a @™ tag

egyitthatéjanak dimenzidja tehat

d*k, d*k,, A , g4tz _
FH/W...(%)AQW) 5O k)Tn(ky, ... kn) (k). B(ky) = dn—d 5+ [T =0,

Mo =d——n. (302)



Ezt a dimenziét valami dimenziés paraméternek kell hordoznia. Ez lehet a levagds, és altalanos esetben meg is
jelenik ez a faktor. Ha a csatoldsi allandé dimenzidja [A], akkor f-ed rendben a levagas-fiiggés

d—2

Ip~giN = z2=d-— 5

n — lge- (303)

Ennek jelentése:

e ha a csatoldsi dlland6 pozitiv tomeg dimenziéjua, akkor ¢ novekedésével egyre konvergensebb eredményt
kapunk, és csak legfeljebb az n < 2d/(d — 2)-pont fiiggvények lehetnek divergensek. Vagyis ekkor csak
véges sok diagram divergens. Ezek a szuperrenormdlhato elméletek. Példaul d = 2 két dimenzids esetben
minden kélesonhatds szuperrenormélhaté, mert [g.] = 2. Itt £ = 1 divergens csak, ez a tadpole korrekcid.

e ha a csatolasi allandé dimenzidtlan, akkor z fliggetlen a hurok rendtdl. Négy dimenziéban csak a nulla-,
két- és négypontfiggvények lehetnek divergensek (ez utébbiak legfeljebb logaritmikusan), azonban barmely
hurok rendben azok lesznek. Itt végtelen sok divergens diagram létezik, de csak véges sok tipusi varhaté
értékben. Ezek(lehetnek) a renormélhaté elméletek.

e ha a csatolasi allandé dimenzdja negativ, akkor magasabb rendben egyre tobb pont fiiggvény lesz divergens.
Végtelen hurok limeszben barhany pont fiiggvény divergens lesz, ezek végesitéséhez tehdt végtelen sok tag
kell a Lagrange-fiiggvényben, vagyis az elmélet nem renormalhaté. Négy dimenziéban maximum a ®*-es
kolesonhatéds renormélhaté, d = 6-ban a ®3 elmélet. Effektiv elméletként azonban mindezek hasznalhatdk,
ha csak véges hurok rendben akarunk szamolni.

Az overall divergencidk esetében, definicié szerint minden propagdtor impulzusa végtelenbe tart. A
homeérséklet és a kémiai potencidl azonban exponencidlisan elnyomottak nagy energian, vagyis egy ilyen fak-
tort tartalmazdé diagram véges lesz. Emiatt az overall divergencidk nem figgnek a hémérséklettél és kémiai
potencidltol. Ez altalanos elvként is megfogalmazhaté: az UV fizika érzéketlen az IR részletekre.

Még nem beszéltiink az overall divergencidk impulzusfiiggésérol. Belathatd, hogy a kiilsé impulzusok szerinti
derivalas csokkenti a divergencia fokat. Ervként nézziik meg a propagator impulzus fiiggését, ha p a belsé
impulzus, amely végtelenhez tart, k a kiilsé impulzus. Ekkor alakithatjuk dgy a bels6 impulzusokat, hogy
valamelyik propagatorra

1 1 k% + 2kp

Gp+k)=G(p)+ ku0,Glp)+... = e :pz—m2 - T m) + ... (304)

A misodik tag nagy impulzusra jobban levag, igy az eredmény konvergensebb lesz. Ugy is fogalmazhatunk,
hogy a kiilsé impulzus egy 1j, dimenziés vertexet vezet be. Emiatt a kiilsé6 impulzus szerinti derivalas soran
elébb-utébb konvergens eredményt kapunk. Tehat az overall divergencia a kiils6 impulzusban polinomiélis.

Emiatt az overall divergenciat el lehet tiintetni olyan mddon, hogy a Lagrange fliggvényhez egy megfelel$
(polinomiélis) lokalis tagot adunk hozza, amely vezetd rendben éppen kiejti a divergenciét. Ez a tag ellentagként
fog megjelenni a renormalt Lagrange-fliggvény formaban. Ilyen mddon konstriktiv eljarasun van az ellentagok
meghatarozasara.

6.2 Aldivergenciak

Ha egy grafnak nincsenek overall divergenciai, attél még lehet divergens. Példa a két hurok tadpole, ahol az
overall divergencidn kiviil még egy egy hurok korrekcié is magmarad.

Aldivergencia esetében a hurok impulzusok egy része véges értéket vesz fel, mig masok végtelenhez tar-
tanak. Emiatt kijelolhetiink egy olyan részgrafot, amelynek minden vonala végtelenbe tart. Ezt a részgréafot
elkiilonitve egy m-pont fiiggvény szerepel a nagyobb graf belsejében, amely divergens. Ehhez azonban tar-
tozik egy olyan ellentag-rész, amely ugyanigy n-pont fiiggvényhez ad jarulékot vezet6 rendben, és amely
végesiti a divergens n-pont fliggvények Osszegét. Emiatt ha az Osszes grafot Osszeszedjiik az adott rendben,
akkor a divergens algrafokhoz mindig tartozik egy ellentag-jarulék, végiil végesitve az aldivergencidkat. Ennek
kovetkezményeképpen az aldivergencidk a korabbi ellentag-grafokkal egyiitt automatikusan véges eredményt
adnak.

Emiatt végiilis egy adott rendben felirt diagram a kordbbi ellentagokkal egyiitt mar csak overall diver-
gencidkat tartalmaz, igy visszajutottunk a korabban targyalt esethez.
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6.3 Perturbacios sémak viszonya

Szildrdtestfizikai szdmitdsokndl elterjedt folklér, hogy van egy kitiintetett regularizécié (a kristélyrdcs), ezzel
szamolva van egy kitiintetett perturbacidszamités is, ahol a csatolasokat a mikroszkopikus megfigyelhetd men-
nyiségekbdl szarmaztatjuk. Implicite azonban itt is megtaldlhat6 a fenti renormalési gondolatmenet: egyrészt a
racs is tartalmaz racshibakat, kiillonboz6 beallasi domaineket, vagyis a regularizacié itt sem eleve adott, szlikség
van arra, hogy a mikroszkopikus részletektol fiiggetlen legyen a makroszkopikus fizika. Masrészt kiillonb6z6
mérési utasitdssal rogzitve a paramétereket valéjaban itt is kiillonb6z6 renormaélasi eloirasokat hasznalunk. Ha
azonban nem rogzitett sem a regularizdcid, sem a séma (eléirds), akkor érdemes megvizsgalni ezek viszonyédt.
Valéjdban a fizikdt a teljes Lagrange fliggvény tartalmazza, vagyis, dtskédldzott tereket haszndlva (292).
Ebben a formaban szerepl6 paraméterek, Z, mg és \p minden regularizdlas mellett egyértelmii fliggvényei harom
kivalasztott fizikai paraméternek. Legyenek most ezek a paraméterek M, \g és (y, a részecske tomege, di-
menziétlanitott szérasi hataskeresztmetszete valamely négyesimpulzus mellett, valamint a spektral fliggvény
norméja (ami lehet 1). A levdgds legyen A (lehetne helyette racsdllandét is gondolni A ~ 1/a). Vagyis

Z(M, o, Cos A),  mz (M, Mo, Cos A)y Ap(M, Xo, Co; A). (305)

Mivel a vildg kontinuum elmélet (?), ezért ha tokéletes Lagrange-fliggvényt haszndlunk, akkor a levdgas
értékének végtelenbe vitelekor minden megfigyelheté mennyiséget korrektiil frunk le, vagyis (legaldbbis ebben a
limeszben) a renormdldsi sématdl fliggetlen a bare Lagrange-fiiggvény. Ami azt jelenti, hogy M, Ag és o helyett
valaszthatnank mas mennyiségeket is a paraméterek rogzitésére. A megfigyelheté mennyiségek értéke ebben a
limeszben fiiggetlen a levagastdl (hiszen el lehet tdvolitani azt). A regularizdlds maradvénya azonban egy extra
fizikai skdla kialakuldsa (pl. tiszta QCD-ben a Sommer-skéla).

Perutbécidészamitdsban a (305) fiiggvényt sor alakjdban irjuk fel. A kifejtési paraméter A, lehet kozvetlentil
valamelyik fizikai megfigyelheté mennyiség (pl. dimenzidtlan szérési hatdskeresztmetszet), de lehet valamilyen
ezektél fliggd absztrakt kifejtési fliggvény — ezek adjék a kiillonb6z6 séméakat. Legyen egy adott sémaban a
csupasz csatolds kifejtése

Ap = A+ A2 (%1 +d1) +O0). (306)

Ez végesiteni fogja a megfigyelheté mennyiségeket. Az O()\?) tag a kovetkezdé rend eredményét jelenti. Egy
masik séméaban szamolva azonban més eredményt kapunk:

A= N A2 (%1 + d;) oM. (307)

Miutédn a fizika a csupasz csatolasi dllandéban van, nem a renormalt perturbédcidszamitasban, ezért akkor kapjuk
ugyanazokat az értékeket a megfigyelhet6 mennyiségekre, ha A, ugyanaz a szamolt rendig:

N =X+ 2\2(dy, —d)) + O(\?). (308)

Figyeljiil meg azonban, hogy az egyezés csak O(\?)-is igaz. Még latszélag 1ij divergencidk is megjelennek, hiszen
beirva a fenti kifejezést A, masodik alakjaba:
c c c
Ap = A+ A2 (;1 + d1> FoX3(dy — d) (?1 + d’l) FAdy — d)? (;1 + d’1> . (309)
Ezek a magasabb rendii divergencidk a magasabb rendii szamitdsokkal természetesen eltinnek. Mindenesetre
ez azt is jelenti, hogy a magasabb rendli divergencidkban az 1/e-nal ardnyos rész sémafliggd, és csak az adott
perturbativ rendig kapunk sémafiiggetlen eredményt.

Altaldnosan a fenti gondolatmenet azt jelenti, hogy két séma egymaédssal 6sszekapcsolhato olyan médon, hogy
az egyik renormdlt paramétereit a masik renormalt paramétereinek segitségével kifejezziik:

N(m2 A0, mmA N0,  (mN0). (310)

Végtelen rendben szamolva ekkor a csupasz paraméterek ugyanazok lesznek, vagyis minden megfigyelheté men-
nyiség véltozatlan marad. A korrelaciés fliggvények a kiilonb6z6 tér-normaldsok miatt aranyosak lesznek

"G (ki A, m?) = "Gl (ks N ,m'?). (311)
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Véges rendig szamolva azonban nem varhatunk pontos egyezést. Akéar a csupasz paraméterek (ahogyan fent
is 14ttuk), akédr valamely fizikai mennyiség értékében kiilonbségek lesznek. Ez utébbihoz vegyiik valamely
tetszbleges fizikai megfigyelheté mennyiség kiszamitdsaban az N-ed rendet. Az els§ sémédban

N
M=) "A"M,. (312)

n=0

Ide beirva a X kifejezését, egy olyan sort kapunk, amely még N N* hatvanyt is tartalmazni fog. Masrészt
kozvetleniil a vesszés sémabol szamolva csak az els6 N hatvanyt kapjuk meg. Altalaban igaz, hogy a kiilonb6z6
sémakbol szamolt mennyiségek csak az adott rendig fognak megegyezni.

A sémavéltds tehdt megfelel egy valtozdcserének, azaz a perturtbativ sor dtrendezésének (resummation).
Ezzel a triikkel elérhetjik, hogy mindig azt a perturbacidészamitast hasznaljuk, amelyik a legalkalmasabb az
adott mennyiség kiszamitasara, és a fizika fixen tartasa segitségével a kiilonb6z6 sémakat egymassal kapcso-
latba hozhatjuk. Ez a legaltalanosabban vett renormaléasi csoport gondolat, s ilyen médon az Osszes lehetséges
ujradsszegzést meg tudjuk valdsitani anélkiil, hogy az UV divergencidk kezelését elrontanank.

6.4 Skalavaltas nulla hémérsékleten

A felosszegzések egyik legismertebb valtozata, ha a u skalat olyannak valasztjuk meg, hogy mindig eltiinjenek a
logaritmikus korrekcidk. Ez, médsként értelmezve azt is jelenti, hogy felosszegezziik a logaritmikus korrekciokat.
Mivel a logu jellegli tagok az UV divergenciakbdl jonnek, és ezek hémérséklet-fiiggetlenek, a logaritmusok
felosszegzése nulla homérsékleten is megvaldsithato.

Tekintstink tehdt két sémdt, melyekben a skdldt p-nek illetve p'-nek vialasztjuk, de csak ennyiben
kiilonbozzenek a véges ellentagok. Mindkét séméban elvégezziik a renormalt mennyiségek kiszamitasat, és
a renormdlt paramétereket meghatarozzuk a renormaldsi séma alapjan. Ha végtelen rendig szamolunk, akkor
valéjaban minden megfigyelheté mennyiség ugyanazt az értéket fogja adni a két sémaban.

Mivel azonban mésok a véges ellentagok, a két sémabdl mas lesz a renormélt mennyiségek értéke, azaz
a renormalt mennyiségek fliggenek a skalatol: gren(p). Hogy ezt a fiiggést meghatarozzuk, tobbféle utat is
kovethetnénk, a lényeg, hogy azt kell megkdvetelniink, hogy a két elmélet ugyanazt a fizikat irja le.

Példdul kihaszndlhatom azt, hogy minden megfigyelheté mennyiség ugyanazt ez eredményt adja, vagyis a
korrelédcids fuggvények ardanyosak. (311) egyenletbél {rhatjuk (elhagyva a ren indexet)

(NG (ks ks m® (), g(1), 1) = ¢ ()G (R ks m® (), 9(12), ). (313)

Ezt az egyenletet derivalhatjuk In p szerint. Mivel a bal oldal nem fiigg p-t6l

1 d¢ dm? 0 dg 0 0
1 “ G = . 314
(n(dlnu dlnu8m2+dlnuag Olnp (314)
Hérom kiszamolt Green-fuigvénybol meghatarozhatjuk a fenti derivaltakat. Szokédsos jelolés
dg dIlnm?
= p—— . 1
p dlnp’ " dlnp (315)

A ®* modellre egy hurok szinten azt kapjuk, hogy ¢ =1 (mert nincs hulldmfliggvény-korrekcié ebben a
rendben). T'= 0-n az MS séméban:

am? . 3\2 o
—m? — = (. —0) = )\ — ad
Y=m 1672 In p '(k;=0)=X 6.2 In " (316)
Figyelembe véve, hogy dm?/dInp ~ O(X) és d\/dIn u ~ O()\?), a sajdtenergidbdl adédé egyenlet O(\) rendig:
de 820 d\ 820 620 dm2 2 )\m2
dln,u(?m2+d1ny oA +5‘lnp dlnp e 1672 (317)
Hasonl6képpen O(A3) rendig
dm? or® — dx or®  or® d\ 3\
il g= (318)

=0 = = .
dlnp Om? +d1nu oA +8lny dlnp 1672
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Az egyenleteket meg is lehet oldani

A(ju0) mg (1)
)\(:U“) = 3)\ Y mQ(:u) = . 1/3 (319)
1672 1o T 1672 n%
A fenti egyenletet at lehet irni:
1 3
Ap)=———, ahol  fo=—70,  Ag=pe!/ P (320)
Ao 167
ﬁo In —
I

Megjegyzések:

e Ez a formula azt mutatja, hogy valéjaban a “csatolasi allandé” fiigg a skalatdl, igy nem tekinthetd
allandénak. Ami valéban dlland6, az a Ay mennyiség (ez skdlavdltdsra invaridns, vagyis renormaldsi
csoport invaridns). Ez azonban mar dimenziés mennyiség. Vagyis egy dimenzids csatoldsi dllandé helyett
egy dimenzids mennyiséglink keletkezett: az a dimenzids transzmutdcio.

o A fenti kifejezésnek csak p < Ag-ra van értelme, hiszen csak akkor pozitiv. u = Ag-nél a kifejezés felrobban.
Ez a Landau-pdlus.

e Ha azt szeretnénk, hogy a kifejezéseink értelmesek legyenek 1 — oo esetben is, akkor a fenti kefejezésben
Ag — oo kell, vagyis ekkor minden véges skdlan A(p) = 0. Ez a trivialitas.

e Ha a formuldinkat u = Ag/n-ig hissziik el, akkor a maximdlis csatoldsi dllandé e = 1672/ (31nn).

o A skéalit gy érdemes véalasztani, hogy a logaritmikus divergencidk eltiinjenek. Vagyis ha m? = 0, akkor
u = |K| j6 valasztds; ha emellett kg = 0, akkor u = k, ami a karakterisztikus tavolsig inverze. Emiatt
valéjaban tavolsagfiiggd médon kell valtoztatnunk a csatolasi allandét a legjobb konvergencia érdekében:

1

)\(T’) - 50 ln(’f‘Ao) ’

(321)

igy értelmezzik a futd csatoldsi dllanddt.

Mindez azonban csak interpreticié. Valdjaban a fizikai mennyiségeket kell kiszamitani, azok adjak meg

a valodi valaszt. A szorasi hataskeresztetszetre példaul a logaritmikus korrekcidk figyelembe vételével az
adddik, hogy

2@

6472s’

ahol @ az atadott impulzus. Ilyen értelemben a futéd csatolasi dllandé fizikai értelmet nyer.

(322)

6.5 Homérsékletfiiggd tomeg és csatolas

Magas hémérsékleten a tomeg négyzethez kapunk egy relativ ~ AT?/m? véges hémérsékletii korrekciot, a
csatoldsi dllanddhoz egy relativ ~ AT'/m korrekciét. Ezek magas hémérsékleten meghaldhatjak 1-et, ami azt
jelenti, hogy a perturbativ sor konvergencidja elromlik.

De egy javitott perturbédciészamitassal itt is eredményt érhetiink el. A sajatenergia kifejezésével felirva az
effektiv hatds kvadratikus részét nulla impulzusnél (cf. (246))

Arenm? 1 m>2 A
r®0) =m?+ 3277;71 <_€ +ve—1+1In 47:;’;) + §T(T, m) + oms3, (323)
itt vélaszthatjuk
)\renmzen 1 mgen A
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Hasonléképpen a renormalt ') nulla impulzusnal (cf. (297))

32 [ 1 32
@) — = —Indr| + -Tpin 2
(0) )\+6)\+327T2[ ~ e —1In W] + = Zyin(0), (325)
ahol vélaszthaté 22 A2
3 1 3
32w2[e+7E nﬂ} g Hinl0) o

Ez a séma kivaléan alkalmas a T hémérsékleten val6 szamitasok elvégzésére. Meg kell azonban hataroznunk a
renormalt paramétereket, ezt pedig nulla hémérsékletli szamitdsokkal szokds rogziteni.

Tegyiik fel, hogy nulla hémérsékleten az MS séméban megbizhatéan ki tudjuk szdmitani a megfigyelhetd
mennyisigeket, és ismerjik a Lagrange-fiiggvénybeli paraméterek értékét. A legcélszeriibb tehdt a fenti OM
séménak ehhez az MS sémahoz valé viszonyat meghatérozni. Ebben a séméban

Sm2— — __MSTMS (= 14y NS
s 3272 € +IE n dmrp? |’

3NV 1

A két séma paraméterei viszonyanak meghatarozasahoz most hasznaljuk azt a feltételt, hogy a csupasz Lagrange
fiiggvény ugyanaz legyen (hiszen ez irja le a fizikdt, nem a renormadlt Lagrange-fliggvény). Azaz

m? + om? = mlszs + 6mi/[—s, A+ 00 = M5 + O (328)

Ahogy a kordbbi analizisekbdl lathattuk, ezek az egyenletek csak a megfeleld csatoldsi dllando rendig elégithetok

.....

mér elhagyjuk. Mivel m? = mi/[—s—i— O(N), ezért Am? = )\M*Smi/[—s—i- O()\?), vagyis ebben a rendben megegyeznek.
Emiatt

m? — %T(T, m)=m (329)

2
S
A csatolasi allandé egyenletében ugyenzt mondhatjuk. Ezen feliil az utolsé tag egyiitthatéjat irhatjuk A2 =
Migg + O(A?) alakban. Ekkor

3 3
A= geZ(Tom) =dyg =~ —+— = —-Z(T,m). (330)
27" MS MS A s 2

Ha a homérséklet jéval nagyobb, mint a tomeg, akkor hasznalhatjuk a magas hémérsékleti kifejtést:

AT2 MTm Am?  ec®T?

2 2
=mis+ S - I
me = ys 24 8 + 3272 u?
11 T T\°
- = 3 — 3 In & , (331)
A Ay 16mm 3272 I

ahol ¢ = 4me™ 7" ~ 7.06. A fenti egyenletbdl ldthato, hogy érdemes a skaldt ur = ¢T' =~ 7T-re valasztani, ekkor
a logaritmikus tagok elhagyhatok. Az MS sémaban mar lattuk, hogyan kell skalat valtani, ezért irhatjuk

AT?  \XTm
= mysler) + S0~ o
1 1 T
1 -3 (332)
A )\Mis /~LT) 16mm
Ha a T'/m korrekcidkat elhagyjuk, akkor
Anis ()T
A= wis(ur),  m* =mig(ur) + 2 (333)



kifejezéshez jutunk. Ez a “daisy” (szézszorszép) felosszegzés, ami diagrammatikusan az iterdlt tadpole
felosszegzést jelenti. A futds itt a 4 dimenzids, azaz nulla homérsékletl futdsnak felel meg.
Magas hémérsékleten, pontosabban ha T > m, akkor mas aszimptotikdat kapunk. A csatolasi allandd

kifejezésében a jobb oldal nagy lesz, vagyis
_ 16mm

AR .
3T
A tomeg egyenletébe visszairva, és figyelembe véve, hogy még magasabb hurok rendekben a csatoldsi dllandénak
lehet egy fix pontja (\.), kapjuk

(334)

87 5 A T?
m= S <mMS(uT) + o1 ) . (335)
Spontan sértett elméletekben mi/l—s <0=- )‘*2562 . Ezzel azt kapjuk, hogy
m~ (T —T,). (336)

A valédi fizikai tomeg a korreldcids hossz inverze, azaz € ~ 1/m ~ (T —T,)~ = (T—T.)™". A csatolasi dllandéra
pedig A\ = Ay ~ T — T, ~ (T —T.)*. A v és k kritikus exponensek értéke a jelen szdmoldsbdl v = k = 1, ami
az N = oo O(N) modell kritikus exponenseinek felel meg. A daisy kozelitésben v = 1/2; ami az dtlagtérelmélet
eredménye.

6.6 2PI felosszegzés

Eddig impulzusfiiggetleniil végeztiik a felosszegzést, amivel nem valtoztattuk meg a renormalt Lagrange
fliggvény funkciondlis alakjat a csupasz Lagrange fiiggvényhez képest. Ez azonban nem sziikségszerii,
elképzelhet6 olyan renormélasi séma is, amelyben a funkcionalis alak is megvaltozik. Ekkor elképzelhetd, hogy
az ellentagba beolvasztjuk a teljes sajatenergias korrekciot, vagyis egyaltalan nem lesz sajatenergia. FEkkor a fa
graf szintil propagdtor az egzakt propagator lesz.

Ez a gondolat all a hatterében a 2-részecske irreducibilis (2PI) felosszegzésnek. Formélisan ezt J. M. Corn-
wall,R. Jackiw és E. Toumbolis, Phys. Rev. D10, 2428 (1974) vezette be elGszor a részecskefizikdban. Uj
eredményeket 1. J. Berges and J. Cox, Phys. Lett. B 517 (2001) 369; A. Arrizabalaga, J. Smit and A. Tranberg,
Phys. Rev. D 72 (2005) 025014; G. Aarts and J. Berges, Phys. Rev. D 64 (2001) 105010; J. Berges, Nucl.
Phys. A 699 (2002) 847;G. Aarts and J. Berges, Phys. Rev. Lett. 88, 041603 (2002); A. Arrizabalaga, J. Smit
and A. Tranberg, JHEP 0410 (2004) 017 cikkekben.

A 2PI formalizmusban a generator funkcionalt nemcsak az aramok, hanem az altalanositott kernel szerint is
vessziik:

Z[j, K] = / Dy eSO tidetieKe, (337)
Az Osszefliggd diagramok generatora W a szokasos méodon képezhetd
Z|j, K] = Wb Kl (338)

Bevezetjitk a kovetkezd jeloléseket:

ow

(©z) |j,K = 87]1 = d,,
1 1 ow 1 .
) < ‘Pw‘ﬁy> 5K = 5 (<§01> <§0y> + <T90x90y>c) = 0K = B} ((I)xq)y + ZGwy) . (339)
zy
Ezutan Legendre transzformaciot hajtunk végre, de nemcsak j, hanem K szerint is:
elid ow ) 1 .
x Ty
Innen
or  ow 95 OK oW
— = -——=0—-j————-K9o
9~ 0% 0% 7 00 0K ’

or oW 9j oK oW 1
%G 2 aict " aicoK 2% (341)
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Mivel

oW (05 aj .. oW (0K oK .
dW = 3 <8(I)dq)+8iGdZG>+ EYe <8q)d<1>+az_Gde), (342)
a kovetkezd alak marad ar ar )

A fizikai pontban j = K =0, azaz '¢ = 0 és ['¢=0.
Hasonléan, ahogyan a 1PI diagramok generdtorandl 14ttuk, most is adjunk PI reprezentdciét a T'[®,G]
generatorra

o TI®.G] _ iW[j]=ij®— 5 K(2+iG) _ /DweiS[ga]—i—ij(ga—‘b)-i—%gaKtp—%K(<I><I>+iG). (344)
Az 1-pont fiiggvény alakja

<</7x>¢>7c = 0,

(345)
Ez azt jelenti, hogy egy vonallal 6sszekotott aldiagram @,.-szel helyettesitendd, vagyis csak 1PI diagramok
maradnak. Hasonléan

r _ =i P— Lt K(PDP+iG S+ijet+seKp _ —ij®d—L2 K(®PP+iG |44
et <§0x>¢)7G =e Y 2 ( v )/DQD P e TUPTIPRY — o7 2 ( v )%el =
T

T () = () (9,)) = € 9T EKOWHO) [ Dy ciShizessoks _ g, 6T —

—ij®— i K(®P+iG) 9 W _ (I)Iq)yeﬁ‘

= 92
e aKwy

= <<Pr90y>conn,q>7c = iGay, (346)
azaz 2 vonallal bekotott aldiagramot G-vel kell helyettesiteni. Emiatt a G-vel kifejezett elméletben nem lehetnek
olyan aldiagramok, amelyek két vonallal vannak a maradékhoz kétve. Mas szdval ha két vonalat elvagunk, akkor
még mindig Osszefiiggd diagramhoz jutunk. Ezeket a diagramokat nevezziik 2PI diagramoknak. A két vonallal
a maradék részhez kotott diagramok més széval a (P hattértdl fliggd) sajitenergids korrekcidk. Emiatt a 2PI
diagramok azok, ahol nincsenek sajatenergids diagramok — hiszen pontosan ezeket 0sszegeztiik fel akkor, amikor
az egzakt propagatort hasznaljuk.

Az 1PI generatort ugy kapjuk meg a 2PI generdtorbdl, hogy inverz Legendre transzformaciét csinalunk a K
kernel szerint

B 1 . ore, Gl i
re,G =1[2,K] — isz (PP, +iGqy), —0c —§K. (347)
Az 1PI generatort K = 0-nal kapjuk:

r[9] = T[®, G| gr . (348)
Perturbaciészamitasban kiemelhetjiik explicite az els6 néhany tagot. Bozonikus esetben:
1 1
L@, G] = S[0] - 5 TrinG + §TrG51G+Fim[<I>,G], (349)

itt G a szabad propagétor, valamint I';,:[®, G] a T'[®, G] azon része, amely legaldbb egy vertexet tartalmaz. A
fenti kifejezésben a OT'/OG = 0 egyenlet megolddsat kell behelyettesiteni G-re. A fenti egyenlet igazoldséhoz a
kélesdnhatdsmentes esetet nézziik, ahol G—1 = Gy' és T[®] = S[®] — 3 TrIn Gy. A fenti alakbdl

1 1 1 Il [P, G] 1 .., 1 4
1
= Ty[P] = Fo[@,GH%:O = S[®] — 5 Trln Go + const.. (350)

A kolcsonhatédsok T';,¢-ben vannak. A propagator egyenlete kolecsénhaté esetben:

_ — arznt[q)vG] 1

Vagyis perturbative tugy kell eljarni, hogy vessziikk a sajatenergia propagatorokkal felirt kifejezését, és azt
altalanos propagatorokkal értelmezve megoldjuk a fenti egyenletet.
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A fenti egyenletekbol a formélis szamitasok vildgosak, azonban nem vildgos az, hogy ezzel az dtalakitassal
renorméalhaté elméletet kapunk. Az irodalomban szamos technika létezik a renormélas elvégzésére, most egy, a
renormaldsi csoportra alapulé technikat mutatok be.

Ennek lényege az a megfigyelés, hogy a 2PI diagramokndl nincsen sajatenergias korrekcié. Az inverz
propagator kifejtésénél

To(k) = k* —m? — 0m* — Saiagram (k) (352)

mar lattuk, hogyan lehet a radiativ korekcidkat tomeghéjon eltiintetni az ellentag véges részének megfelel6
valasztasaval: om? = —Sgiagram (ko = m,k = 0). Ekkor I's(k* = m?) = 0, vagyis a fent szerepl m az egzakt
tomeg.

Ezt a gondolatot tovabb folytatva megprobalhatjuk az ellentagot impulzusfiiggé mdédon megvalasztani, és
ezzel elérni azt, hogy egyéltalan ne legyen radiativ korrekcié. Vagyis formalisan dm? (k) = —Sgiagram (k). Hogy
ezt konzisztensen csindljuk tobb problémét is meg kell oldanunk

e az allandé fizika, vagyis a csupasz Lagrange fliggvény konstansnak tartasa
e a diagramok divergens részének vizsgalata
e a szabad paraméterek rogzitése.

A fentiek megoldasat korabban pontosan a renormaldsi séma vélasztdsa jelentette. Most altaldnositsuk tehat a
renormalési séméat impulzusfiiggd véges tagok esetére. Ehhez induljunk ki ismét a ®* elmélet csupasz Lagrange
fliggvényébol.

Z m2 /\0
L=2(00) - 202 — — o4 353
5 (00)" — = o4 (353)
Most a renormaélt-ellentag szétvalasztast impulzusfiigg6 médon végezziik el:
1 A 1 oA
= -0 K(i0)® — —~d* + D IK(i0)® — - P* 4
L 5 (10) 2 + 5 dK (i0) Y (354)
ami a fenti (353) egyenlettel konzisztens, ha
Zk? —mi = K(k) + 6K (k), Xo = Agr + 6. (355)

Lathatoan csak a kernel és az ellentag Gsszege fixalt, vagyis pl. szabadon megvalaszthatom az ellentagot, ekkor
a kernelt a fenti egyenletbél kell szdimolnom. Ebben az egyenletben azonban még Z és m3 sem rogzitett, azt a
szamitas folyaméan kell meghatdrozni.

A fenti Lagrange fiiggvényben a szabad illetve kdlesonhaté tag szétvalasztdsa

Lo = %@ Ko,  L;= —;—qu* + %@ SK® — %@4 (356)
médon torténik, a perturbdciészamitdsban [ L szrinti kifejtést végziink, mint eddig is. Ebbdl Feynman dia-
gramokat fogunk szdmolni, ahol a propagatorokat a K kernelbdl szarmaztatjuk az alataldnos esetnek megfelelGen.
Az ellentag végtelen részét ugy kell megvalasztani, hogy a Feynman digramok végesek legyenek — vagyis K-
ban divergencidk kell, hogy fellépjenek. Ez csak akkor konzisztens (355) egyenlettel, ha a divergencidk k-ban
polinomidlisak, vagyis ugyanolyan alakdak, mint a szabad elméletben.

Hogy egy altalanos propagator esetén is ugyanazok a divergencidk 1épnek fel a Feynman diagramokban, az
a (304) egyenletbdl latszik. Minden olyan propagator, amelyre G(p + k), p — oo esetén polinomidlis k-ban,
teljesiti azt a feltételt, hogy a kiils6é impulzus szerinti derivalas csokkenti a diagram divergencia fokat, ami oda
vezetett, hogy a diagram divergencidi polinomidlisak k-ban.

Hasonloképpen az ellentagokkal eltiintetendé divergencidk mind overall divergencidk, s ebben, még altalanos
propagator esetén is, a homérsékletfiiggd tagok nem adnak jarulékot. Altaldnos propagatornal a KMS relacid
biztositja, hogy a hémérsékletfiiggés a Bose-Einstein illetve Fermi-Dirac eloszlds formdjdban jelentkezzék.

Ilyen altalanos kernel vélasztassal felirhatjuk az effektiv hatast is. Ennek kvadratikus része

FQ(k) = K(k) - Ediagram(G, k) + 6K(k), (357)
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ahol most expliciten jeleztiik, hogy a diagramok kiszamitdsandl a G propagatort kell hasznalni, amely a K ker-
nelbdl kovetkezik. A sajatenergia divergencidi, ahogy lattuk, még altalanos kernel, illetve propagator vélasztasa
mellett is Yogink? + Soaie alakid. Hogy a fenti alak véges legyen,

SK (k) = Soaivk® + Sodiv + 6K pin(k) (358)

moédon kell vdlasztani az ellentagot, ahol a véges rész tetsz6leges, de ki kell elégitenie az dllandé fizika (355)
feltételét:

Zk* —m3 = K(k) + 0K pin (k) + Zoaink® + Sogiv = Z =14 Zogin, mi=m?— Zogiv, (359)
ahol m? mér véges érték. Emiatt a véges részekre érvényes egyenlet
k> —m? = K(k) + 6K fin(k), (360)
és az effektiv hatds kvadratikus része is véges
Ta(k) = K () = S0 gram (G- k) + 0K pin(k). (361)

Ezek utan a 2PI felosszegzéshez sziikséges valasztast konzisztensen meg tudjuk tenni:

0K fin(k) = ity ram (G K), (362)

ekkor ‘
Dy(k) = K(k),  K(k) =k —m* =S5 (G k). (363)
Ez utébbi egyenlet pontosan megfelel (351) egyenletnek, csak most renormélt formdaban. A per-

turbaciészamitdasban is jol érthetd, hogy minden sajdtenergids diagram mellett megjelenik § K ellentag is, amely
pontosan kioli azt, vagyis végeredményben a sajatenergids betétet tartalmazoé grafok eltiinnek a rendszerbdl.
Maradnak a 2PI diagramok, ahogyan azt kordbban is lattuk.

Mindez azt jelenti, hogy a 2PI felGsszegzés is egy specidlis sdmanak tekinthetd. A séma teljes rogzitéséhez
hasznalhatunk itt is renormalési feltételeket, ezek fogjak m? illetve a véges A értékét megadni egy adott fizikai
helyzetben.

6.7 2PI egyenletek nemegyensilyi esetben

A fenti gondolatmenetet alkalmazhatjuk nemegyensily helyzetben is, hiszen a levezetés soran sehol nem
haszndltuk ki azt, hogy egyensiilyban lennénk. A sajatenergids egyenletet ekkor érdemes a (218) alakban frni,
ahol most minden mennyiség véges (renormdlt), és a sajatenergia a propagatortdl figg.

Nemegyensiilyi helyzetben azonban nincsen téridé-eltoldsi szimmetria, ezért minden propagator két im-
pulzustdl fiigg. Az R/A formalizmusban a kovetkez6 egyenleteket lehet felirni:

Gab(xv y) = G((Z%) (1’ - Z) + GEL%) (‘T - Z)ECd(Zv ’LU)Gdb(w, y))
Gap(x,y) = Gg%) (x — 2) + Gae(z, 2)Xea(z, w)G((i%)(w —y), (364)

ahol a,b, ¢, d indexek r vagy a lehetnek, és az ismétl6dd indexek/koordinatdk Osszegzést jelentenek. A szabad
propagator inverzével:
Ko(i0,)G() (2) = eapd(), (365)

ahol a ®* elméletben Ko(k) = k? — m? és €, = €44 = 0, valamint &,, = €,, = 1. Ekkor

KO(iax)Gab(xv y) = Eab5($ - y) + 5aczcd(x7 Z)Gdb(z7 y>7
Ko(i0y)Gap(2,y) = €ab6(x — y) + Gac(@, 2)Eca(z, y)eap- (366)

Elészoris nézziik meg staciondrius, téreltolds-invaridns dllapotokra a megolddst. Ekkor az (x,y)-fliggéshol
(xr — y) fliggés lesz. Bozonokndl G,.(x) = G,.(—x), igy a bal oldalak ugyanazok lesznek. Az rr propagétorra
felirva a fenti képleteket, Fourier transzformécié utan kapjuk:

Y00 (k)Gar (k) + Xor (k) Grr (k) = Gra(k)Zaa (k) + Grr (k) Srq (k). (367)
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azaz

(Ear(k) - Zm<k)) Grr(k) = Zaa(k) (Gm(k) - Gar(k)) . (368>
Mivel iG,, — 1G4 = o, azt kapjuk, hogy
G () = s o). (369

vagyis az rr propagdator a spektrél fliggvénnyel ardnyos, az ardnyossdgi konstanst jelolhetjik 1/2 + n(ko)-vel.
Most nézziik (366) egyenleteket teljesen nemegyensulyi koriilmények kozott. Irjuk fel az rr komponens
egyenletét ismét:

KO(Zam)Grr(xvy) = Ea ( )Grr(zvy) + Eaa(w Z)Gar(zvy)a
Ko(iay)Grr(z Y) = Grr(2,2)Era(2,Y) + Gra(z, 2)Xaa(2,9). (370)

Kivonva a két egyenletet egymasbol, felhaszndlva, hogy Ko(i0) = —((i0)? + m?), kapjuk
(=02 + 02)Grr(2,y) = St(z,y), (371)
ahol

St(z,y) = /d4z [Ear(%Z)Gm«(Z,y) + oo, 2)Gar(2,y) — Grr(@, 2)E00(2,y) — Gra(®, 2)Zaa(z,y) |, (372)

ahol St az titkozési (Stofl) integral.
Végezziik el a kovetkez6 traszforméciot (Wigner-transzformécio):

JuX)= (X +5,X = 3).  flay) =fla—y.

x+y)

5 (373)

u szerint Fourier-transzformalva

F0.) = [ duem ) = [duer (x4 5.X -3, fux) = [ L0 iy, X). (37)

2 (2r)
Emiatt
~ Ofou Of 0X (0 10\ & 9
el = gute T oX 0w ~ (au +zax> ro= (—m 28X) f(p. X)
7 8f8u 8f 0X o 10\ = ) 10\ -
yf = =|\—-—F5 t+ts5% -—— X).
Oy f Ooudy 0X 3y ( 3u+28X)f = <Zp+2(f)X)f( ) (375)
Vagyis
e (10 2 1o\
9; +0, ( ir+55x) T Ptsay) = 2ipdx. (376)
Vagyis a 2PI egyenletek ) B
2ipdx Gyrr(p, X) = St(p, X) (377)

alakba irhatok. A jobb oldal kdlcsonhatas nélkiili esetben nulla, ekkor a szabad Boltzmann-egyenletet kapjuk
visszal Vagyis a 2P egyenletek kolcsonhatas nélkiili esetben megegyeznek a Boltzmann egyenletekkel.
Kolesonhato esetben a sajatenergia nem nulla, vagyis St # 0. Az litkozési integral szerkezete

(F-9wy) = [ fe o) = TgwX) = [defx+Fag=X -5, G7)

A Wigner transzformalt alakokat beirva

2 2792 2
s=X+75 -2 z2=X+45-s
) iX+ i) =X+ %%

i X) = [ F0+ 5 =55 (X4 5 +2) ge— X+ 5,36+ X = 5) =

2—=X+5=u—s
Le+X -9 =X-3
:/d4sf(s,X+%—%)§(u—s,X—;). (379)
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A szokésos kozelités szerint az s illetve u valtozési tartomanya jéval kisebb, mint amelyen belil a g(u, X) az
atlag-koordindtdkban valtozik. Ekkor a médsodik argumentum szerint sorba fejthetjiik a fenti kifejezést (gradiens
kifejtés)

(f - 9)(u, X) /d4sst) gu—sX)=(f*g)(u,X), (380)
vagyis konvoluciét kapunk. Fourier-térben tehat
(- 9)(p. X) = f(p, X)3(p, X). (381)
Emiatt a gradiens kifejtés vezetd rendjében, i-vel szorozva
2ipdxiGrr = (Zar — ra)iGrr + Laa(1Gar — iGra), (382)

ahol minden argumentum (p, X). Atirva az 12 Keldysh komponensekre (225) és (83) alapjdn, azaz

Yo1+ X%
Sar =211+ %12,  Sra=S11+321, Daa = %,
G G

Grr = iz TR _g 21 , ’L'Gra - iGar = 0= iGQl — iG12.

Ezzel G &
. N j Se + 5
2ipdxiGrr = (X12 — 221)Z 2 _; a2 ;— L (iGry — iGa),
vagyis B o o
2ipOxiGrr = E121G12 — Y21iGar. (383)

A jobb oldalon, a Boltzmann-egyenletek statisztikus értelmezésének megfeleléen (és figyelembe véve a
Y definici6jat), a mdsodik tagot p impulzusi allapotba valé beszérds, az els6t az onnan valé kiszérds
valdszintiségének értelmezhetjiik.

Elvileg van egy masik egyenletrendszer is, amely a G,., propagatorokat hatarozza meg, ekkor a fenti egyen-
letekkel konzisztens, megoldhaté rendszert alkotnanak. Itt azonban kozelitéseket szoktak alkalmazni. Elsésorban
feltessziik, hogy a spektral fiiggvény mér bedllt az egyensilyi értékére, vagyis o(p, X) — o(p) helyfiiggetlen.
Ezen feliil feltessziik azt is, hogy a G2 propagator (és gy G?! is) ardnyos a o-val, ez definidlja a nemegyensiilyi
eloszlasfliiggvényt:

G (p, X) = n(p, X)e(p). (384)

Ezek utén a sajitenergidra alkalmazhatjuk azt a gondolatmenetet, amit kordbban a (261) levezetésénél
hasznaltunk. '2 kiszdmitdsandl a bal oldali vertex 1, a jobb oldali 2, és, a 2PI séma kdvetkeztében csak
2PI diagramokat kell figyelembe venni. Ekkor van egy 2PI domain, amely a bal oldali vertexhez csatolédik,
és minden kiilsé vertexe 1, és egy olyan, amely a jobb oldali vertexhez kapcsolédik, és minden kiilsé vertexe
2. Ezeket G'? propagétorok kotik ossze. A két jarulék, ha minden diagramot Osszeszediink, egymds komplex
konjugaltja. A sajatnergia definiciéja miatt még egy extra negativ el6jel is jon. Vagyis, szimbolikusan

d* d
212 p7 = _ZZ/ pl p)[4 5(4 Zp@ (p[) (pl)n(pé) |Féi11(pap17ap€)|2

(385)
Hasonlé kifejezést kapunk X2!-re is. Ezzel a Boltzmann egyenlet alakja

2po(p)oxn(p, X Z/ (27)*6@ (p Zpg IToiit? 001 - g((1:|:n)(1:i:n1)...(1:|:ng)—nnl...ng)

Pl -Pe
(386)
Tovabbi kozelitésként fel szoktdk tenni, hogy a spektrél fliggvény a szabad spektrél fliggvénnyel egyezik
2
o(p) = 00(p) = 55~ 16(po — Byp) — 6(po + Ep)]. (387)
P

93



valamint hogy az 1 + n(—po) = Fn(po) igaz. Az eloszlasfliiggvények ekkor mér csak p fliggvényei, és igy
megkapjuk a (kvantumos) Boltzmann egyenlet szokdsos alakjat

a3 a3
on=vVn= 5@ Z/ o 521E1 (2@%5 (2m)*0% (e = 3_p) Z Z[

|1"£+1 Y26(E, — Z a; E;) ((1 £ )Moy 1 Nag e — Mgy 1--- nw,e>} ) (388)

ahol a; = +£1 és ny. = 1 £ n, n_ = n jelolést haszndltuk. Ez az alak még mindig tobb tagot tartalmaz, mint a
klasszikus Boltzmann egyenlet, mert a részecske keltés és eltiintetés folyamatai is benne vannak.

6.8 Uj szabadsagi fokok

El6fordulhat, hogy a Lagrange-fliggvény alakjat annyira megvaltoztathatjuk, hogy maés terek is megjelenhetnek
benne. Ha tudjuk valahonnan, hogy az eredeti csupasz L£(A4;, G, A) Lagrange-fiiggvény altal leirt fizika ugyanaz,
mint egy mésik £'(a;, g,, A') csupasz Lagrange-fliggvény altal leirt fizika, amely azonban mds tereket, mds tipusi
csatoldsokat és mds levagdst tartalmaz, akkor a £’ paramétereit meghatdrozhatom annyi fizikai mennyiségb6l,
amennyi a paraméterek szdma. Ezen mennyiségeket pedig L eredeti Lagrange-fiiggvénybol szamolhatjuk ki.
Ezt az eljarast hivjuk matching-nek, mivel a két Lagrange-fiiggvény altal leirt fizikat illesztjiik Gssze.

Ennek legegyszeriibb esete, mikor T' = 0-n a levagas értékét csokkentem le. Ebben az esetben a terek szamat
csOkkentem, hiszen a A’ levdgdssal rendelkezd elméletben azok a mddusok, amelyek impulzusa A > |k| > A/,
hianyoznak. Ha azonban a levagas nagyon nagy, akkor mégis képesek lesziink leirni ugyanazt a fizikét.

Nézziik ezt az esetet a ®* elméleteben. Az 1j elmélet terei A’ alatt a régiével azonosak, normélds erejéig
® — (®. Az azonos fizika feltétele, hogy az 1j elméletben (a fenti normélds erejéig) ugyanazok legyenek a
korreldcids fiiggvények. Ez most azt jelenti, hogy

G (P1y---Pn; A, m2;A) = C"(A/)G(”)(pl, P N m'2; A). (389)

Ez formélisan ugyanolyan egyenlet, mint a (311) egyenletek, amelyeket a skdlavéaltdsndl alkalmaztunk. Mint
ott, most is lederivdlhatunk A’ szerint, amivel a kévetkezd egyenletet kapjuk (A’ — A dtnevezéssel):

<d1n< d\ 9  dm? 9 9

— (n) . 2.0 —
ndlnA dln A O dlnA8m2+8lnA)G (P1,- - Pas A, m™; A) = 0. (390)

Harom egyenletet ezek koziil felhasznalhatunk a C(A), A(A) és m?(\) osszefiiggések meghatarozasara. Azonban
a munkdt megtakarithatjuk, ha észrevessziik, hogy megfelel6 (pl. MS) sémét haszndlva a csupasz mennyiségek
a renormalt csatoldsokkal gy fejezheték ki, hogy

H(A) = gren 1)+ Ggl1n ), (301)

Ez azt jelenti, hogy
dgy dég _ dég _ dég _ dg (392)
dlnA  dlnA  dlnA/p dlnpy dlnp’

Ez vezetd rendben azt jelenti ®* elméletben, hogy

dhy, 3\ B Ap(Ao)
gmA 162 W= L 3M(ho) AT (39
167‘[’2 Ao

Ha csokkentem a levagast, akkor a fenti egyenlet szerint gyengébben kolcsonhaté elmélethez jutok. Ha egy
olyan elméletbdl indulok, amelynek nagyon nagy a levigdsa (A9 — o0), és ott megadom a csatoldsi dllandot
(AM(Ag) = Ao véges), akkor véges levagasok mellett A(A) — 0 csatoldsi dllandét kell haszndlnom ugyanahhoz a
fizikdhoz. Ez a trivialitds ezen a nyelven.

A szabadsagi fokok csokkentése azonban nem adhatja egzaktul ugyanazt az elméletet. Ha egy olyan szérast
tekintiink, amely eredménye olyan részecske, amely az eredeti elméletben szerepel, a csokkentett levagasu
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elméletben pedig nem, akkor ezt a szérast £’ nem képes leirni. fgy azt vérjuk, hogy a £’ elméletben az
allapotok nem alkotnak teljes rendszert, az S-métrix nem lesz unitér.

Hogy ezt 14ssuk, frjuk fel expliciten az eredeti teret, mint ®(k) = O(k < A)o(k) + O(A < k < A)x(k). A
generator funkcionél

Z[J] — /D(I)eis[@]+J‘I> _ /D¢DX€iS[¢+X]+J(¢+X)~ (394)
Legyen az dram alacsony frekvencids, azaz J(k > A’) = 0. Ekkor Jy = 0, vagyis
Z[J] = /D¢6J¢/Dxei5[¢+x] - /DeiS'WHﬁb, (395)
azaz,
¢Sl = /Dxeis[¢+X] = S'[¢] = S[¢] + x—korreke.. (396)
A ®* modellben:
ot — (p+x)* = ¢! + 46 + 667X + 4o + X (397)

A x integraldsakor a ¢ csupan a vertex része, de formélisan olyan, mintha ott egy x vonal indulna, amit
amputdlunk, és ¢-vel helyettesitjiik azt. Emiatt S’-hoz ¢-ben kvadratikus rendben jovd korrekcidi éppen a x
sajdtenergidi lesznek (amputdlt propagédtor), azaz
, 1 [ d*k ij o

S'l¢l = Slé] - 5 2 ¢i(=k)XY (k)o;(k), i, j=ra (398)
Mivel a x médusok nagy energidsak, ezért a X(k)-ban a skdla nagy, vagyis a kis impulzusi sorfejtés alkalmazhat6.
Ezért mindig csak a k-ban vezetd rendet tartjuk meg.

Az S’ hatdsnak két furcsasdga is van

e Y,.,-nak van imagindrius része, emiatt a hatds nem hermitikus

e kapunk ¢,¢, tagot X egyiitthatéval, ami miatt G®* # 0, ellentétben a mikroszkopikus elméletekre
mindig igaz (83) egyenletekkel.

Mindkét pont arra utal, hogy a csokkentett levagassal rendelkez6 elmélet nem mikroszkopikus elmélet.
A fenti problémak kezelésére a kovetkezéket lehet csindlni: a 3% Fourier-térben teljesen imagindrius, a nulla
impulzusid limeszben tehat jelolhetjik
iX*(k=0)=D. (399)

Ekkor a generator funkcionalban kapott alak

is _, ~Lg¢? */ 9o~ +isat
e —e 2% = | ——e 2D . 400
V2rD (400)

Ezt Ugy értelmezziik, hogy a X tag helyett S — S — £¢, tag szerepel, és £ értékeit Gauss eloszlds szerint, a
kiilonb6z6 pontokban egymastdl fiiggetleniil vélasztjuk. Vagyis € fehér zaj, melynek korrelaciéja <§2> =D.

A mésik problematikus tagnél szintén az alacsony impulzusi limeszt tartjuk meg. Mivel Im %7 (ko) paratlan,
és porzitiv frekvencidkra negativ, ezért Im X" (ko) = —vko + . ... A hatds megfelel tagja Fourier térben

/ 4kda(—k)(—ivko) b (k) = / d* 20 (401)
Ez a tag tehat csillapodést ir le, amely az elveszett szabadsagi fokokba val6 szorédasnak felel meg.
Van tehdt két tagunk, amely a kiintegréalt szabadsagi fokokat kiillonb6zé médon veszi figyelembe. Az egyik

a hidnyz6 allapotokba vald szérddéas miatti csillapitast adja, a mésik a hidnyzo szabadségi fokok dinamikajat
reprezentélja zaj formajiban. Egyensilyban e kettd hatds reldciéba hozhaté, hiszen (232) alapjin

1
D= ]lir% X (k) = %in% (2 + n(ko)) (=2ImX¥(k)) =2Ty = D =2T%, (402)

ez a fluktudcio-disszpdcio tétel.
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