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Chapter 1

Bevezetés

bemutatkozas; ki milyen szakiranyt valasztott

részecskefizika feladatai:

1. Részecskék fizikdja — jelenségek 2. Matematikai formalizmus (“elméletek”) — je-

. , , lenségek leirdsa
e milyen részecskék

e kollektiv jelenségek lefrdsa (médsodkvantélds,

o detektdlds: hogyan fedezhetjiik fel Sket analicitds és kauzalitds, renormélés, .. .)

o milyen szimmetriak allnak mogottiik o részecskefizika-specifikus (kvantumtérelmélet,

abrazolaselmélet, szoraselmélet, mértékelmé-

e hogyan hatnak kolcson
let, ...)

e (4 problémék, 1j elméletek) e Lagrange formalizmus

Kettds cél:
o Attekintés a részecskefizikércl
e Bepillantds a formalizmusba
Konyvek, irodalom
e Patkds A., Polonyi J.: Sugdrzés és részecskék (egyetemi tankonyv, TypoteX, 2000)
e Biré T.: Bevezetés a térelméletbe (Milegyetemi kiadd, 2002)
e H. Fritzsch: Kvarkok (Gondolat, 1987)
e L. Ledermann: Az isteni a-tom (TypoteX, 1995)
e M.E. Peskin, D.V. Schréder: An introduction to QFT (Westview Press, 1995)

M. Kaku: Quantum Field Theory: A Modern Introduction (Oxford Univ. Press, 1993)

http://cdsweb.cern.ch summer student lectures, academic training lectures

1.0.1 Skaldk az Univerzumban

Célunk az atommagndl kisebb strukturak felderitése. Kérdés, hogyan jutunk el oda, és milyenek a tipikus id6-, hossz- energia-
stb. viszonyok? Ha ezt megértettiik, érdemes a hasznalt mértékegységeket ezekhez a tipikus értékekhez igazitani.

Hogy van ez a tobbi jelenségkornél?

A karakterisztikus tdvolsdgok (1. http://en.wikipedia.org/wiki/Orders_of_magnitude_(length))

e emberi 1épték 0.1lmm - 100 km. Szabvényos mértékegységrendszer: SI: emberi 1éptékhez igazitott. A megengedett
egységek: J, kg, m, s, C, V, A] K, .... Ezeknek a tobbszorosét képezhetjiik a kovetkezd szorzdkkal (E: exa, Z: zetta,
Y: yotta, a: atto, z: zecto, y: yocto):
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Figure 1.1: Skéldk az Univerzumban. CsE= Csillagaszati Egység (Au = Astronomical Unit) = 1.5- 10! m, a Nap és a Fold

atlagos tavolsaga.

Jelolés |k M G T P E Z Y
Faktor | 10® 10 10° 102 10" 10'® 102!  10%
Jelolés m 7 n p f a V] y
Faktor | 1073 1076 1072 10~'2 10 1078 10°2' 10~

Az SI egységeket haszndlva viszont kiilonb6zé dllanddkat kell bevezetniink.

A természeti dllandok értéke:

Jelolés  Erték Elnevezés
c 2.998 108 2 fénysebesség
s
2
h 6.626- 103 “8  Planck allando
S
k 2
h 1.054 - 1034 % Planck allandé
Me 9.11-1073 kg elektron tomeg
e 1.602-10"1° C elemi toltés
kgp 1.38-10723 % Boltzmann &llandé
C2
€0 8.85-10712 Nm vakuum-permittivitas
N m?
G 6.67-107 11 7 gravitaciés allandé.
g

Ha maés jelenségkort vizsgalunk, més mértékegységeket is hasznalunk hozzajuk.

csillagaszatban 1 fényév (Iy) = 1 év x3-10% m/s = 9.46 - 10*® m (1 év = 3.15- 107 s). Médsik standard jelolés:
1pc = 3.26 lyr, parsec, azaz parallaxis mésodperc. Definicidja mérési eljarashoz kotodik: egy parsec tavolsdgu objektum
egy fél év alatti 1atsz6lagos elmozduldsa 2”7 (szogmésodperc).

Fold sugara: ~ 6400 km = 6.4 - 10°m

Nap sugara: ~ 6.955 - 10 m

Fold-Nap tévolsdg (nagytengely: AU) 149,597,871 km ~ 1.50 - 10!t m

Naprendszer mérete (heliopause): ~ 100 AU.

legkozelebbi csillagok (Proxima Centauri, a-Centauri): 4.2 - 4.3 ly = 4.2 — 4.3-10%m
Tejit dtméréje: ~ 100,000y = 10%* m

legkozelebbi galaxisok 0.1 — 1 Mly = 10%! — 10*2m

galaxishalmazunk (local group) dtméréje: ~ 10 Mly = 10**m

legkdzelebbi (nagy) galaxis cluster a Virgo cluster, tavolsiga ~ 60 Mly = 6 - 10*>m
horizont mérete 46.5 Gly = 4.65 - 10?® m (Univerzum életkora 13.7 Gy).

sejt mérete tipikusan 10 um = 107° m, emberi sejtek: 1 — 135 um

lathaté fény: 390 — 750nm = 3.9 — 7.6 - 10" m



e virusok mérete: 20 — 450nm = 0.2 — 4.5- 10" m
e atomok mérete: 0.3 —3A =03-3-10""m
e atommag mérete: 1 —10fm=1—-10-10""m

e Planck skila: 1.65-1073° m.

1.0.2 Kis tavolsagok felbontasa

Hogy a kis méretekbe belelassunk, nagy nagyitasi “mikroszképra’ van sziikségiink. Azonban mikroszképot még a felbontésa
is jellemzi.

o 1. két réses kisérlet: egy vagy két rés van jelen? Heurisztikus érvelés: kioltdst akkor ldtunk, ha asinp = A\/2, ahol a

a két rés tavolsdga, ¢ az eltériilés szoge. Akkor més az egy és a két rés, ha éppen ¢ = 7/2-nél latunk kioltdst =
a=M\/2.

e Mikroszkdpra a legkisebb még megkiilonboztethetd tavolsag R = A/(2nsin6), ahol tan @ = D/(2f), D a lencse dtméréje,
f a fékusza. A legjobb lencsékre nsinf ~ 1, vagyis a R ~ \/2 (lathat6 fény esetén ~ 2-10~7 m).

= felbontéképesség = hulldimszadm. A részecskefizika vildgdban ~ 107!° — 107!® méter hullimhossz kellene!! =
Nincs ilyen természetes fényforrds, a fény hulldmhosszat mesterségesen csokkenteni pedig nem lehet (lényegesen).
Ehelyett hasznaljunk részecskéket, hiszen a de Broglie képlet alapjan

p=hk=—. (1.1)

= kis hulldimhosszakhoz nagy impulzusra van sziikségiink. Toltott részecskék azonban gyorsithatok = bizonyos
méretek alatt mas csak toltott részecskéket hasznalhatunk a mikroszképunkban. Tipikus felbontoképességek:

Eszkoz forras max. felbontéképesség
mikroszkép lathaté fény 200 nm (21077 m)
elektron-mikroszkép — elektronok (~ 100 kV) 1A =10""m
radioaktiv forrds o részecskék 107 m (fm)
gyorsiték 200 GeV (LEP) 107*¥ m

20 TeV (LHC) 1072 m

Toltott részecskék elektromos térrel vald gyorsitasa =- energia logikus egysége az az energimennyiség, amit egy elemi
toltéssel rendelkezo részecske 1V fesziiltségkiilonbségen athaladva felvesz. Ez az elektronvolt eV, értéke SI-ben

1eV =1.602-10""77J, (1.2)

a valtészam megegyezik az elemi toltés értékével.
A gyoritékban a hulldmhossz ~ 107!® méter kell legyen, azaz p ~ 0.66 - 1071° kgm/s. Ez sok vagy kevés? Ha egy
részecskére jut, melynek nyugalmi tomege mg, akkor

mov P v/c (13)

P=/Tej@  mec JI-oj@

Elektronra szdmolva p/mec ~ 2.42 - 10° = az elektron sebessége nagyon kozel kell legyen a fénysebességhez, v/c ~
1-84-10714
= a gyorsitokban ultrarelativisztikus viszonyok uralkodnak, ami sok egyszeriisitést tesz lehetévé:

e ultrarelativisztikus viszonyok miatt az id6t mérhetjiikk “méterben”, azaz t = x/c — ennyi id6 alatt halad 4t a fény
x tévolsdgon: 1 m < 0.33 - 1078 sec. Pontosabban fogalmazva ha az id6 1j mértékegysége 0.33 - 1078 sec, akkor a
fénysebesség értéke ¢ = 1.

e E = mc? képlet alapjan a fénysebességgel azanosithaté a tomeg és az energia: 1 kg < 9-10'% J vagy 1 J < 1.1-10717
kg. Ha az energidt a mér emlitett eV-ban mérjiik, akkor (1eV = 1.602 - 10719J): 1 eV & 1.78 - 1073 kg, az
elektron témege pedig m. &~ 511 keV. Osszehasonlitdsképpen a nagyfesziiltségii tavvezetékekben 110 kV fesziiltség van,
esetenként azonban 245 kV-nal nagyobb fesziiltségeket is hasznalnak.

Masik értelmezés: ekkora energia befektetésével kelthetiink egy elektront a vakuumbol. . . részleteket 1. késébb.



e ultrarelativisztikus esetben E = /p2c? + m2c* — pc, vagyis az impulzust is mérhetjiik energidval. Ezzel a hullimhossz

h  hc 27 E
2kt | 1.4
A p E’ A ke (1.4)

Emiatt bevezethetiink a tavolsigra egy 1ij mértékegységet, 1 hc/eV = 0.197-107% m ~ 0.2um. A hc szorzét itt sem
szoktuk kiirni. Szokasosan kifejezve

1
1 197 f 1— 21 1.
MoV < 197 fm, vagy GV < 0.2 fm, (1.5)
vagyis
1 197 1 0.2
—f —— & —f 1.
Ty © vagy T av © (1.6)

A nagy gyorsiték energigja 10 - 10000 GeV =  a felbontéképessége ~ 10717 - 10729 m, ahogy kordbban lattuk.

o Két, r tavolsagra levé ponttoltés elektromagneses energidja

e2

V= . 1.7
dmeqr (1.7)

V Jouleban, r méterben mérendé az SI szerint. Ha eV-ban illetve 1/eV-ban mériink, akkor r[m] = hc - R[eV 1], azaz

ez 1 o e? 1
=— === hol = =— 1.8
dreohe B R U YT dmeohe . 137 (18)
dimenziétlan. Ez jellemzi az alektromagneses kolcsonhatds “erosségét”.
Ez a mennyiség az elektromdagneses problémak hierarchiajat is jellemzi. Pl. H-atom feladata, kvalitative; SI-ben
h? e?
——AU — U =FEU. 1.9
2m dmegr (1.9)
Az 4j mértékegységekkel x — hex, m — m/c?, ezzel
1 o
—— AV — —U =FEV. (1.10)
2m r

Kotott allapotban az elsé két tag kb. egyenld. A kétott allapot mérete legyen d; mivel A ~ 1/d?, ezért 1/(md?) ~ a/d.
Ezzel

g~ am E~ % ~ a?m. (1.11)

(a pontos képlet E,, = a?m/2 az alapéllapotra). Vagyis a kotési energia a nyugalmi energia a?-szerese. Ha a ~ 1,
akkor a kotési energidval 1j részecskék keletkezését idéznénk els! (1. késdbb erds kolecsonhatdsnal).

e gravitacios kolcsonhatdsnél

Gm? m?
r M%,l r’ ( )
a kolesonhatés eréssége tomeg négyzet dimenziéji, M3, = hic/G, szamértéke
Mp; =2.18-10"%kg = 1.22-10%%eV = 1.22- 10" GeV = 1.61 - 105 m. (1.13)

A gravitdciés kolesonhatés erdssége elektronra ag,. = m2/M%, ~ 0.18 - 10~%4, jéval gyengébb, mint az elektromdgneses

kolesonhatds = kozonséges energiakon figyelmen kiviil hagyhatjuk. Azonban E ~ Mp; energiaskalan a gravitacio
lesz a legerdsebb kolcsonhatas = kvantumgravitacié kell.



Chapter 2

Fenomenoldgia

Ebben a fejezetben attekintjiik az elemi, potosabban a szub-atomi részecskék vilagat, tobbé-kevésbé a felfedezések torténetét
kévetve. Onnan indulunk, hogy a XIX. szdzad végére az altalanosan elfogadottd valt, hogy léteznek atomok illetve molekulak.
Ezen feliil ismertek sugarzasokat:

e fény, rontgen-sugarzas = errol tudtak, hogy elektromdagneses sugarzasok
o katdédsugarzas

e 1896, Becquerel: radioaktiv sugédrzas

2.1 Az atomok alkotoelemei

2.1.1 Katdédsugarzas — elektron felfedezése

Elektromagneses jelenségek vizsgalata népszerti volt a XVIII. szazadban =- onnan szarmazik ez az eszkoz

anode cuthode

Figure 2.1: Katédsugarcso

e Faraday (1830) tanulmdnyozza — Faraday-féle sotét tér (dark space)

e Geissler (1855) vakuumszivattyd

e tObben vizsgdljdk a katdédsugarak természetét; Pliicker (1855) megdllapitja, hogy magneses térben eltérithetd

e 1850-t6l felmeriilt, hogy elektromagneses hullim — a magneses térben valé eltériilés 1j jelenség lenne

e Hertz (1883): kisérlet elektromos térben valé elhajlitdsra = nem sikeriilt (valészintileg nem megfeleld gdznyomads)

e Lenard (1892): vékony félidn athatol = mnagyon kicsi alkotéelemekbél all = elektromdgneses hullim =
joslat: fénysebességgel terjed

e J.J. Thomson (1894): jéval kisebb sebesség!

e Thomson (1897): magneses és elektromos térben valé pontos vizsgdlat = ) részecske: elektron (Stoney, Helmholtz
1874 az elektromossig “atomjdnak” elnevezésére) = 1906-ban Nobel-dij
Az elektrolizises kisérletekbdl, és az Avogadro (Loschmidt) szdmbél az elektron toltése adédik = Thomson az
elektron tomegét is meg tudta mondani: kb. 3 nagysdgrenddel kisebb mint a H-atomé!
= Thomson-féle atommodell: szilvds puding (mazsolds kaldcs)

Katédsugarzas utoélete:

e Rontgen (1895) ezzel fedezi fel a rontgen-sugarakat: beburkolt katédsugéres6 melletti fluoreszkéld sé vildgit



e Hertz, Lenard (1902): katédsugdresd anddjéra fényt bocsdtva lehet szabalyozni a kilépd elektronok energidjat (— segité-
gétlé potencidl alkalmazdsa), ez a fény szinétél fiigg!
Einstein (1905): fény = fotonok sokasdga, E = hv. = 1921 Nobel-djij.
= fény részecske természete

Atommodellel probléma: vonalas szinkép
e Fraunhofer (1815): sotét vonalak a Nap szinképében (abszorpcids)

e Kirchhoff (1859): anyagok hevitésénél jellemz vonalak jelennek meg = elemek felfedezése (Cr, Ru), abszorpcids
szinkép magyarazata

= atomoknak belsé szerkezetiik van

2.1.2 Radioaktiv sugarzas

e Becquerel (1896) fluoreszcencia és réntgensugdrzas Osszefiiggéseit keresve becsomagolt fényképlemezre fluoreszkald
urdnsét helyezett, és napra tett (hogy a fluoreszkdlds beinduljon) = fényképlemez elfeketedett = rontgen
sugarzas?
rossz id6ben nem tette napra, mégis elfeketedett!?

e Curie hazaspar folytatta a kisérleteket mas elemekkel: térium, pélium, radium — radioaktivitds

e Rutherford (1898): kétfajta sugdrzds (o, 8). Egyik erdsen ionizdl, rovid hatétdvd, mésik kicsit ionizdl, messzebbre
elmegy.
Becquerel megmutatja, hogy a [-sugarzas = elektronok
Villard (1900): « sugarak felfedezése
Rutherford (1909): a-sugérzas = He™ ' atommagok.

e nagy energiaforrds (~ MeV energia, szemben az atomi ~ eV energidjaval), ismeretlen eredet!

/«',//Gc\d m‘i\‘\ :

Source of / W \ ‘ p 2
alpha - E \ Bt 4
particles Beam of § \ \ V4 \

alpha

k pamlcles ) R s \ '

/
” Fluorescent /

Lead shield g o screin
\K o,
i -

Figure 2.2: Rutherford-kisérlet

2.1.3 Rutherford kisérlet — atommag felfedezése

Crookes (1903): ZnS-erny6n az a-részecskék felvillandst okoznak = mikroszkdp segitségével észlelhetd.

Rutherford a-részecskékkel foglalkozott Manchesterben =- kisérletek
1909: Geiger, Marsden a-részecskékkel bombdzott arany-f6lidt (1. Fig. 2.2), becsapdddsokat figyelte.

Varakozas: a pudingon kicsit eltériil§ a-részecskék = toltéseloszlas (1. kés6bb)

Megfigyelés: Néha (1 a 8,000-b8l Pt-ra, 1 a 20,000-b6l Au-ra) visszafelé szérédik!

Kovetkeztetés: valami kis méretli nagy tomegii szérécentrum visszaloki a részecskéket!
Aranyndl Rutherford mérése szerint 3.4 - 10714 m-es az atommag (mai szdm kb. 7 fm = 7- 1071 m)
arany atom mérete 135 pm = 1.35-107' m = 1.35A = mag kb. 4-5 nagységrenddel kisebb.

= Nem j6 a szilvds pudding modell, az atom kis méretii, t0ltott, és az atom tomegét lényegében teljes egészében

hordozo6 atommagbdl és elektronokbdl &ll, j6 része iires!
Publikédlas 1911-ben.

Rutherford-Bohr-féle atommodell a vonalas szinképpel valé Gsszeegyeztetéshez: elektron csak J = hn impulzusmo-
mentumu pélydkon keringhet = pontosan leirta a H-atom szinképét



A szérécentrum mérete — kvalitativ becslés

A Rutherford kisérletben E, ~ 5MeV volt. M, ~4GeV = nemrelativisztikus
p = V2mE ~ 200MeV ~ 1fm, (2.1)

azaz a felbontéképesség kb. 1 fm.

2.1.4 Szoraskisérletek 1.

Széraskisérletek jelentésége: a szérasi képbél a szérdcentrum szérasi erésségének eloszldsira (= toltéseloszlasra) kovet-
keztethetiink.
= azota is ez a legfontosabb anyagvizsgalati médszer!

0

j —— Q/

/A

dQ

Figure 2.3: Szoras

Klasszikus szérasndl: jo bemend részecskedram esetén (azaz felilletegységre id6egységenként jo részecske érkezik be) Q
koriili dQ) térszogbe idSegység alatt szorddott részecskék szamat nézzik: dn ~ jod(), az ardnyossagi tényez6 a differencialis

hatéskereszmetszet:
do 1 dn

dQ o dQ
GoOmbszimmetrikus szérécentrum esetén b impakt paraméterrel indulé részecske palyédja egyértelmii =y szdrasi szog
megadhatd, vagy b(x) relacié. Idéegység alatt [b, b + db] korgyfir{in bejové részecskék szdma jo2mbdb, ezek csak x szogben
szorédnak:

(2.2)

dn=j027rbdb=j027rb

dx. (2.3)

Az azimutszog szerinti eloszlds egyenletes, azaz egy dxdy szogbe sz6r6dd részecskék szdma dndyp/(2mw). Mivel dQ =
dp sin x dy, ezért végiil

do b(x) | db

db?
4o _ 0 1D )| | (2.4)
dQ)  siny |dx dcosx
Vagyis mérve do/dQ2-t mint x fliggvényét a fenti egyenlet differencidlegyenlet lesz b(y) meghatdrozdsahoz.
Merev gombre:
. T 2
b= Rsiny = Rsin = o0=R-r, (2.5)
A [xo, 7] tartomanyba vald szérds hatdskeresztmetszete:
_ o do 2 X0
o(x > x0) = [dx 27rs1nxm = R*mcos 5 (2.6)

X0



A teljes hatdskeresztmetszet (xo = 0) éppen a gomb keresztmetszetének feliilete!
A nagy sz6gii szérds valészintisége: ha a maximélis impakt paraméter H, akkor az Osszes beesd részecske szama joH?,

azaz
. 2 2
.]OU(X > XO) R 2 X0 X()ZTF/Q 1 R
= 1g2- ~—\T - =-|\=] - 2.7
P(x > xo0) JoH?m <H> cos 5 — 5 \ 7 (2.7)
Innen kiszamolhat6 az R értéke.
1/r-es potencidlra:
d_a = (&)QSirf4
dQ  \4F

A [xo, 7] tartomdnyba vald széréds hatéskeresztmetszete

o’ 1
o(x > xo) = 15 <7sin2 w0z 1) - (2.9)

0o |

A teljes hatdskeresztmetszet végtelen (xo = 0-ndl); azonban a szomszédok és az drnydkolds miatt b-nek van maximuma =

Xo-nak minimumas:
a’r 1
Otot = — | —————1]. 2.10

Az érdekes kérdés, hogy a nagy szogl szoras valésziniisége mekkora:

_ Joo(x > xo0) a? ( 1 1) xo=r/2 02

joH?m  4H?E? \sin?yo/2 AH2E?’

P(x > Xo) (2.11)

itt energiafiiggd.

2.2 Elméleti joslatok, 4j kolcsonhatasok
Vilagkép:

e Részecskék: elektron, proton (Rutherford elnevezése, ~ 1920), és az elektromdagneses sugarzdsok; elemi tulajdonsigok
meghatdrozdsa (tomeg, toltés, spin)

e Atom: atommag, koriilotte kering6 elektronok = 1913 Bohr-Rutherford atommodell, 1920 Sommerfeld &ltalanositasa
= kijon a vonalas szinkép, nincs sugarzasi veszteség, DE: hidnyzik az elvi alatdmasztés
1925 Heisenberg, 1926 Schrodinger: kvantummechanika

e Atommag: mibdl all? tomegspektroszképia = M = Am,, ahol A egész
elektronszerkezet = @ = Ze, ahol Z < A egész
= elektronokbdl és protonokbdl all: A proton, A — Z elektron; beta-bomlds jelensége alatdmasztja

2.2.1 Pozitron felfedezése

Relativitaselmélet & kvantummechanika? = 1928 P. Dirac felirja a Dirac-egyenletet
e helyesen irja le a spint, jé a statisztikdja (fermion), konzisztens a kauzalitdssal

e Klein, Nishina 1928: giromégneses faktor g = 2, egyezésben az Einstein-de Haas kisérlettel (1915, Back 1919 helyes
kisérlet)

e nemrelativisztikus hatdresete a Schrodinger egyenlet (ill. a Pauli-egyenlet)

fgy hamar elfogadték. Azonban van egy furcsa jéslata: negativ energidju dllapotok is léteznek, a Hamilton operator nem
korlatos alulrél.
Dirac: minden negativ energidju dllapot be van toltve — ez az 1j vdkuum (Dirac tenger). Kovetkezmény

e anegativ energidju betoltott dllapotokbdl kilokhetiink elektront = megmarad egy pozitiv t6ltésii, elektronnal azonos
tomegl és élettartami részecske = pozitron
1932 Anderson: kozmikus sugédrzést figyelt Wilson kamrdval, ott az elektronnal azonos tomegii, ellentétes toltési
részecskét figyelt meg = 1936 Nobel dij

e a negativ energiaji allapotok: e "t = ¢Flt

lyuk, azaz az antirészecske impulzusa is ellentétes, vagyis |p) = (—p]|-

= e Pt =  {dBben visszafelé¢ haladé allapot. A helyette maradé



Figure 2.5: Pozitron felfedezése a kozmikus sugdrzdsban (Wilson kamra). A kép kozepén Slomlemez lassitja a pozitront

e nincs egy-részecske relativisztikus kvantummechanika = a Hilbert tér kiillonb6z6 részecskeszamu allapotok Osszessége
(Fock tér), ezek kozott a kolesonhatdsok visznek 4t = mdsodkvantalds (Dirac, 1927), kvantumtérelmélet

e vakuum strukturdja is bonyolult, £ > 2m energiakozléssel két m tomegii részecskét kelthetiink

o feltételezés: minden részecskéhez tartozik egy antirészecske (esetleg vele azonos), mely ellentétes toltés{i, de azonos
tomegi és élettartamu

2.2.2 A neutron és az er6s kolcsonhatas
Az atommagban nem stimmel valami
e hatarozatlansigi relaci6 = e~ -t az elektromos er6k nem tudjak a magban tartani
e hasonlé érv: kisérletileg kotési energidk megfigyelése = nagy A-ra nem lehetne stabil az atommag.

e N-anomélia: N-ben A =14, Z =7 = a modell szerint 7 e, és 14 p™ van a magban = pératlan szamu fermion
= félegész spin
ugyanakkor kisérletileg (hiperfinom felhasadds) = Sy =117

Javaslat (Rutherford, Heisenberg, ~ 1920): 3 egy semleges részecske (neutron); a p*és n® kozott erds kotés (nem elektromos)
— a felszbadul6 nagy energidk erre utaltak

e 1930: Bothe, Geiger: Be +a — nem ionizdld, vastag 6lomlemezen is athatolé sugdrzas — ~7
A sugérzds energidja azonban ekkor valészintitleniil nagy lenne (Curie, 1932): 50 MeV > nukledris energidk

e Chadwick 1932: Po a-bomlasabdl: He + Be — C + n atalakitas, a kilépd nagy energiajia n 1étét N-nel t0ltott expanzids
kamra (expansion chamber, 1. kés6bb) segitségével fedezte fel: 1. Fig. 2.6. A n® vagy N-t vagy H magot 16k meg =

Figure 2.6: Neutron megfigyelése a meglokott atommag segitségével

a két sebességet megfigyelve a tomegre kapunk értéket:
my, = 939.565 MeV, (my = 938.27 MeV). (2.12)

Mivel m,, > my, nem lehet nem kotott dllapot, bomlik
= Chadwick 1935 Nobel dij

2.2.3 Izospin

A neutron felfedezése nagyobb jelentéségii, mint csupdn egy részecske megismerése, mert egy 1j kélcsonhatast is megismertek
ezzel: a megerdket vagy erds kolesonhatast. Errdl a kélesonhatasrdl a pt és a n® témegének kozel azonos volta sokat elarul.
Az ilyen egybeesések altalaban a kolcsonhatéds szimmetridjaval dllnak kapcsolatban.



A magot Osszetarté erék kiilonboznek az elektromos eréktdl, a teljes Hamilton-operator: H = Hyag + Hep +.... A
szabad részecskék sajétérték-egyenlete H |U) = F |¥), itt az energia a teljes energia, azaz a nyugalmi energidt is tartalmazza
= E?=p>+m? = legalacsonyabb érték éppen a részecske tomege.

Kisérletekbdl: magerdk joval erésebbek az elektromos eréknél = Hp,qg > Hgp, azaz a nyugalmi tomeg nagy része in-
nen joén. A proton és a neutron hatdrozott tomegii, vagyis energia sajatéllapotok, azaz a tomegkiilonbségeket és az elektromos
kolcsonhatast elhagyva

Hpag [pP) =mn [pT). Hupag [2°) =man® = Hupog = ma(|p™) @ (pF| + [n°) @ (n°)), (2.13)

a ptés nl4ltal kifeszitett 2D térben (my a nukleon-tomeg). Ebben a térben bazist vdlasztva

p*) = <(1)) |n") = <(1)> Hypag = my <é?) (2.14)

Ez azonban azt is jelenti, hogy ebben a 2D térben minden unitér transzformacié utdn a Hy,.4 valtozatlan marad. Mds széval
a mager6knek van egy szimmetridja: U € SU(2) esetén [Hinqg, U] = 0. Ekkor, dltaldban ha |¥) sajitallapota H,,qe-nak m
sajatértékkel, akkor

HppogU |¥) = UH 4 |¥) = mU |T), (2.15)

azaz U |¥) is sajatvektor, ugyanolyan sajatértékkel = ha |¥) egy részecske-dllapotot jelol, melynek tomege m, akkor kell
lennie egy masik részecskének is ugyanolyan tomeggel = a spektrum elfajult, tomeg multiplettek jonnek létre.

Ha a magerSknek ez nemcsak véletlen szimmetridja, hanem ez a magerdk tulajdonsiga, akkor a pt és n® tomegének
elfajuldsa természetes. Ez a szimmetria az izospin (Heisenberg).

A 2D komplex forgatdsok leirdsa

L oW,

U=e "z, (2.16)

o = (?é) oy = <?‘OZ) o3 = <(1)_01> (2.17)

a Pauli métrixok. Az elektrodinamikanak nem szimmetridja U — t6ltés operatora

10 1+o03
0= <00) -t (2.18)

ahol

2.2.4 A pion megjésolasa

Elektromos tér kvantuma: foton
Magerok kvantumelmélete is ad részecskéket? = Yukawa 1935: a magerok kvantumai a 7 pionok.
Kiilonbség: magerdk rovid hatétavolsagiak, elektromossag hosszt hatétavi:

1
VED(T) ~ ; = AVgp =0. (2.19)

Yukawa javaslata:
e~ " /R

1
= AViag(r > R) = 25 Vinag- (2.20)

Dinamika? Elektrodinamikdban A — A —9? = elektromdgneses sugarzdsra (Lorenz-mértékben)

Vinag (r) ~

(A-0)A(t,z) =0 = (W —k)A.(wk)=0 = w?>=Fk. (2.21)

Mivel az energia hw, az impulzus hk = FE = p, nulla tomegi a foton.
Kovessiik ugynezt itt is: a w-sugarzas terére

1 1 1
(A - a?)ﬂ'(t,l’) = ﬁﬂ- = (W2 - k2 - ﬁ)w(u), k) =0 = w2 = k2 + ﬁ (222)
Az energia és impulzus beazonositasaval
1 1
E?=p’+45 = mi=g (2.23)

azaz a pion tOmeges, a tomege éppen a hatdétavolsaga!
A hatétavolsdgra a proton méretét, kb. 1 fm-t véve = m, &~ 200 MeV a jéslat (a valésdgban 140 MeV, 1. kés6bb).

e 1938, Steet, Stevenson, Anderson, Neddermayer talaltak egy 105 MeV tomegii részecskét Wilson kamraval figyelve a
kozmikus sugarzast! = pion!
1940-ben megfigyelték a részecske e™-ra valé bomlasat



e haboru...

e 1945 Conversi, Pancini, Piccioni: 1m 6lomlemezen is dthatol!? = nem hathat erésen kolcson = nem lehet a
pion!

e 1942-43 Tanikawa, Sakata, Inoue; 1947 Bethe, Marshak: két mezon-hipotézis, feltehetd, hogy a pion elbomlik egy masik
részecskére: 7 — p* 4+ U mai frasméddal. A p tovabb bomlik: p* — et + v, + Ve mai frdsméddal (akkor még nem
gondoltak t6bb neutriné létére).

e ha igy van, akkor a kozmikus sugarzasban keletkez0 pionok mar magasan elbomlanak, és csak a bomlastermékek jutnak
el a Fold felszinére — oda nem lehet laboratoriumot telepiteni.
fotoemulzi6! 1938-t61 fejlesztik, Walter Heitler, Cecil Powell, kés6bb munkatarsaik = magas hegyekre viszik (Mount
Chacaltaya, Andok, Bolivia), ballonokkal viszik fel = 1947 Lattes, Occhialini, Powell beszdmol ilyen megfigyelt
bomlasrdl (6k nevezik el pionnak illetve miionnak a részecskéket) = 1950 Powell Nobel dij.

e 1950-ben Carlson szintén emulziés lemezen felfedezi a 7°-t, amelynek bomldsai 7° — e~ 4+ et 4 v és 70 — 2y
Ezzel egy csapésra sok részecskét talaltunk: 70 és u*. Ezek adatai:

m,+ = 140 MeV, Tt =2.6-107% sec ~ 7.8 m, Mo = 135 MeV, Tpo = 8.4-107 17 sec(!) ~ 25.1 nm, S =0
m,, = 105 MeV 7, =2.2-107° sec & 660 m S=1/2. (2.24)

e A pion erds kolecsonhatdsban részt vesz, a miion (mint az elektron), nem. Elbomldsdhoz a gyenge kolesonhatds kell (1,
késbb).

e A miion foldfelszinen valé megfigyelhet&sége a relativitaselmélet bizonyitéka.
Hogyan illesztheté be a pion az erds kolesonhatds izospin rendszerébe? 3 részecske = izospin 1 = két 1/2-es
izospin “kotott allapota”? A spin is stimmel.

Az elektromos illetve gyenge kolcsonhatdsnak nem szimmetridja az izospin = kiilonb6z6 toltés, tomeg. A toltés

operatort azonban médositani kell

B
Q=L+, (2.25)

ahol B =1 a pt-ra és n®-ra, B = 0 a pionokra.

2.2.5 A neutriné és a gyenge kolcsonhatas

1907 Hahn, Schmidt, Meitner: beta-bomldsban a kilépé elektronok energia-eloszlasa nem éles!?
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Figure 2.7: Beta-bomlasban a kilép6 elektronok energia-eloszldsa (vizszintes tengelyen 0.1 MeV-ben az energia)

Varakozas: kb. 4ll6 neutron, impulzus- és energia megmaradas:

pe=pp=p.  ma=VPrmZt\pr+md "5 E.=m, —m,=Am, (2.26)

egy meghatarozott energia; kiszélesedés méasodrendi effektus.
Magyarédzat? energiamegmaradds sériil?

Pauli 1927: van egy harmadik partner; Fermi: 1j részecske: v
Milyen erdsen hat koéleson a v?

e n0 élettartam~ K/|{pTe~ v |n")2, ahol K kinematikai faktor
e v hatdskeresztmetszet a v +n® — pT + e~ folyamatbdl: o ~ K'(pte™ |vn?)?

e mivel |7, —p) = (v|, ezért a két matrixelemet ugyanaz a fiiggvény irja le (keresztezési szimmetria) = kiszdmithato
a hatédskeresztmetszet, vagy a szabad uthossz (¢ = 1/(no), ahol n a szérécentrumok stirtisége)



e Mivel a n%élettartam igen hosszii (~ 14.8 perc!) = a neutriné gyengén hat kélcson

e Szadmszertien: 3 MeV-es neutriné szabad tithossza vizben ~ 150 fényév!! (10718 a kolesénhatds valészintisége m-enként)
= nagyon nehéz kimutatni!
1953-ban Reines és Cowan mutatta ki (1. késébb).

= 1j tipusi kolcsonhatas, mert semleges részecskét is érint; kis hatdskeresztmetszetek = gyenge kolcsonhatds
(Fermi elmélet)

2.2.6 A kaon

Nem megjésolt részecskéket is taldltak! Ismét kozmikus sugdrzés hatdsanak kitett emulziéban, Wilson-kédkamraval K9 —
7t + 7 illetve KT — put + v, folyamatra utalé jelet lattak, 1. Fig. 2.8. A keletkezd részecskék sebességébdl megallapithato

Figure 2.8: Kaon felfedezése; bal oldalon K° — 7 + 7, a jobb oldalon K+ — u* + v,

az eredeti részecske tomege. A felfedezett részecskék adatai:

my+ = 493 MeV, Tt =1.2-107% sec ~ 3.7 m, S =0
myo = 498 MeV, ko = 9.0 107 sec &~ 2.7 cm Tio = 5.8 1078 sec ~ 15.5 m (2.27)

1953: Dalitz, Fabri: két készecske: 6, 7, melyek megfigyelt bomlésa
0 — 7wt + 70, 7=t 479 70, (2.28)

Mivel 7 paritdsa —1 (pszeudoskaldr részecske), ezért 6 paritdsa 1, 7 paritdsa —1. Azonban mds tulajdonsigaik teljesen
azonosak voltak!! theta-tau rejtély =  a két részecske valéjdban ugyanaz: K.

Ha azonban a két folyamat valdjaban egy részecske kétféle bomlasat mutatja, akkor valami baj van a paritdsmegmaradéssal,
azaz a tiikrozési invariancidval.

2.2.7 Térid6 szimmetridk és paritassértés

Tapasztalat: sokféle rendszer ugyanazt a szimmetriat tiikrozi = ezt a térid6 szimmetridjanak tekintjik = matem-
atikai megfogalmazéds utdn minden rendszertél elvarjuk ennek teljesiilését = Lagrange fliggvény lehetséges alakja

Végiilis ez tapasztalaton alapul: pl. “mozgd” rendszerben a fizikai torvények ugyanolyanok; vagy a fénysebesség ugyanakkora.

A tiikrozésekre nincsenek kozvetlen tapasztalataink: vajon milyen lenne egy kisérlet eredménye, ha a tiikorvilagban
valésitandank meg? A konkrét modellek azonban mind tudték ezt az (extra) szimmetridt is.

QM: legyen a tértiikrozés operdtora P : H — H, onadjungélt tiikrozés = P? =1 = sajatértékei £1. Ha a
mozgdsegyenletek szimmetridja, akkor [P, H] =0 = van kozos sf. rendszer = a részecskéket P sajatértékei szerint is
jellemezhetjiik (jé, azaz megmaradé kvantumszam): paritds.

Yim (=0, —¢) = (=1)'Y},, (0, ) miatt az |L, m) allapot paritdsa (—1)%.

Egy részecske dllapot legyen |p), ahol p az impulzus:

Plp) =al-p), (2.29)

részecske— visszafelé mozgd részecske; az a = £1 a bels6 paritds. Tobb részecske esetén kiilon-kiilon vessziik

Plp1,...Pn) =Q1...Qn |—P1,-.-— Pn) (2.30)

Allapotok belsd paritdsa kozott Osszefliggést teremt, ha az egyik dllapot a mésikba id6fejlédés sordn at tud alakulni (és a
paritds szimmetria). Ekkor ugyanis

|QIa---qm> — et |p1,---pn>
= Plqi,...qm) =0, ...a |—q1,... — am) = Pe " p1, .. .py) = a1 ... ape Pi,---— Pn)
= ar...ap=0a)...a,. (2.31)

m
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e A proton, neutron illetve elektron paritdsit szabadon valaszthatjuk: legyen mindharom +1.

e pion paritdsa: 7~ 4+ D — 2n° “atom” bomldsabdl: kezdetben L = 0 és S = 1, a végén S = 1 csak L = 1 mellett
valésulhat meg (szimmetrikus spin kombindcid, a teljes hulldmfiiggvény viszont antiszimmetrikus) = kezdeti parités
azap, a végén (—1)F = —1. Mivel a deutérium p* + n°, paritdsa 1 = pion paritdsa —1.

e Foton paritdsa: atomi nivéok dtmenetei: megfigyelheté p — s dtmenet, ahol tehdt a palyamomentum véltozasa AL = 1.
Emiatt a kisugarzott foton paritdsa —1. Ugyanilyen mdédon a foton spinje 1.

Paritas-sértés
0 — 7 rejtély: 1956-ban T.D. Lee, C.N. Yang felvetette, hogy lehetséges, hogy ugyanaz a részecske és a paritas sériil?

e eros, elektromagneses folyamatban nem sériilhet, ezt mar akkor is eleget tapasztaltdk

e gyenge kh? javasoltak kisérletet: 1. Fig. 2.9. Ha a paritds szimmetridja a gyenge kolcsonhatdsnak, akkor a spin irdnya
nem befolyasolhatja a béta-bomlasban kimend elektronok eloszlasét

- P

¢ o

Figure 2.9: Paritds szimmetria esetén elvart eredmény

1957: C.S. Wu: C0%° beta bomlé izotépjat er6s mégneses térben lehiitotték = BJ|S, mérték az elektronok eloszlasit
= igen nagy szimmetriasértés adddott!

Magyardzat (Lee, Yang; Landau; Salam): v-k csak balkezesek lehetnek, az antineutrindk (o) csak jobbkezesek
paritas operator belkezes neutrinét jobbkezes neutrinéba vinne, ilyen viszont nincs = a gyenge kolcsonhatdsban a paritas
nem szimmetria (100%-ban sériil).

Egyéb diszkrét szimmetriak
Toltéstitkrozés: C H — H, C? = 1, amely részecskét antirészecskéjébe visz at, pl.
Clv,p) = ac 7, p) (2.32)

C balkezes neutrindt balkezes antineutrindba vinne, ilyen viszont nincs = gyenge kolcsénhatdsban biztosan sériil
Emiatt gyenge kolcsonhatds segitségével részecske és antirészecske azonos kvantumszamok esetén (pl. azonos toltés) egyméasba
atalakulhat K — K© = energia sajatéallapot keverék: K9 és Kg, kiilonboz6 élettartamiak
Viszont C' P balkezes neutrinét jobbkezes antineutrinéba visz 4t = szimmetria? Mindenesetre kicsit sériilhet csak!
CP valéban szimmetria? Tapasztalat

K et +7 +u, K'—e +nt+w (2.33)
egyméas C'P tiikkrozott folyamatai nem egyforman valdszintek!

o(K° — et +717 +v)
o(KY—e 4+t +0)

=1.003. (2.34)

Azaz kiilonbséget lehet tenni az e~ és et kozott; meg lehet allapitani, hogy egy vildg anyagbdl vagy antianyagbdl 4ll; lehet
definidlni a jobb/bal fogalmat: pl. 7+ — e™ + v folyamatban keletkez& v helicitdsa a bal.
Azt is jelenti, hogy spontdn megsériilhet a részecske-antirészecske szimmetria = Univerzum jelenlegi allapota.
Idétiikrozés: T : H — H, T? = 1, amely a bemend és kimend allapotokat megcseréli:

Tlp)=a(p| = T(z|p))=a(z|p))! =az*(p|, (2.35)

azaz anti-unitér transzformacio.
Lokalis relativisztikus kvantumtérelméletekben, ahogy majd latni fogjuk egy antirészecske matematikailag megfelel egy
id6ben visszafelé mozgé részecskének (lyuk). Vagyis

Ip) = (=p| ~T|-p) ~TC|-p) ~TCP|p). (2.36)

Vagyis a TC P hatédsa egy allapotot onmagaval aranyos allapotba visz at. Emiatt igaz a
CPT tétel: lokalis relativisztikus kvantumtérelméletekben a C'PT" szimmetria.



2.3 Részecskék rendszerezése

Vissza a részecskék felfedezéséhez: az 1950-es évekre kezdett megnovekedni az ismert részecskék szama
- 0 +,0 +
€ 7p+7n y Vs €+,7T s My VaK 7KS,L

1952-ben a Cosmotron (BNL), 1954 a Bevatron (Berkeley) megépiilése = ismét 1j részecske: A° hiperon, ma = 1116 MeV
(nehezebb a protonndl = hiperon)

hamarosan ¥% (1189 MeV), majd =+ (1315 MEV) ...

Az 1960-as évekre kb. 200 ismert részecske és rezonancia! Hogyan lehet ezeket jellemezni? Két tipus: milyen kdlesénhatdsban
vesznek részt, és milyen kvantumszamokkal rendelkeznek.

2.3.1 Kolcsonhatasok fajtija szerint

Milyen kolcsonhatasban vesznek részt? Ha erds kolcsonhatdsban részt vesznek hadronok, ha nem leptonok, a kolcsénhatés
kozvetitd részecskéit (mint a foton) mértékbozonoknak hivjuk. Az 1960-as években ismert leptonok az e™, u, antirészecskéik,
és a neutrind; mai ismereteink szerint

leptonok: €™, ve; ™, Vy; T, V.

Hadronokbdl sokkal tobb van = ezeket kell féleg csoportositani.

2.3.2 Kvantumszamok

Mik a kvantumszdmok? Ha O operétor megmaradd mennyiséget jellemez, akkor érdemes a Hilbert tér bazisanak 0 sajatallapotait
valasztani. Egy bazisallapot igy jellemezheto O sajatértékeivel.

Szokdsosan: a Lorentz csoport generdtoraihoz (spindllapot, impulzus) rendelhetd megmaradé mennyiségek kiilonb6zd
értékeihez tartozd bazisillapotokat egy adott részecske kiillonboz6 allapotainak nevezziik, mig a tobbi kvantumszam kiilonbo6z6
értékei a részecskéket kiillonboztetik meg. fgy a részecskék jellemzéséhez csak az utébbiakat kell feltiintetni.

J6 jellemzést adnak az olyan operdtorok sajatértékei, amelyek csak az erds és elektromagneses kolecsénhatasban maradnak
meg, a gyengében nem = gyengén sériilnek. Ezek tehdt megvaltozhatnak egy gyenge kolcsonhatassal jaré folyamatban.

Az 1960-as években ismert kvantumszamok a tomeg (p?> — m?2), spin (52 — S(S + 1)), toltés (Q — Q). Gyengén sériils
kvantumszadm a paritds (P), toltésparitds (C') és az izospin.

Készitsiink egy olyan L operdtort, amely a leptonokhoz, azaz az erés kolcsonhatdsban nem részt vevd részecskékhez
(e7, =, 7~ és neutrinéik) L — +1-et rendel, az antileptonokhoz (e™, u™, 77 és antineutrinék) L — —1l-et, a tobbi
részecskéhez 0-t. Ez a leptonszdm, a tapasztalat azt mutatta, hogy L megmaradé mennyiség!

A hadronok kozott is bevezethetiink egy j B operdtort, amely a leptonokra 0-t ad, a félegész spinli hadronokra 1-et,
ezek antirészecskéire —1-et, a tobbi hadronra 0-t. Azokat a hadronokat, amelyek +1-et kapnak, barionoknak, a B = 0-t kapd
részecskéket mezonoknak! nevezziik. B neve barionszdm, és szintén megmaradé mennyiségnek bizonyul.

Kévetkezmény: a legkonyebb barion stabil! A legkdnyebb barion a p*, ennek bomldsa :p™ — B + ..., ahol B valamilyen
bariont jelol; ennek ott kell lennie a barionszam megmaradas miatt. Mivel mp > m;{ , a fenti folyamatban az energiameg-
maradas nem teljesiilhet! Mérések szerint a proton élettartama T; > 1030 év, ami nagyobb, mint az Univerzum élettartama
(1.5- 1019 év).

Kérdés: akkor miért van a jelenlegi Univerzumban mégis Bnet > 0 a tapasztalatok szerint? Kezdeti feltételek?? Ha nem, akkor
valamilyen folyamatban mégis elbomolhat a proton!

2.3.3 Ritkasag
A A® hiperont 1952-ben Pais fedezte fel, a keletkezése
7 +pt = A+ K°, vagy at4+n® 5 A+ KT (2.37)
folyamatokkal megy. A A szeret a kaonokkal parban keletkezni. A hasonlé
pT+ 77 = AL, vagy n® 4+ 79 — A° (2.38)

folyamatok léteznek, de sokkal kisebb a hatdskeresztmetszetiik. Példdul a A® bomlésa ezekkel a folyamatokkal torténik, mert
aA — K°+pt 47 nem mehet végbe az energiamegmaradas miatt (a keletkezett végtermékeknek ugyanis nagyobb a tomege
mint a A-nak, emiatt 81l6 A esetén nem teljesiilhet az energiamegmaradds).

A misodik folyamatoknak kis hatdskeresztmetszete arra enged kovetkeztetni, hogy azok a gyenege kolcsonhatdssal mennek,
mig az els6k az erds kolesonhatéssal (Gell-Mann és Nishijima). Az a tény, hogy p™+ 7~ — A nem megy erds kolcsonhatdssal,

LA gorog eredeti jelentése: lepton = konnyfi, barion = nehéz.



viszont pT + 7~ — A 4+ KO igen, arra utal, hogy az erés kélcsonhatdsban van még egy extra megmaradé mennyiség, ami
megtiltja az elsd folyamatot. Ezt elnevezték ritkasdgnak S (“strangeness”): Sy = —1, S+ = 1, a t6bbi részecskére S = 0
(nem “ritkdk”).

S felcserél az erds és elektromégneses kolecsonhatas Hamilton operatoraval, de nem cserél fel a gyenge kolcsonhatds
Hamilton operatoraval, csakiigy, mint a paritas.

2.3.4 Hadron multiplettek

A hadronok tomegének vizsgalatakor kideriil, hogy csoportokban szeretnek megjelenni. Az elsé példa a ptés n® tomegének
kozelsége = izospin bevezetése. Ezek utdn a egymashoz kozeli tomegii hadronok jeldlésére ugyanazt a betiit haszndaltak,
és egy adott részecske kiillonb6z6 izospin vetiiletének tekintették. Ilyen médon példdul

N = {p*,n"}: barionok, izospin dublett, my ~ 940 MeV
759: mezonok, izospin triplet, m, ~ 140 MeV
AY: barion, izospin szinglet, ma = 1116 MeV.
7: mezon, izospin singlet, m, = 510 MeV

Y+ izospin triplet, mys ~ 1193 MeV

A = {AtH AT A% A~} izospin kvartet, ma ~ 1232 Mev

Ha kicsit nagyobb felhasadést is megengediink, nagyobb multipletteket kaphatunk, 1. Fig. 2.10. Itt nem teljesen azonosak
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Figure 2.10: Barion multiplettek

a tomegek, azonban |S| novekedtével majdnem linedrisan nének a tomegek (az a. esetben a tomegkiilonbségek 202 MeV
ill. 253MeV nem igazdn linedris, a b. esetben azonban a kiilonbségek 152 MeV ill. 149 MeV mdr csaknem tokéletes). A
multiplettekben a t6ltés is meghatarozhaté

Q=h+%w+5) (2.39)

képlet segitségével.

A b. abran a szimmetria diktalnd, hogy a hdromszog csicsén is legyen részecske, nevezziik (2-nak. Ennek tulajdonsigai
is meghatarozhatdk: m ~ 1680 MeV, a ritkasdga S = —3, izospin szinglett, a toltése —1. Ez 1961-ben egy geometria képre
épilé joslat volt; azonban 1964-ben megtaldltdk az Q~ részecskét, a megadott kvantumszamokkal (mg = 1672 MeV)!!

2.3.5 Kvarkok

A jéslat sikere egyértelmiivé tette, hogy valamilyen szimmetriaelv dllhat a hattérben. 1964 Gell-Mann, Zweig: a hadronok
osszetettek! Az Osszetevokrol eredetileg nem gondoltdk, hogy valédi 1étezd részecskék (hiszen részecskeként senki sem ldtta
6ket! — confinement, bezdras), hanem csak olyan kis “izék” — németiil “kvark”, ami az angol kéztudatba James Joyce
“Finnegans wake” (Finnegan ébredése) konyve alapjan keriilt 4t



Three quarks for Muster Mark!

Sure he hasn’t got much of a bark

And sure any he has it’s all beside the mark.

But O, Wreneagle Almighty, wouldn’t un be a sky of a

Harom kvarkot, tartsd a markod,

Ne hallgassuk el Mister Markot,

bizony cstnyan belemart ott.

De 6, mindenhat6 Sasokorszem, nem latsz madart, hogy

lassuk, a vén keselyli mint rikolt s6tétbe martott T lark L b 4 wh . b . hict ;
ingért, és kutatja at pottyos nadragért a Palmerstown 0 ifle Ei ai{o uzzard whooping about for uns shirt in
e dar

Parkot? )
And he hunting round for uns speckled trousers around

by Palmerstown Park?

(Ferencz Gy6z6 forditédsa) Hohohoho, moulty Mark!

Hény kvarkra van sziikséglink? Nem ritka részecskéknél az izospin lefrdsdhoz a kozonséges 1/2-es spin [1) és |} dllapotainak
megfelelen két kvark kell: u (up) és d (down), ezek a 2D izospin tér béziselemei. A ritkasdg lefrdsdhoz sziikséglink lesz egy
harmadik kvarkra, amely izospinje 0, ritkasdga pedig (definicié szerint) —1. Ez a hdrom kvark egy 3D tér béziséllapotait
adja, ezen tér egy normdlt dllapota |q) = q1 |[u) + g2 |d) + g3 |s), ahol |q1]? + |g2|> + |g3|*> = 1. A kvarkok fajtdit vagyis a
béaziselemeket iznek hivjak.

Az erGs kolesonhatds, a feltételezés szerint, nem béntja az izospint, és varhaté értéke arra, ha egy u és egy d vagy s
kvarkot kicseréliink, vagyis a 3D kvark-térben H, ~ 1 egységmdtrix (a ritka részecskék eltérd tomegét az s kvark tomegével
magyarazhjatjuk, nem a kvarkok kozotti kolesénhatdssal). Itt pontosan ugyanaz mondhaté el, mint a p*-n®rendszerben,
csak most a 3D esetre: végezziink el a 3D térben egy linedris transzforméciot, amely minden transzformalt allapot normajat
1-nek adja:

() =Ulg), (dld)=(qlUU|q) =1V]g) = Ut =1. (2.40)

Egy globalis fazis ugyanakkor nem megfigyelhetd, ezért megkovetelhetjiik a det U = 1 feltételt. fgy alakul ki az izospin SU(2)
csoport ha csak az |u), |d) altérben vagyunk, illetve az SU(3) csoport az u, d, s kvarkok terében. Ezek a csoportok a kvarkok
Osszetett allapotain is megjelennek (4brazolédnak).

A komponensek transzformaciéjakor hasznaljuk az U;; métrixelemeket:

4 =Uyq = Ulg)= Z%U|Qi> = ZUiijU lgi) = Ula)="Ujlg), (2.41)
; i

vagyis a baziselemek U7 = U* szerint transzformalédnak.
Hogyan kell transzformélni az antikvarkokat? Kvalitative: ha |¢) volt egy kvark-dllapot, akkor az antikvark azonosithaté

@) ~ (q| ~ |¢)!. Emiat a hullimfiiggvényekre
g~ (@); = U q)i =Uja; ~Ujd;. (2.42)

Az antikvarkok tehdt U* szerint transzformdlédnak. SU(2) csoport esetén ez unitér ekvivalens U-val. Hogy ezt megmutassuk,
vezessilk be

01 _
E = <_10>, Ej=¢yj, E*=-1, E'=FE'=-E=E"" (2.43)
Emiatt E unitér. Mésrészt, mivel U € SU(2) esetén U unitér és det U = 1:

SU(2) : enjUiwUjy =detUeyj=e;y; = UFEU'=E,  E'UE=EUE=U". (2.44)

Ezért ha van egy ¢ normalt allapotom, amely U szerint transzformalédik, akkor § = Eq is normalt, és ugy transzformalédik
mint:
i = (Eq) =Eq = EUq= EUE"'Eq=U"{. (2.45)

Vagyis minden allapotot E-vel atdefinialva U helyett U* transzforméciot latok. Ezért nincs “antispin”.

2.3.6 Az SU(3) csoport és abrazolasai

A 3 x 3 egységnyi determindnsi unitér métrixok, ahol Ut = U~, csoportot alkotnak, hiszen
e 1 egységmatrix unitér
e ha U unitér, akkor U~! is unitér, hiszen (U~1)~! = U = (UT)f

e ha Uy 5 unitér, akkor (U, Us) "} = Uy 'U; Y = UJUT = (U, U)T.



Mivel a csoportelemek matrixok, ahol a matrixelemek komplex mennyiségek, végtelen sok elemii csoportrdl van sz6 — folytonos
csoport (Lie csoport). Megmondhatjuk azonban, hogy hény valés paramétert tartalmaz: egy N x N komplex métrix 2?2
valés paraméterrel frhaté le (fiiggetelen matrixelemek). Unitér matrixndl UTU = 1, ez N? valds egyenletet jelent = U(N)
matrix paramétereinek szdma N2. A det U = 1 megkdtés még egy egyenlet = SU(N) paramétereinek szdma N2 — 1.
Ha el akarom &llitani a métrixot, megadhatok pl. ennyi elemet, a tobbi ebbél kiszamolhatd. A szokdsos paraméterezés
azonban mésként megy. Altalaban egy Lie csoportndl jeloljiikk a paraméterezést U(c)-vel, ¢ € R™. Tegyiik fel, hogy a
paraméterezés folytonos, azaz
[|U(c+ dc) — U(c)|| = O(dc). (2.46)

Emiatt U(c + 6c)U~1(c) az egységelem kizelében van. A standard paraméterezés menete
e U(0) =1 legyen
e ckkor U(dc) infinitezimélisan kis paraméterre az egység koriil lesz: U(de) = 1 — iT'dc + O(dc?). Az unitaritds miatt
Ul=1+iTlde=U""=1+iTde = T =T, (2.47)
hermitikus, neve (infinitezimalis) generdtor.

U(de)™ a csoport eleme, ennek paraméterét definidlom ¢ = nde-nak. Atirva de = ¢/n, azaz

Ule) = (1 - Q) 2P il (2.48)
n
e TG6bb (d) paraméter esetén nem mindegy, milyen tton érek el (¢, ..., cq)-ig. A szokdsos eljaras, hogy az egyenes utat
valasztom: ha az egységelem koriil
Uldey) =1 —iTyca +O(c?) = Ul(dea)” =U(nde,) =  Ule,) = e aca, (2.49)

Ha a csoport unitér, akkor n = N2 — 1, ennyi generdtorra van sziikség. Az unitaritds miatt a generdtorok hermitikusak,
és ha még det U = 1, akkor
O=IndetU =TrInU = —ic, 0*T, = TrT,=0. (2.50)

N x N-es métrixok esetén a spurtalan hermitikus matrixok szdma N2 — 1, pont megfeleld.

A generdtorok szokdsos vdalasztdsa SU(N)-nél T, = A,/2, ahol Tr A\, A\, = 2d45. SU(2)esetén ezek a Pauli métrixok,
SU(3)-nél a szokdsos vélasztds a Gell-Mann métrixok: Az SU(3) 8 paraméteres, a szokdsos vélasztds a generdtorokra a
Gell-Mann matrixok 7" = A:

010 0—i0 100 001
M=[100], xa=|ioo0o]|, x=(0-10], Mm=[000],
000 000 000 100
00 —i 000 00 0 L {100
=[000], x=[001], Mm=[00-i]|], X=—1[010 (2.51)
i0 0 010 04 0 V3 00-2

Ezek tudjdk, hogy TrA, = 0 és Tr A\, Ay = 204. Tartalmaz 3 db SU(2) részcsoportot; a bal fels§ sarok, azaz A1, A2, A3 a
szokdsos izospinnek felel meg, hiszen az s kvarkot nem béntja.

Ha a részecske-dllapotok Hilbert terét nézziik, akkor az SU(3) csoport hatdsa azt jelenti, hogy létezik az allapotok Hilbert
terén haté U : H x H olyan operator-sereg, amely koveti az SU(3) szorzdsi szabalyokat. Ennek paraméterezését a fenti
standard médon végezziik el U(c). Ez a csoport Hilbert téren torténé dbrdzoldsa. Ha szimmetridrdl van sz, akkor minden
matrixelem felcserél a Hamilton-operatorral

[U,H] = 0. (2.52)

Ha kiindulok egy energia-sajatéllapotbél, és hatok valamely U opratorral, akkor ugyanolyan sajatértékhez jutok. Miutdn
nem minden U diagonlizdlhaté egyszerre, ezért ha minden csoportelemmel hatok, az eredeti allapottél kiilonbozé dllapotba
juthatok, amelyek mindegyike ugyanolyan sajatértékkel rendelkezik. Végiil egy adott sajatértékii sajatalteret generdlok le.
Pl. kiindulva az u kvarkbdl, a csoport hatasara legenerdlom a d és az s kvarkot is, ezek erGs kolcsonhatasra szamitott
sajatértéke ugyanasz.
A részecskék tobb kvarkbdl épiilnek fel, ezek a szorzat Hilbert téren levé dllapotok, emlyeken szintén hat az SU(3) csoport,
a szokasos modon, komponensenként

QeENHxXH = Q=Qijla)®lgy) = UQ=QyuUla)®@Ulg) =UuwUiyQuyla) @lg) = Qi =UiwUjyQuj.
(2.53)



Vagyis a szorzattéren a csoport szorzatabrdzolasa valésul meg U =U xU. Azonban a csoport hatdsdra nem juthatok el
minden Osszetett allapotbdl barmely masikba, a csoporthatas az Gsszetett allapotokon maga is sajatalterekre bomlik. Egy
alteret irreducibilisnek neveziink, ha nincs més, csoporthatdsra zart altere. Az irreducibilis altereken kapott csoporthatas az
irreducibilis dbrazolas. Csak az irreducibilis alterek elemei mennek at egymésba a csoporthatasra, azaz csak itt lesz biztosan
ugyanolyan sajatértéke H-nak. Fizikailag ez azt jelenti, hogy nem minden 6sszetett allapotnak lesz ugyanaz a témege, csupan
azoknak, amelyeket a csoporthatas 0sszekot, vagyis amelyek ugyanazon irreducibilis altérhez tartoznak.

A koz6nséges spin esetén pl. 1/2 x 1/2-ben

HxH=A[t1), 11, W), FD} (2.54)

azaz 4D-s. A szimmetrikus U x U nem tudja megvaltoztatni a két spin cseréjével kapott szimmetriatulajdonsagokat = a
szimmetrikus ill. antiszimmetrikus kombinécidk egymasba nem viheték at! Irreducibilis alterek tehat

b= {os (T =Wk B = {11, = (1) + ), 11) (2:55)

V2 V2
Iy 1D altér, ez tehat egy nulla spini reprezentacid; I; 3D altér, itt a csoport 1-es spinli dbrazolasa jon eld.

Hasonlé mdédon viselkedik az SU(3) csoport is. Mivel a szorzat téren szimmetrikus szorzatabéarzolds generdlédik, ezért a
szorzatelemek permutacidira valé szimmetriat nem véltoztatja meg = ezek biztosan kiilonallé alterek lesznek. Allités:
ezek az irreducibilis alterek (a szimmetridk nyilvdntartdsdhoz lehet haszndlni a Young téblékat).

Pl.: kvark x kvark dbarzolas = jelolése 3 x 3. Elemei parok, a teljes direkt szorzat tér

luw) , Jud), lus), |du), |dd), |ds), |su), |sd), |ss). (2.56)

Az antiszimmetrikus kombinécidk

lud) — |du) , |us) — |su), |ds) —|sd), (2.57)

3D altér. Most azonban nem egyértelmii, hogy melyik dbrdzoldssal van dolgunk: U (kvark) vagy U* (antikvark). Definidljuk
bazisnak:

Qi) = eijilgy) @ lae) = 1Q%) = €ijnU; Ug 1g50) @ lawr) - (2.58)
Mivel azonban
Eiijii' Ujj/ U = det UEi/j/k/ = Eiijjj/ Uk = Ei/j/k/UJil = U;;-/Ei'j/k’- (2-59)
Ezért
|Q}) = Uiveirjrrr |qs0) @ |qrr) = Ui |Qar) - (2.60)

Az antiszimmetrikus kombindcié bazisa tehat U szerint transzformalédik, azaz a hullamfiiggvények U™ szerint: Ugy transz-
formalédik mint egy antikvark (jelolés 3). Tehdt a szorzatdbrazolds transzformécidja

3x3=3+6. (2.61)
Egy kvark és egy antikvark szorzata szdmitdsdhoz haszndlhatjuk a 3 = 3 x 3|antiszim megfeleltetést; ebben a térben a bézis
lutt) = |uds) — |usd) , |ud) = Juus) — |usu) , |du) = |uus) — |usu), .... (2.62)

Az antiszimmetrikus kombindcié eztuttal teljesen antiszimmetrikus!
£ijkqiqj Qs (2.63)

azaz 1D! A maradék a szimmetrikus abarzolashoz tartozik. Vagyis
3x3=1+8. (2.64)

Ez az abrazolds azonosithaté a mezonokkal: a mezonok tehdt egy kvark és egy antikvark kotott dllapotai — 1. pozitrénium!
A mezonok alkothatnak szinglettet vagy oktettet.

Héarom kvark szorzatdhoz mar majdnem minden 0sszedllt: ha mindhdrom kvark antiszimmetrikus, akkor 1D dbrazolasunk
van; ha két kvark szimmetrikus, a harmadik antiszimmetrikus, akkor 8D abrézolds; az utolsé lehet6ség, hogy mindharom
kvarkra szimmetrikus az dbrazolds, ebbdl van

luwu) ,...:3  |uud), |udd),...:6, luds) : 1 =10, (2.65)

azaz 10D abarzolas. Vagyis
3x3x3=1+8+8+10. (2.66)

Ezek a barionokkal azonosithaték. A barionok alkothatnak oktettet vagy dekuplettet.



2.3.7 A kvarkok kvantumszamai

Mivel hdrom kvark alkot egy bariont = bariontéltése B, = 1/3.
Elektromos toltésre

B+ S 1 1 1 1 1 1
= — = —— _ = —— g = ——1 —_ = ——, 2
Qu=-sti=-1 q 0+<3 )2 : (2.67)

Q =13+ Qu =
Azaz a kvarkoknak tort toltésiik van!! Mivel a mezonok kvark+antikvark objektumok, toltésiik egész: pl. 70~ TQu, T~
du, 7~ = ud. A barionok harom kvarkbdl tevédnek Ossze, igy toltésiik itt is egész; pl.: A : wuu — 42, uud — 1, udd —
0, ddd — —1.

Spinjiikk: mezonok egész spintiek, a barionok feles spintiek = a kvarkoknak feles spinjiik kell legyen.

2.3.8 Részecskék kvark-osszetétele

Néhény részecske felépitése kvarkokbol

Mezonok:
e pionok: gq reszecskek ahol ¢ = u vagy d, nulla spinfi pszeudoskaldr kombindcié: «t = du, 7~ = ud, =° =
(uu—dd)/v/2 = 7° elektromagneses kélcsonhatdssal is bomlik, révidebb élettartam! (2 6- 10 8 helyett 8 - 10717).

e (q részecskék lehetnek 1-es spintiek is (vektormezonok) = p mezon

a szinglet (4u + dd)/+/2 kombindcié keveredik ss-sel = 0, 1/,....
5q, ahol ¢ = u vagy d alkotjdk a kaonokat: KT =35u, K~ =us, K°=3d, K°=ds

Ezeknek gerjesztett allapotai is megfigyelheték.

Barionok:

e nukleonok: p* = wud, n° = udd, spinjiik és izospinjiik 1/2

e egyéb qqq dllapotok, ahol ¢ = u,d: A = wuu, uud, udd, ddd, spinjik és izospinjik 3/2
e A% = uds, spinje 1/2, izospin szinglett

e X = wus,uds, dds, spinjik 1/2, izospin 1

e = = uss,dss, spinjik 1/2, izospin 1/2

e () = sss, spin 3/2, izospin szinglett

e itt is szamos gerjeszett allapot figyelhet6 meg

2.3.9 A kvarkok kisérleti bizonyitéka

Az elméleti joslatok utdn a kisérleti fizika feladata lett a kvarkok kimutatdsa. Ehhez specidlis berendezést épitettek: 1969
SLAC, Stanford Linear Accelerator. Itt pT-okon szérattak elektronokat nagy energian (20 GeV). Vdrakozds: ha vannak elemi
OsszetevOk, akkor azokon keményen szérédik az elektron, ha nincs, akkor egyre lagyabb lesz a szoras.

Kisérlet megerdsitette: a pT-on beliil hdrom kemény szérécentrum helyezkedik el! Ezek toltése a vart 2/3 ill. —1/3 volt.

Kvarkok tomege? Nem tudjuk szabad részecskeként elkiiloniteni ket = mit jelent a témeg? Mérési utasitassal lehet
definidlni, de ennek alapjan kiilnb6zé eredményeket kapunk. Ha a szdérasi kép alapjan az e™-pTHiitkozésbdl hatdrozzuk meg,
akkor

my, = 4MeV, mg = 8MeV, my = 150 MeV.

Ekkor azonban nem érthetd, hogy a proton tomege hogy lehet jéval nagyobb, mint az Osszetevék tomege — ekkor miért kotott
allapot? Masik lehetoség, hogy gyengén kolcsonhato rendszernek feltéve szamoljuk ki a tomegeket. Ez is jol miikodik,

my =~ mq = 300 MeV, m, = 450 MeV.

A kiilonbség igy is kb. 150 MeV, ez magyarazza pl. a barion dekuplett tomegfelhasadasat.



2.3.10 Ijj szabadsagi fok: a szin

Barmennyire is sikeresen irta le kvalitative a hadron multipletteket, az eredeti kvark-modell szamos kérdésben nem adott
kielégit6 valaszt.

e Miért nincsenek szabad kvarkok; ezzel egyiitt miért nem latunk két kvarkbél 4116 multipletteket (3 + 6). Valami miatt
a kvarkok be vannak zdrva bizonyos kotott dllapotaikba (confinement).

e A SLAC kisérletekben az elektronok szérasi képébdl a kvarkok impulzusat is meg lehetett hatdrozni. A hdrom kvark
ossz-impulzusa azonban a ptTimpulzusanak csak kb. felét adta ki!

e A protonon beliil a kvarkok nagyon erés kolcsonhatassal vannak kotve. A szérédsi kép alapjan azonban a kvarkok
szabadnak tlintek! Ugy tiinik tehdt, hogy ki tdvolsdgok (nagy energidk) mellett a kvarkok nem hatnak koleson... =
aszimptotikus szabadsag (1. 2004-es Nobel dij t’'Hooft és Veltmann).

e Konkrét probléma: a ATT részecske spinje 3/2, azaz felépitése spinekkel egyiitt |ut, ut, ut) = szimmetrikus a
kvarkok cseréjére. Mivel a kvarkok fermionok, ezért a teljes hullamfiiggvény antiszimmetrikus kell legyen, azaz a térbeli
hullamfiggvény antiszimmetrikus. De hogy lehet egy alapallapoti hullamfiiggvény antiszimmetrikus?

A valasz 1972-ben sziiletett meg: Gell-Mann, Fritzsch: van egy djabb bels§ szimmetria: szin.

Miért nincsenek akkor e szerint is hadron multiplettek? Mert minden hadron csak szin-szinglett lehet. A feltételezés
szerint a szines objektumok olyan nagy energiaval rendelkeznek, hogy csak joval magasabb energian lehetne megfigyelni dket.
Mai kép: két szines objektumot tévolitva linedrisan nd a rendszer energidja (mint a szappanbuborék) = elérjik a két
kvark tomegének megfelel$ energidt, ekkor a vakuum polarizalédik, és a két Uj kvark semlegesiti a szintoltéseket.

A barionok 3 kvarkbdl dllnak, és szin-szinglettek = a szin leirdsdhoz is SU(3) kell!!. Lehetségesek szin-szinglettek
a3 x3ésadx3x3abrazoldsban = megfigyelhetd objektumok a mezonok és a barionok. Es ezért nincs dikvark, habar
a korabbi targyalasban semmi nem utalt ennek lehetetlenségére.

A kvarkok a sziniik miatt hatnak kélcson: elmélete a kvantum szin-dinamika (QCD), mint a kvantum-elektrodinamika.
Ez helyettesiti a mageroket. A magerék csupan a QCD “van der Waals” er6i.

A A**-ban a spin, izospin szimmetrikus, szin antiszimmetrikus (szinglett!), igy a hullimfiiggvény szimmetrikus lehet!

Tehat a kvarkok hullamfiiggvényének a kovetkezd indexei vannak:

Gicas ahol taz iz = qica = Uca, Q2ca = deas QBea = Sca-

¢ a szin: minden kvarknak lehet harom szine, azaz pl. %14, U2a, Usq.
« a spin-index; a kvarkokra és az antikvarkokra is |1) vagy |}).

A szin felfedezésére jabb kutatasok indultak el, és hamarosan bizonyitékokat is taldltak. P1.

o(eTe™ — hadronok)
R := 2.68
olete” = ptu) (2:68)

aranyt vizsgaljuk. A folyamat elektromdgneses (f6leg), és gy zajlik le, ho
y galj y g g) gy za) , NOgy

ete”™ = 4* — ¢q = hadronok, vagy ete”™ =y = utu . (2.69)

A kozbensd foton energidja és impulzusa nem elégiti ki a nulla témeg kovetelményt, {gy ez csak véges ideig élhet (TAE ~ h).
Az §tmeneti amplitid6 ardnyos a foton és a toltott részecskék csatoldsaval (ez a toltés), a hatdskeresztmetszet ennek négyzete.
A hatédskeresztmetszet a fliggetlen végéllapotok szdmédval is ardnyos. Mivel a folyamat egyéb koriilményei megegyeznek, ezért
N 2 + 2 + 2 2
R _ C(Qu Qd Qs) — _Nc- (270)
Q7 3

A kisérleti megfigyelések szerint kb 2 a hataskeresztemtszetek aranya = N, = 3!

2.3.11 Egyéb részecskék
Miion neutriné
Vajon minden részecskét megismertiink? A lepton-hadron kép szimmetrikusnak tiint
e, u, v vs. u, d, s. (2.71)
Azonban voltak még rejtélyek: pl. miért nem bomlik a miion, mint
wo e + 2, W —e +rv+u. (2.72)

Magyaréazat lehet, ha kétféle neutriné van, és a miion + miion-neutriné szam megmarad. Kisérleti bizonyiték: neutrind
nyaldb mddszer (1988 Nobel-dfj): p™ + Be — «T; a pionok 99.98%-ban gy bomlanak tovabb, hogy 7+ — p* + v — 5000
tonna vas (régi csatahajé maradvdnyai) — v — Ne-nal t6ltott Al 10t-s szikrakamra. Ha a neutring kolesonhat, akkor p~
vagy e keletkezik, a részecskét a nyombol lehet azonositani. Eredmény: a miionok bomlésabdl keletkez6 neutrindk kizarolag
milonokat keltettek = a miion neutriné és az elektron neutriné kiillonbozik.



c-kvark

A mitun-neutriné felfedezésével ismét felborult a hadron-lepton kép, hiszen e, ve, p, v, éllt szemben a harom kvarkkal
u, d, s. Ehhez az “elvi” szépséghez jottek konkrét fizikai problémak.
Ha a béta-bomlast kvark szinten nézziik, akkor ez a kvark izek kozotti dtmenetet frja le. A n® béta-bomldsa péld4ul

n’ = pt+e +0, n’ =udd, pt =uud = d—ute + 7. (2.73)

Az s-kvarkot is figyelembe véve logikusnak tiinik, hogy a gyenge kolcsonhatds az s-kvarkot d illetve u kvarkba vigye 4t.
Azonban a két szimmetrikusnak tiiné folyamat koziil csak az egyik valésul meg:

s—=u+p + vy, sAd+v,+ 0, (2.74)

Ha ilyen folyamat lenne, akkor ez jarulékot adna a K9-bomldshoz (ami ds), a szdmoldsok szerint a valésdgban megfi-
gyelhetd bomlasi ratdnak kb. 20-szorosat eredményezve. A fenti folyamat izvaltd, semleges részecskékre hatna és gyenge
kolesonhatdssal menne = neve {zvalt6 semleges dram (FCNC). A tapasztalat szerint tehdt FCNC nincsen; de miért?
1970-ben Glashow, Iliopoulos, Maiani (GIM) felvetette, hogy ha bevezetiink egy 1j kvarkot (¢ — charm), amelynek
toltése 2/3 (mint az u-nak), és a csatoldsi allanddjat megfeleléen valasztjuk, akkor ez megtilthatja a fenti bomlast (GIM)
mechanizmus. Grafikusan 1. 2.11. A két folyamat kinematikdja lényegében megegyezik, azonban az amplitiddk aranyosak a

Figure 2.11: A s bomlédsa d-be

csatolasi allanddkkal:
Vustu VS. V;:stc- (2.75)

Hogyha feltessziik, hogy Vg = Ves, viszont Vi, = —Vj,, akkor a két jarulék éppen kiejti egymast!
Teljesiilne a fenti osszefiiggés akkor, ha Vi, = V. = 0 lenne, azaz az u csak a d-vel hatna kolcson, a ¢ csak az s-sel. Ekkor
(u, d) és (s, ¢) két kiilon “csalddot” alkotna, melyek kézott nincs dtjaras. Hozzdvéve a leptonokat, a csalddok

i) (%) a9

médon lennének irhaték. A kép nem teljesen korrekt, mert létezik s <> u dtmenet. Cabibbo javaslata: az u, ¢ egy unitér
elforgatott s, c-vel hat kdlcson

(u, c) < cosf. sinf,

d .
_ sinf, cos 90) ( > =  Vuqg = Ves ~ cosf,, Vs = —Veg ~ sinf,. (2.77)

S
Ez a konstrukcid tehat “ésszerti” magyarazatot ad a GIM 4altal feltételezett Osszefiiggésekre.

Hogyan mutathat6 ki a c-kvark? A c-szdm olyan mint a ritkasig, azaz az erés kdlcsonhatds szimmetridja, azaz a c¢ a
rendszerbdl csak elektromagneses vagy gyenge kh. ttjan tiinhet el = a legalacsonyabb témegii, c-t tartalmazo részecskék
hosszu életiiek! Amit latni kell: egy viszonylag keskeny rezonancia magasabb témegeknél.

Legegyszeriibb a ¢c charmoénium keltése, mert az elektromagnesesen megy. 1974-ben tobben is végeztek kisérleteket, az
MIT-nél S. Ting, a SLAC SPEAR elektron-pozitron tarolégytirtinél B. Richter és csapata (1976-ban Nobel dij). Ok e=-e*
litkoztetést végeztek, és a hatdskeresztmetszetet figyelték kiilonboz6 végallapotokba (u™ ™, hadronok, e~e™ stb.). 3096
MeV-nél egy keskeny rezonanciat lattak minden csatornaban, a szélessége kb. 100 MeV volt = nem lehetett erds kh.
rezonancia. Elnevezés: J/ ¥, mert a két csoport egyidejlileg mésként nevezte el. Kés6bb rengeteg c-t tartalmazo rezonancit
talaltak (pl. n. = ¢c 0 spinfi, D° = iic, A. = udc stb.). Ezeket a ¢ nagyobb tomege miatt elég jol lehetett elméletileg is
szamolni.

A 7 lepton
1975-ben Ujabb rejtély: megfigyelt esemény
e~ +e" — e +puT + missing energy, (2.78)

mégpedig nagy hatdskeresztmetszettel! Ez azért furcsa, mert a =~ — e~ 4+ v, + I, kis hataskeresztmetszetii folyamat. Ennek
magyarazatara 1j leptont kellett feltételezni: 7, amely bomolhat

T = e+ v+ e, (N TR Sy VRS 798 (2.79)

Tébb éves kutatassal lehetett a 7 adatait feltérképezni: tomege 1777 MeV, élettartama 290 - 1071 sec. M. Perl 1995-ben
Noble dijat kap (megosztva Reines-szel a neutriné felfedezéséért).



A bottom és top kvark

Ha igaz a csalad-elképzelés, akkor a 7 lepton egy 1Gj csalad els6 tagja, és kell léteznie egy u-tipust, és egy d-tipusi kvarknak,
valamint egy megfelel6 neutrinénak is.

1976-ban a Fermilab-ban 400 GeV-es pt-okkal bombéztak céltdrgyakat (Be, Cu, Pt), és leptonparba valé dtmenet
hatéskeresztmetszetét nézték. 9.5 GeV-nél keskeny rezonancidt taldltak = 1j kvark kotott dllapota, hasonlé a J/W-
hez. Ez az 1j kvark d-tipust volt, elnevezték bottom-nak (b), a taldlt részecske bb kétott allapot volt, botténium vagy
tipszilon ()). A ¢ kvark felfedezéséhez hasonldan itt is sok gerjesztett allapotot taldltak.

A bottom fels6 parja, a top (t) kvark felfedezésére 1994-ig kellett véarni, a Fermilab-ban p™ — p~ iitkdzésben fedezték
fel, hasonléan, mint a botténiumot; azonban ekkorra mar senki sem kételkedett a létezésében, sOt, perturbacidszamitas
segitségével a tomegére is elég jé becslést lehetett adni (mert mint virtudlis részecske mds folyamatokhoz is ad jarulékot). A
top kvark nagyon magas tomegii, mio, = 172 GeV — mint egy Yb (itterbium) atommag!

A 7 neutriné

Ezekutdn a tau neutrindja szinte biztosra volt vehetd, felfedezése 2001-ben a Fermilabban tortént meg neutriné-nyalab
modszerrel.
Ezzel teljes volt a harmadik csalad is, azaz a részecskék teljes rendszere

e u u-c Tt
o) () () e
Az antirészecskéikkel egyiitt ezzel lezarhat6 a fermionok sora.

2.3.12 Meértékbozonok

A csaladok tagjai kozott hato kolesonhatasok:
e v neutrindk: csak gyenge kolcsonhatasban vesznek részt
e ¢ elektron (és ennek megfelelden p és 7): gyenge és elektromégneses kolesonhatdsban vesznek részt
e kvarkok: gyenge, elektromdgneses és erés kolcsonhatasban vesznek részt

Az elektromagneses kolcsonhatas kozvetitd részecskéi a fotonok — mik a tobbi kolecsonhatéds kozvetitd részecskéi?

Er6s kolcsonhatds: mager6kben a pionok (illetve dltaldban a mezonok) jatsszdk a kozvetité részecske szerepét (1.
Yukawa-elmélet). A kvarkok kozott haté QCD azonban més kozvetitd részecskéket igényel. Ezeket neve gluon (glue: ra-
gaszt6). Osszesen 8 db gluon tér van, nulla tomegiiek (mint a foton), elektromosan semlegesek. A kisérletek szerint a
hadronok impulzusdnak és témegének jelentOs részét a gluonok teszik ki. Kiilon részecskeként nem figyelhet6k meg (csakugy,
mint a kvarkok), azonban a kisérletekkel 6sszhangban vannak a QCD jéslatai.

Gyenge kolcsonhatds: a gyenge kolesonhatds az {zek kozotti transzformdcid, példdul az u és a (mds csalddokkal
Osszekevert) d kozott hat. Emiatt két alapobjektuma van, ezért véarhatéan az SU(2) csoporttal irhaté le. Itt hdrom kozvetits
részecske van, nevilk W+ (elektromosan toltottek!) és a Z° Mivel elektromosan nem semlegesek, az elektromagneses
és gyenge kolcsonhatdst egyszerre kell lefrnunk: elektrogyenge elmélet (Glashow, Weinberg, Salam, 1968; 1979: Nobel-
dij). Masrészt a kisérletek szerint a gyenge kolcsonhatds eréssége energifiiggd = a mértékbozonok tdémegesek kell, hogy
legyenek! Kisérletileg: 1973, CERN-ben mutattdk ki a Z° bozon hatdsat (elektron-neutriné kolcsénhatdst). Kozvetleniil
1983-ban lattak a 6ket (Rubbia, van der Meer; 1984 Nobel-dij).

1990-ben a CERN-ben pontosan meghataroztak a Z-bozon bomlasi szélességét. Ez a szélesség, az elméleti szamolasok
szerint, fligg a lehetséges (konny(l) neutrindk szamatdl. Ennek alapjan biztosra lehet venni, hogy legfeljebb 3 konny(i neutriné
van, azaz — ha a csalad elképzelés igaz — 3 csalad.

A kolesonhatdsok lefrdsa a mérték-elvvel torténik (1. kés6bb). Ennek lényeges eleme, hogy a szimmetriacsoport minden
generatorahoz egy vektorteret rendel. Emiatt

o clektromdagneses eré: U(1) szimmetria (fazistranszformacié) = 1 generator: hulldmfiiggvénye A, (x) (foton)

e gyenge kolcsonhatas: SU(2) szimmetria (fz-transzformdcid) = 3 generdtor: W (x), W, (), Z,(x)

e erds kolesonhatds: SU(3) szimmetria (szin-transzformacié) = 8 generator: g;(v), a = 1...8 gluonok.

A mérték-elv szerint a kozvetité részecskék tomegtelenek kell, hogy legyenek; hogyan lehet akkor a W ill. Z bozonnak
tomege? Magyardzat: spontdn szimmetriasértés (Higgs mechanizmus). Ehhez kell egy 4j bozon tér (Higgs-tér), amely a
gyenge kolcsonhatds szerint transzformélédik (dublett = 4 valds komponens), azaz elmélete SU(2) szimmetrikus. Ha
ez a szimmetria spontdn sériil, mint a mégnesség esetében a spontdn magnesezettség kialakuldsakor (itt most azt jelenti,
hogy valamelyik komponens Bose-kondenzatumot képez), akkor ez a kozvetitd részecskéknek tomeget adhat. A Higgs-tér



Figure 2.12: A Higgs részecske egyik keltési mechanizmusa

3 komponense a mértékbozonokba olvad mint longitudinalis komponens, a negyedik elvileg megfigyelhet§ = ezt keresik
most az LHC-ban is. Az elééllitdsanak egy lehetséges médjat lathatjuk a 2.12 dbrén.
Ezzel teljes a részecskefizika Standard Modellje:

e 3 részecske-csalad

e kolesonhatds: erds + gyenge + elektromdgneses = SU(3) x SU(2) x U(1), kozvetité részecskéik a mértékbozonok
(gluon, W# és Z° valamint a foton)

e tOmeg-generdlas miatt a Higgs-bozon.

2.4 Részecskeforrasok

A kozmikus sugarzas megfigyelése mar nem vezetett 1j részecskék felfedezésére. Mashonnan kellett venni a nagy energidju
részecskéket = részecskegyorsitok épitése.
Mi is hagyjuk el a torténeti utat egyelére, és nézziik meg a kisérleti berendezések fejlodését!

2.4.1 Természetes forrasok

e radioaktiv bomlés: energia ~ O(10) MeV

atommag felfedezése
magatalakuldsok (1919 Rutherford a+7; N —gO'" + H, 1923 Blackett megfigyeli)

maghasadds (1939, O. Hahn, L. Meitzner, F. Strassmann: U magot n%-kal bombdzva két részre hasad; Fermi,
Szildrd, Anderson: felszabadulé neutronokkal djabb maghasadés, lancreakcié gondolata)

korlatozott E, intenzitds

e kozmikus sugarzas:

1912 V. Hess: ballonnal mérte az ionizaciét = né = ionizdld sugarzas jelenléte = 1936 Nobel-dij

eredete: Nap (pl. Napkitorések), galaktikus (f6leg szupernova maradvényok), extragalaktikus (AGN: aktiv galaxis
magok, kozmikus 16késhulldmok)

féként pT-okbdl all, amelyek a felsd 1égkorbe érve részecske-zaporokat kelt: p*+mag — 7° — 2y — et +e™ — ...
vagy pT +mag — 7F — u+v — .... Ezek a zdporok a Fold felszinén is megfigyelhetSk

az intenzitdsa nagyjabdl ~ 1/E? szerint megy (1. 2.13 4bra)
hatranya: nem szabalyozhatd, kis intenzitas

ma ismét aktualis kérdés: UHECR (ultra high energy cosmic rays): akar 10?! eV energidju zdporokat is megfi-
gyeltek!! (Elészor a Fly’s Eye kisérletben 1991-ben 3.2 - 102° eV) (oh-my-god részecske)
1020 eV 2 10 J ~170 km/h sebességii teniszlabda!

Probléma: spektrumban levagasnak kellene lennie: GKZ (Greisen, Zatsepin, Kuzmin): p* +~ — A* — n% + 7+
folyamat miatt, ahol a vy a kozmikus hattérsugdrzdsbélered = a p* lelassul (kb 10 Mpc exponencidlis lassuldsi
hossz) = 50 Mpc-nél tavolabbi forrasbdl érkezé pt-ok nem lehetnek ~ 5 - 1012 eV-ndl nagyobb energidjiak.

A 10?0 eV feletti események rendkiviil ritkdk, kb 1 esemény /km? /évszdzad. Ezért nagyon nagy méreti detektorokat
kell épiteni.
Jelenleg is folynak kisérletek, pl.

* AGASA, Japan: foldi megfigyeléallomas, 100 km?, zdporokat figyelnek meg

* fly’s eye (HiRes): fluoreszcent detektor (azaz a zapor UV fényét észlelik)
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Figure 2.13: Kozmikus sugdrzas spektruma (T. Stanev, astro-ph/0411113, lecture at the 2004 SLAC Summer Institute)



* PAO (Pierre Auger Observatory)
- 3000 km? teriilet{i

- direkt megfigyelés: 1600, egyenként 12000 literes viztartaly, egymastol 1.5 km-re, fotomultiplyer-rel fi-
gyelve.

- fluoreszcens detektor

Magyarazat? extra égi objektum (fekete lyuk, gamma-ray burst)?dj részecske bomldsa? v hattéren sz6rédé v-
sugdrzds? egzotikus fizika (Pl. Lorentz invariancia Planck hosszndl valé sériilésének jele — E-fliggé fénysebesség;
stabil n%)?

Ma legelfogadottabb az AGN hipotézis, novekvo illetve forgé fekete lyukkal a kézepén

2.4.2 Atomreaktor

maghasaddsban sok n® és v keletkezik = ezeket hasznilhatjuk részecskeforrasként is = v detektalds lehetSsége
felmeriilt: 10718 /m a kolcsonhatdsi valészinliség = nagy intenzitds kell.

reaktorok: atlagban: n°+92U%3% — n° gazdag elemek + 2.57 + 200 MeV; tovabbi S-bomldsok miatt Gsszesen kb. 6 ¥
keletkezik (4tlagosan kb. 3 MeV energidval) 200 MeV-enként:

Preaktor 1

N =6 300 eV sec

(2.81)

Tipikus reaktorban: Paks: egységenként 1375 MW hdteljesitmény (34% hatdsfok = 470 MW elektromos teljesitmény),
4 blokk 6sszesen 5500 MW hételjesitmény. Atszdmolva MeV /s-ra:

1 MeV MeV db
© —0.625% 10— = 5500 MW — 10! sTcV (2.82)

1MW =
1.6 x 10—19  sec sec

Ez mar Osszesen nagy hatdskeresztmetszetet jelent!
1953: Reines, Cowan a Savannah River atomreaktorbdl jové v-kat hasznélt

v+pt— et +nd. (2.83)

A et annihildlédik = 0.5 MeV-es foton
A 10 termalizalédik, majd befogddik; ha van Cd a kozelben, akkor n® 4+ Cd — foton; konkrét kisérletben 200 liter vizben
40 kg-nyi oldott CdCl-ot haszndltak = késleltetett koincidencia mérés =- kb. 3 esemény éranként ~ varakozas

2.4.3 Részecskegyorsitdk

A gyorsitas elve egyszerli: elektromos térbe helyezett toltés gyorsul, a nyert energia éppen a raadott fesziiltség. Technikai
problémak

e Nagy fesziiltség kell
o A felgyorsitott részecskék nem iitkozhetnek mas részecskékkel = nagy vakuum kell

e Sok részecskét kell tudni gyorsitani: részecskedram = luminozités.

Hogyan lehet nagy fesziiltségeket elérni?

e Cockroft-Walton kapcsolds: elektronikai eszkéz. Miikodési elve: a diédakon keresztiil a kondenzatorok t6ltédni tudnak,
azonban nem tudnak kisiilni (“pumpa”’) = egymds utdn feltoltédik az Osszes kondenzdtor = E,,: az 0sszes
fesziiltség Osszege nagy lesz.

Olcso6, néhany 100 kV-ig lehet elmenni vele; viszont a kimend toltés csokkenti a fesziiltséget.
~ 1930 500 kV-ot értek el, ezzel pt+ Pb, Li, Be = mesterséges maghasadds (1951: Nobel-dij; sziikséges elmélet:
alagutazas! (Gamow))

e R.J. van der Graaf, els6 modell 1929-ben; ez még bolti selyemszalaggal miikodott. .. és 1 MV-ot tudott produkalni!
Mai legnagyobb VdG gépek ~ 25 MeV-re képesek
Miikoédési elve: Az alsé hengeren toltésmegosztassal vagy toltés injektaldasaval feltoltjiik a szalagot, amely a felsé,
arnyékolt hengerbe érve leadja a toltését = a fels6 gomb toltése egyre no.
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Figure 2.16: Ciklotron miikédési elve



e ciklotron: haszndljunk periodikus mozgast a gyorsitdshoz. 1931 Lawrence, l. Fig. 2.16. Az iiregben arnyékolt elektro-
mos tér = csak a méagneses tér hat, a részecske korbefut. Mikor a fém iiregek k6zé ér, mindig olyan fesziiltséget
kapcsolunk ré, hogy gyorsitsa a részecskét.

Allandé B térben a fél korpalya befutasahoz sziikséges id6:

mv2 muv rm m

TzeUB = TZE = t1/2:7:£, (284)

fiiggetlen a sebességtél = &llandé kiilsé frekvecidt haszndlhatunk!! = Lawrence 1939-ben Nobel-dijat kap.

Kezdetben egy 4.5 inch (kb. 12 cm-es) eszkozzel kezdték, de mar ez is 80 keV-es részecskéket adott. Tamogatdsért
fordult az dllamhoz (10008) = egy “nagy” ciklotronnal (11 inch — 30 cm) mdr 4tlépte az 1 MeV-ot (1.2 MeV)! Ezzel
mar maghasadas is el6idézhetd, néhany héttel késtek Cockroft-Waltonhoz képest

1934: 5 MeV, 1939: 20 MeV

“big science”: nagy csoportok dolgoztak ugyanazon a tertileten.

e probléma a ciklotronnal:

— relativisztikus sebességeknél m n6 = megvéltozik a frekvencia = szinkro-ciklotron, a magneses tér is né.

— novekszik a sugdr a max E-vel = nagy teriileten kell (homogén) mégneses tér & vdkuum

e betatron: névekvé magneses tér rotacios elektromos teret gerjeszt, amivel részecskéket gyorsithatunk. 1950-re Kerst
300 MeV-es betatront épit!

Szinkrotron: a mai gyorsiték technolégiaja
e a gyorsitott résecskék zart cs6ben haladnak: rozsdamentes acél, 8-12 cm atmérdju.

e a részecskék csoportokban haladnak (kupac, bunch)
A luminozitds ~ E? szerint kell ndjon, mert a hatdskeresztmetszetek ~ 1/E? szerint csokkennek.

e elégyorsitds: miel6tt a nagy gyorsitéba érnek a részecskék, kisebb gyorsitékkal (tébb lépcsében) gyorsitjdk, esetleg
taroljak ket (pl. e'-gyorsité esetén).

e gyorsitds: klisztronokkal, 1. Fig. 2.17 olyan frekvenciat valasztunk, hogy éppen megfeleljen az elektronok sebességének:

e Bunch Cloud

1/20,000,000,000 second later
{notice how far the bunches have moved)

Figure 2.17: Klisztron miikédése (SLAC)

valéjaban csatolt 250 MHz-es iiregrezonatorok sorozata.
o eltérités: méagnesekkel. A sziikséges B értékéhez felthetjiik, hogy ultrarelativisztikus részecskéket gyorsitunk, ezért

mv  mc E E E/TeV
_mw_me_ 2 B=_—— ~3. .
¢cB _¢B eB ecR 333 R/km

(2.85)
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Figure 2.18: Fazsistbilitas

skodni kell az egyiitt maraddsukrdl (tobb 6rén keresztiil)

— fazisstabilitds: (1. Fig. 2.18). A kés& részecskék erésebb teret éreznek =

egyltt marad (McMillan, Veksler)

jobban gyorsulnak =

= gondo-

részecskecsoport

Ezzel szinkrociklotron épithetd, véltozé frekvencidju ciklotron, ahol a részecskék csoportokban (kupac, bunch)

haladnak.

— gyenge fokuszdlas: transzverzalis sikban: kiviil haladé részecskék nagyobb sugéron kell haladjanak =

kell kifelé a mégneses teret.

— aktiv (erés) fékuszdlds (1952: Courant, Livingston, Snyder):
a lencséhez hasonlé maéagneses eszkoz, azonban kvadrupol magnes:
defékuszdl, 1. Fig. 2.19. Lencséknél: fi és fo f6kusztdvolsdgu lencse d tavolsdgra (d < fi.2)
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a széttarté nyalabokat Ossze kell terelni.

azaz mindig fokuszal. Nagy jelent6ségii, nagy energiak elérését tette lehetévé.

Elképeszté pontossag: mar a régi eszkozoknél is

pm/nap).

~
~

e részecske litkozés: collider, azaz litkdzteto, nem fix target!

Két azonos tomegii részecskére: ha az egyik all p; =
Ugyanezt mozgd vonatkoztatasi rendszerbol nézve? Ott p1 =

ETE A két energia viszonyéra: s = (p;

(ETK)2 =(E + m)2 —

= (El +m)2 —

(Elvp)v p2 = (m,O)
+ p2)? invaridns, azaz

(B} - m?) = (B*)?

(ET5/2,p/2), p2 =

(ET% /2,

—(E* —2m)E° =2mE’ = E°= (

csokkenteni

Nincs

egyik irdnyban fokuszdl, masik irdnyban

= ered6 fokusz

(2.86)

légy méret/Hold tdvolsdga; ma = légy méret/Pluto tdvolsiga (20

= az iitkozés teljes energidja E° = E,+m.
—p/2), az iitkozés energidja

B (2.87)

2m



Vagyis 1 TeV {itkozési energia megfelel pT-ndl 500 TeV, e~-nal 1 millié TeV (!!) 4ll6 target energidnak (arrél nem is
beszélve, hogy mindkét részecskét fel lehet gyorsitani.)

szinkrotronsugarzas: korpalyan mozgd részecskék gyorsulnak = sugaroznak. Sugdarzassal kibocsatott teljesitmény

részecskénként .
Zoe*? [ E
P = — 2.88
67TR2 E() ’ ( )

ahol Zy = \/eo/uo ~ 376.73 Q vadkuum impedancia. Fontos, hogy (E/FEy)* hatvannyal megy = nagy energiit
nehéz részecskékkel kénnyebb elérni.

energiaveszeteség: LEP 2-ben E ~ 100 GeV részecskénti energia, az elektronok nyugalmi témege: 500 keV =
E/Eg ~ 2-10°, és ennek a 4. hatvdnya kell = igen nagy energiaveszteség, kb. 44 MW, amit gyorsitdssal kell
pétolni! = gyakorlatilag ez korldtozza az e~ —eT szinkrotronok alkalmazdsét

LHC-ban E ~ 7 TeV, és Ey ~ 1 GeV = FE/Ey ~ 7-10®> = kb. 10 milliészor kisebb sugdrzdsi veszteség
részecskénként; 6sszesen P ~ 5 kW.

Teljesen elkeriilhetd a szinkrotronsugdrzas? Linedris gyorsité kell! Stanford (SLAC) ilyen, a tervek szerint ILC (Inter-
national Linear Collider), CLIC (Compact Linear Collider) = 1-5 TeV-es elektron-pozitron gyorsité lehet.

Nagy gyorsitok

1952, Brookhaven National Laboratory (BNL): Cosmotron. E = 3 GeV. Gyenge nyaldbfékuszdldst hasznélt (ezzel max
10 GeV-ig lehet elmenni). 1960 AGS (alternating gradient synchrotron), erés fékuszéldssal, E = 33 GeV; 2000 RHIC
(Relativistic heavy ion collider), p*t-pT, d-Au, Cu-Cu, Au-Au iitkozések; pT-pTiitkozéseknél 2009-ben 500 GeV TK-i
energiaval

1954, Berkley, Bevatron, F = 6 GeV; antiproton felfedezése 1955-ben (1959-ben Nobel dij)

CERN: 1957-ben indul az elsé gyorsité (600 MeV-es szinkrociklotron), 1959-ben PS (proton synchrotron), akkor a
vildg legnagyobb gyorsitéja, 1963-ban detektorban megfigyelik a neutriné-kolesonhatdst. 1976 SPS (super- proton
synchrotron), 1981-ben 4tépitik proton-antiproton iitkoztetévé 2 x 270 GeV energidval. 1989 LEP (large electron-
positron collider) eredetileg 2 x 50 GeV energidval; 1995 LEP2, 2 x 100 GeV-es energia; 2008 szeptemberében indult
az LHC (large hadron collider), de a baleset miatt ledllt, 2009. novemberében tjra indult, 2010. mérciusdban 3.5 TeV
energidt sikeriilt elérni. A tervezett 7 TeV-es energidt (és a megfelel luminozitést) kb. 2012 utén tervezik elérni.

1962: SLAC, 50 km hosszu linearis gyorsité, 50 GeV-ig; 1994 “B-factory”

Fermilab (FNAL), 1967, Weston (Illinois, Chicago kozelében), 1972-re 200 GeV-es proton nyalab; 1985-ben pT-p~
utkoztetd kb. 500 GeV energidval = Tevatron, kb. 2 TeV-es energidval. 4 mérfold (kb. 6.5 km) keriilet{i gyorsitd

1958: DESY (deutsches elektronen-synchrotron), részecskegyorsiték: 1974 DORIS, kés6bb PETRA (electron-positron
double storage ring), 1990 HERA (Hadron Electron Ring Accelerator) elektronok és protonok iitkozése; TESLA (TeV-
Energy Superconducting Linear Accelerator)

1971 KEK (Tsukuba, Japén); neutrino-oszcillacié kutatdsban az egyik fészerepld.

LHC adatok

Sziikséges luminozitds LHC-nal 103*db/(cm?sec) = 2808 kupac, 10! részecskével mindegyikben
nyaldbdram I = NpynenMpunchec/2mR ~ 0.5 A

iitkozések: 25 ns-onként!!

teljes nyaldbenergia 724 MJ — ha ebbdl csupdn 1077 rész elvész a migneseket quench-eli!

A CERN-LHC-ban a kivant energia ~ 7 TeV, a pdlya keriilete 27 km, mélysége 50-175 m, az R = 3.5 km, ennek 80%-a
magnes = Rer~28 = DB~83T.

Ez nagyon nagy mégneses indukcid; vasmédgnesekkel kb. 2 T érhetd el (szaturdcid), rendkiviil nagy fogyasztds mellett!
Mai gyorsitékban szuprevezeté mégnesek; LHC-nal 1232 db 14 méter hosszi mégnes, (392 kvadrupdl mégnes) — a
mégnesekben 10 GJ energia tarolddik

a huzalozas NiTi els6faju szupravezetd szalbdl all (T' < 1.9 K kell: hidegebb, mint a vilagtir!), a sziikséges dramerdsség
12350 Al!

Hiités: 96 t folyékony He. Fogyasztds: kb. 10 GW....

Veszélyes lizem: LHC baleset — a szupravezeté magnesben elektromos hiba, ivet huzott, ami kirepesztette a He-tartalyt,
6t folyékony He kiomlott, kozben a 10t-s mégneseket kitépte a helyébdl. Kb. 100 méagnes karosodott, kb. 20 millié
$-o0s kér.

elégyorsiték: LINAC2 (50MeV), PSB (1.4GeV), PS (26 GeV), SPS (450GeV)



e 1-2-szer naponta feltoltik az LHC-t és felmennek 3.5 TeV-re
e 2013-t6l 4llnak 4t 7 TeV-re
e 7.5 millidrd EUR-s épitési koltség

2.4.4 Detektorok

Ha mér megvannak a gyorsitott részecskéink, mit kezdjink veliik? = detektorok

e fluoreszcens ernyd (pl. ZnS); a becsapddé ionizald (t6ltott) részecskék fevillandsokat okoznak, ezt mikroszképpal lehet

megfigyelni = atommag felfedezése (1911)

e fotolemez, fotoemulzid; ionizdld sugdrzas és fotonok nyomot hagynak a lemezen, el6hivds utdn megvizsgalhato
Becquerel is hasznélta mér, de sokdig hasznéltak (1. pion felfedezése 1947)

e 1912: Wilson-féle kodkamra (1927: Nobel-d{j). Miikodési elve a Fig. 2.20 dbrdan ldthatd.
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Figure 2.20: Wilson kamra miikodési elve

— madgneses teret alkalmazva elhajlik a pdlya = muv/e ardny

— energia-mérés: részecske iitkozik = lelassul. Adott 1thosszon leadott energia ~ ¢?of(v), ahol ¢ a kozeg

=

slirlisége, f(v) a sebesség fiigvénye, f anyagtdl fiigg, meghatdrozhatd, ¢ a bejove részecske toltése. Ha megalldst

latunk, akkor a megdlldsig megtett titbol

L= / dE mF(v), (2.89)

mce2//1—v2/c?
meghatdrozhato a kezdeti sebesség.

30-as évek “a magfizika aranykora”
Probléma: kis gazstirliség = limitalt felbontoképesség, lassi fékez6dés

e 1952: Glaser buborékkamra (bubble chamber), 1960 Nobel-dij: hasznaljunk tulfiitott folyadékot (nyomads cstkkentésével

lehet elérni), az athaladé ionizdl6 részecskék forrasba hozzék a folyadékot. Folyadék pl. H.
Sokdig haszndljdk; pl. CERN 1971: Gargamelle buborékkamra a legnagyobb detektor (freonnal C'F5Br iizemelt)
semleges aram felfedezése (1. késébb).

=

e foto-multiplier. Foton becsapddik a fotokatédba = fotoeffektus, e~ 1ép ki. Gyorsité fesziiltség hatdsara becsapdodik

egy lemezbe (dynoda), ahonnan t6bb e~ -t it ki.

scintillation counter: bizonyos kémiai elemek fényt bocsatanak ki, ha foton vagy ionizalé sugarzas éri. Gamma-detektor:
pl. Nal vagy CsI; mai gyorsitékban gyors jel-lefutds kell (antracén C14H19, BGO BiyGez012). Fényintenzités a leadott
energiatdl fiigg. Fotomultiplier segitségével kapunk elektronikus jelet = trigger

elektronikus detektdlas: Geiger detektor 1908, 1. Fig. 2.22. Tonizald sugdrzas ionpart kelt, amelyek a kiilsé fesziiltség
hatdsara felgyorsulnak, részecske lavindt inditanak el (1. kozmikus sugarzds), igy becsapéddskor mérhetd elektronikus
jelet kapunk.

szikradetektor: Az athaladé ionizalé sugarzas ionokat hagy hatra, igy ha utdna nagy fesziiltséget kapcsolunk a lemezekre,
akkor szikra it at ezeken a helyeken = lefényképezhetd.
Kevésbé pontos mint a buborékkamra, de jobban idézitheto
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e sok tovdbbfejlesztés: egy fontos 1épés: multiwire proportional chamber (MWPC) 1968 Charpak (1992 Nobel dij).
Miikodési elve a Fig. 2.24 abarn lathaté. Az ionizalt részecskék az anddok felé mozognak, igy a becsapddas elektromos
jelet kelt = minden szalhoz egy erdsité kell. Merdleges szédlakkal a palya elektronikusan leképezhetd.

A keletkezett toltések szdma az energidtdl fiigg (proportional), igy, ha nem indul be lavina, akkor az dthaladé toltés
energiajara is kovetkeztethetiink.

Drift chamber: ha ismerjiik a részecske belépésének idejét (pl. szcintilldciés detektor), és az ionok driftsebességét a
detektorban, akkor a részecske athaladdsanak helyét ki tudjuk szamolni = eleg kevesebb huzal

Time projection chamber (TPC): henger, végein MWPC, a henger hosszdban elektromos tér. A pélya mentén keltett
ionokat az MWPC-vel olvassak ki. Energiaveszteség is mérhet6 = jobb részecske azonositas.

o félvezetd detektorok: félvezetGben nincsenek szabad toltéshordozok, igy nagy fesziiltséget adhatunk réd; ha ekkor egy
ionizald sugarzas vagy gamma-foton 1ép a félvezetobe, akkor a valencia-savbdl kilokhet toltéshordozokat, ami felgyor-
sulva elektromos jelet kelt. A jel nagysiga a toltéshordozdk szaméval, igy a leadott energidval ardnyos.

Egy gyorsité detektora sok részbdl all, amelyekkel pontos informéacidkat lehet szerezni az athaladd részecskérél. Példa:

SLD (SLAC Large Detector http://www2.slac.stanford.edu/vvc/detectors.html). 6000 tonna sulyd, kb 15 méteres

Warm Iron Calorimeter
(muon system)

Magnet Coil
Cerenkov
Deteclor

Drift
Chamber

Vertex
Detector

Figure 2.25: SLD detektor sematikus vézlata

detektor.

e legbelsé egy szilikon vertex detektor: vékony CCD chipekkel korbevett (kb. 5em dtmérdjl) henger = 4dthaladd
ionizalé sugarzds toltést kelt, amelyet elektronikusan kiolvasunk. Hely pontossdga ~ 10~% cm. 2 réteg = kirepiils

Origin of
Particles
(vertex)

Figure 2.26: Vertex detektdlas

részecskék irdnya pontosan meghatdrozhaté (vertex), innen a rovid életii részecskék altal megtett titra kovetkeztethetiink.

e kivetkezik egy drift chamber, méagneses térben; 35000 szalbél 4l = pdlya informécié, kb. 1072 cm pontossaggal
= maégneses térbdl p/e ardny.

e Cherenkov detektor: ha a toltott részecske sebessége meghaladja a kozegbeli fénysebességet, akkor elektromagneses
sugdrzast bocsdt ki = hengerhulldmok, nyildsszog cos = cjor /v. Jeladd freon géz, fény detektdldsa TMAE szcin-
tillator, amely UV— elektronok, amely elektronikusan kiolvashato.

e kaloriméter: megdllitja a részecskét és megméri az energiajat: megdallitas 6lom lemezekkel, koztiik folyékony Ar (Gsszesen
288 modul, 650 t). Az 6lomlemezeken dthaladé részecske ionokat kelt, amely az Ar-ban tovdbbi zdporokat indukdl =
toltések, Osszegytjtheték az 6lomlapokon, kiolvashatok. Zapor mérete =  energia; zapor alakja = részecskefajta.



Ring of charge drifts
up to electronic readout

Particle to
be identified

Cone of light

Conversion box |

Freon box

Figure 2.27: Cherenkov detektor

e utdna jon a magneses teret el6allité tekercs

e végiil a vas kaloriméter: a miionok és a legnagyobb energidji hadronok dtmennek a a kaloriméteren = Oket 14
vaslemez, kozottik gaz és fémszalak = mint egy Oridsi drift chamber. Ami innen is elszokik, az a neutrino, amelyet
a hidanyzé energiabdl lehet azonositani.

2.4.5 Rezonanciak

Részecskék felfedezése: ha a nyomat felfedezziik, akkor meghatarozhaté a toltése, tomege, egyéb kvantumszamai. De mi
van akkor, ha nem latjuk meg a nyomdt — pl. ilyenek az erds kolcsonhatassal bomld részecskék, ahol a tipikus élettartam
T ~ 10724 sec, amennyi idé alatt a fény &tér a protonon. ..

A gyorsan bomlé részecske élete a LEP-ben, 1. Fig. 2.28: 1. egym4s felé futé e~ és e™ nyaldbok; 2. iitkozésben eléall az 1j

X

Figure 2.28: Gyorsan boml6 részecske életének pillanatai

N részecske; 3. eltelik 7 id6; 4. a részecske elbomlik; 5. a bomlastermékek szétrepiilnek, és a detektorokban felfogjuk Gket.

Meg lehet-e dllapitani a bomlastermékek megfigyelésével, hogy volt egy kozbens6 allapot, mikor N létezett? Ebben a
folyamatban N allva keletkezik, azaz az energidja £ = My. Az energiamegmaradds miatt csak egyetlen bemend energianal
fodulhat el ez az esemény, mikor tehat E. + E.+ = My. Ha més folyamat nem lenne a viladgon, akkor a két iitkozo
elektron nem tudna egymadssal kolcsonhatni, csakis ezen az energian, igy a hataskeresztmetszet mindeniitt O lenne, kivéve
s = (p1 + p2)? = M% energian4l.

A valésag két ponton tér el ettél az esettél. Egyrészt az idedlis eset is pontositasra szorul, hiszen N csak véges id6tartamig
létezik, ezért az energidja nem meghatarozott; az energia bizonytalansdga AE-7 ~ h. Emiatt més energiaértékeknél is varhaté
kolesonhatas; az elméleti képlet

do A?

A0~ (s = M)+ M3 )2

(2.90)

ahol A ~ az e”-e¢t — N folyamat szérdsi hatéskeresztmetszete. Ez egy Lorentz-gorbe, a csillapitott harmonikus oszcilldtor
valaszfiiggvénye = az ilyen részecskéket rezonancidanak nevezziik.

A miésik eltérés, hogy vannak mds folyamatok is, ahogyan az e és e kolecsonhat egymdssal. Ezeket a megmaradd
kvantumszdmok szerint csoportosithatjuk: itt a végallapoti részecskék Ossz kvantumszdmai (energia, impulzus, t6ltés, paritds
stb.), meg kell egyezzen az N részecske hasonlé kvantumszdmaival. De még egy adott kvantum csatorndban is lehet egyéb
folyamat, az azonban dltaldban nem mutat kiilonos viselkedést s = M3 koriil. Vagyis az N részecske id6leges megjelenése
ugy latszik az s — do /dQ diagramon, mint egy sima héttéren levé kiemelkedés. Ez azonban valdsziniiségi alapon megy, hiszen
do/dS) adott szogbe valé szérddéds valdsziniiségét jelenti, ezért a csics is csak sok esemény megfigyelése utdn rajzolédik ki
(pl. egy cinkelt dobdkocka is csak sok dobds utdn drulja el magdt...). Szokdsosan: ha valamilyen ismert hattérfolyamat



hatéskeresztmetszetétdl valé eltérés 502, akkor beszéliink 14j fizikardl.
Példa: hogyan allapithatjuk meg egy kockérdl, hogy cinkelt, ha csak a dobasok eredményét latjuk?

2Azaz: a széréasi hatdskeresztmetszetek alapjin adott koriilmények kozott varunk n eseményt. Feltessziik, hogy az események eloszldsa nagy
n-re Gauss (centralis hatédreloszlds!), akkor a szérés ¢ = /n. Ha igaz a modell, akkor az esetek 99.995%-4ban a megfigyelt események szdma n + 50
tartomanyba esik. Ha az igazi kisérletben a megfigyelt események szama ezen kiviil esik, akkor nagy valdsziniiséggel a modell nem j6.



Chapter 3

Térelmélet

3.1 Ismétlés

A matematikai formalizmus a relativisztikus kvantumtérelmélet nevet viseli =  sziikséges el6ismeretek a relativitdselmélet,
a kvantummechanika és térelmélet. Ezeket ismételjiik a4t ebben a fejezetben. A levezetéseknél az djonnan bevezetett
egységrendszert haszndlva h = ¢ = 1.

3.1.1 Relativitaselmélet
Minkowski tér
def.: M Minkowski tér 4 dimenziés valés vekortér, elemei az események. Koordindtézas (megfigyels) felbontja térre és idére:

x = (t,x) = zh.
A rajta értelmezett skaldris szorzat u - v = ugvg — uv. Innen szdrmazé metrika |z|*> = 22 = t? — x2.

def.: M-en értelmezett metrikus tenzor

0
-1
0 -1
0 0 -1

o O

0
G = 8 = wu-v= Zu“gl“,v” = ugv. (3.1)
Nz

o O O

def.: M* dudlis tér elemei v : M — R linedris leképzések. M* is 4D vektortér, koordindtdzaskor elemeit alsé indexxel
jeloljiik v,,.

def.: Einstein konvenci6: alsé és felsé indexeket automatikusan szummézzuk: a’'b, =3 a’b,,.
M* azonosithaté M-mel:
g:M—M", v—9v, hogy O(z)=v-z YzeM = q,=gu,u", (3.2)

vagyis § = g, a metrikus tenzorral lehet azonositani M-et és M*-ot.
Inverz leképzés:
gl M= M, v, ot =g, = guwght =9, (3.3)

Ha van egy linedris X : M — M leképzés, annak inverze is X~ : M — M, transzponaltja X7 : M* — M*, definicié
szerint
oMz = (M"v)x = o,Mta" =(M") o = (M)A, = M» (3.4)

Szimmetria

A Minkowski tér szimmetridja olyan linedris A : M — M, ahol z — 2’ = Az leképzés (Lorentz-transzformdci6), kompo-
nensekben
o't = A" Y (3.5)

amely a skalar szorzatot békén hagyja:

! /

u v =u-v Vu,v e M, azaz uAT gAv = ugo. (3.6)



Ha ez igaz minden u, v-re, akkor irhatjuk

ATgA =g vagy Al =gATy. (3.7)
Komponens jel6lésben
AI.LLPA%,UQ#V = Ypo A;JQA%,U = 655 (Ail).‘gv = Avg (38)
A dudlis téren generdlddd transzformacid
¥ = g2’ = gAx = gAgx vagy T, =Nz, (3.9)

azaz az index g-vel valé hizasdval konzisztens.
A Lorentz-trf-k paramétereinek szama: 4 x 4-es valés matrixban 16 szabad paraméter van, a fenti megkotés egy szim-
metrikus matrixot ad, ebben 10 paraméter van = 6 szabad valds paraméter van. Ebbol 3 forgatds, 3 boost.

Példak Lorentz-transzformacidkra

A kovetkezd matrix

coshn sinhp 0 O
| sinhncoshnp 0 0
A= 0 0 1 0 (3.10)
0 0 0 1
Lorentz-transzformdcid, mert (csak a 2 x 2-es részt kifrva)
r (10 cosh 7 sinhn 1 0\ [ coshnp —sinhn) ,_;
gA 9= (0—1) (sinhn coshn 0-1)  \ —sinhn coshy =A (3.11)
Mint téridé transzformacié ez igy hat, hogy
t"\ _ ([ coshn sinhyp t\ _ [tcoshn+xsinhy (3.12)
2’ ) \sinhpcoshn )/ \z ) \xzcoshn+tsinhy /" ‘

Fizikailag: K’ koordindtarendszer, amely a térid6t (¢, a’) koordinatakkal jellemzi, és K koordindtarendszer, amelyben a
koordinatak (¢, z), a vildgot (azaz a fizikai torvényeket) ugyanolyannak latja. K’ koordindtarendszer kozéppontjdnak mozgésa
K’'-bél lefrva 2’ = 0, K-b6l leirva x = vt, ahol v a K’ rendszer sebessége K-hoz képest. A fentiek miatt

1 —v

2z’ =0 = x coshn + tsinh = x=—ttanhn=ot = tanhn= —v, coshnp = ——, sinhn = —,

! ! ! ! KRV RV e
(3.13)

azaz )
1 —v

Miésik specidlis példa a A = g, hiszen erre fennall gAT g = ggg = g = A~!. Fizikailag ez t' = t, X' = —x transzforméaciét
jelenti, azaz tértiikrozés. Hasonléan A = —g az idGtiikrozés, szintén Lorentz-trf. Végil A = 1 egységtrf és A = —1 térid6

tiikkrozés is specidlis Lorentz-trf.

Csoport-szerkezet

A Lorentz-trf-k csoportot alkotnak jeldljiik £-lel. Bizonyitédshoz A = 1 Lorentz-trf, ha A € £, azaz gATg = A™!, akkor
inverzet véve g(A")Tg = A, azaz A~' € £. Ha Ay, Ay € L, akkor

g(AIA)Tg=gATggA Tg= Ay 'AL 7 = (A1A) ™ = AlA e L. (3.15)
L 6 paraméteres folytonos csoport (Lie-csoport), azonban nem 6sszefiiggd. Ugyanis
det(ATgA) = —(det A)2 =detg=—-1 = detA ==£l. (3.16)
A +1 és —1 elemek nem kotheték folytonosan Ossze. Masrészt
goo = 1= ANgAGg = (AD)? — (Alp)? = (AP =1+(A%)?* = [AG[>1, valamint [AT] > [Af (3.17)

ismét a A9 > 1 és a AS < —1 elemek nem kotheték Gssze folytonosan.
A szétesd részeket L£%P-val jeldljiik, ahol a = sgndet A, és B = sgnA%. Ha Ay € L1 és Ay € L2272 akkor AjAy €
Loraz,Pifs Bizonyitashoz det AjAs = det Ay det As = ajae. Mésrészt,

IAD] = 1A% = [(A™)| = [AY) ‘
= sgn(A1A2)% = sgn [(A1)H(A2)% + (A1)%(A2)’s] = sgn(A1)(A2) = sgn(A1) G sgn(A2) = Bifa. (3.18)

Ezért £ valédi részcsoport.



Relativisztikus mechanika

Mechanika megfogalmazdsahoz a legkisebb hatds elvét tartjuk szem el6tt. Vizsgdljunk két rogzitett végpont (21 = (¢1,x1) és
x9 = (t2,%2)) koz0tt mozgd (dltaldnositott) tomegpontot. Felvesziink egy tetszéleges pélydt a két végpont kézott: x = g(t).
Ehhez hozzdsrendeliink egy skaldr fuggvényt S|q; x1, z2], mely a pdlya funkciondlja. Fizikai mozgasra a legkisebb hatds elve
szerint S[g] minim4lis.

Redlis (kauzalis) fizikai rendszerekre IL(q(t), ¢(t),t) Lagrange-fiiggvény, hogy

to

ﬂmmwﬂ:/ﬁﬂﬂmﬂmﬂ- (3.19)

ty

Szimmetria: vagylink R : M — M leképzést, amely t — ' = Ro(t) és x — R(x). Ezt kiterjeszthetjiik a palydkra
R[q](t') = R(g(t)) médon. Ez a leképzés szimmetridja a mechanikai rendszernek, ha barmely pélydra S[g] = S[R][g]]. Ebbdl
kovetkezik, hogy ha ¢(t) megvalésulé mozgést ir le, akkor R[g](t) is megvaldsulé palya. Példa: centrélis er6térben egy palya
elforgatottja ugyanazt a hatdsfiiggvényt adja (szimmetria), ezért az elforgatott megoldds tovéabbra is megoldds marad. Az
eltolt megoldasra ez nem igaz.

Fizikai elv: valddi fizikai rendszerekben nem lehet tobb kiils6 struktira, mint a téridében magaban = a fizikai
rendszereknek szimmetridja lesz a téridé szimmetridja. Relativitdselméletre: minden valédi fizikai rendszer Lorentz-invarians
kell legyen, azaz S[q] = S[Aq] igaz kell maradjon. Szabad tomegpontra ez lénygében lerogziti a hatdsfiiggvény lehetséges

alakjat: aranyos a palya ivhosszaval:
Slg] = —m/ds[q] = —m/dt V1—02 (3.20)

ahol v; = ¢;. Az impulzus
OL mu;
= = 3.21
b ov; V1—0v2 ( )

A mechanikara megfogalmazott elvek, kis médositdsokkal, atvihetOk a kvantumtérelméleti rendszerekre.

3.1.2 Kvantummechanika

A kvantummechanikdban a rendszer dllapotat egy H komplex Hilbert tér egy normdlhaté eleme |¥) € H adja meg. Szokdsosan
anorma 1, azaz (U|¥) = 1. A H — H operatorok kozott két csoport jelentds:

Hermitikus operatorok

Hermitikus operatorokra HT = H. Ezek jobb és bal oldali sajatvektora megegyezik, sajatértékeik valésak:
H |hi) = hilhi),  hi=h;. (3.22)

Hermitikus operatorok megfigyelheté mennyiségeket reprezentalhatnak, ekkor sajatértékeik a megfigyelheté mennyiség mérésének
eredményét jelenthetik. Ha a rendszer dllapota |¥), akkor a h; mérési eredmény megvalésuldsanak valszintisége | (hi|¥) |2.
A mérés eredményének varhato értéke
(Y = 3" bl (|9} [2 = (9 |H| ). (3.23)
i

A mérés utdn a rendszer a mért sajitallapotba keriil.
Specialis szerepet tolt be a hely ¢ és impulzus p operdtora. Ezek folytonos spektrummal rendelkeznek, azonban egyszerre
nem mérheték: ApAx > h. Operatorokra megfogalmazva

[q,p] = 1. (3.24)

Ezek az operatorok “béazist” képeznek a fizikai megfigyelhet6 operdtorok kozott, azaz minden megfigyelheté6 mennyiség ¢ és
p hermitikus fiiggvénye. Ekkor a fenti kvantalasi feltétel rogziti barmely két megfigyelheté6 mennyiség kommutdtorat.

A klasszikus mechanikdhoz valé kapcsolathoz a megfigyelheté mennyiségek ¢ és p-vel valé kifejezése meg kell egyezzen a
klasszikus képlettel, azonban rendezési bizonytalansagok lehetnek.

Unitér operatorok

A rendszer dllapotdnak megvaltoztatasat kétféle médon irhatjuk le. Schrodinger képben az dllapotot transzformdljuk |¥') =
U |¥) linearis operator. Ennek egységnyi normaju elemet egységnyi normaji elembe kell képeznie, igy UTU = 1, azaz U
unitér operator kell legyen. A Heisenberg képben az dllapot marad, viszint az operatorokat transzformaljuk. A varhaté érték
valtozatlansdga érdekében

n) = (v

<\IJ ‘O’

O’ n’> - <\1/ ’UTOU‘ n> - O =utou. (3.25)



Fontos specidlis esetet jelentenek azok az operdtorok, amelyek egy (vagy tobb) folytonos paramétertdl fiiggnek U(N), és
csoportot alkotnak. Egy paraméteres csoport pl. az dllapot eltoldsa, vagy adott tengely koriili elforgatasa, tobb paraméteres
csoport az altaldnos forgatds. A csoport tulajdonséag azt jelenti, hogy V A1, Ao paraméterre A3 paraméter, hogy U (A )U(A2) =
U(As). A standard paraméterezés:

U\) = e T, (3.26)

Infinitezimalis trf. hatdsara a hullamfiiggvény ill. az operdtorok trf-ja:
d|U) = —iT|W)dx,  illetve  dO =i[T,O]dA. (3.27)

Az infinitezimadlis generator, mivel hermitikus operator, fizikai megfigyelheté mennyiséget reprezental. Az egy paraméteres
csoportok hatdsara ennek az operdtornak a transzformécidja:

T\ =U'(NTU(N) = A TeT> = T, (3.28)
Azaz T megmarad a transzformécié soran. Ezzel a kovetkez6 fontos Gsszefiiggésre mutattunk ra:
trf. generdtora = trf. soran megmaradé mennyiség.

Az id6-eltolas példédja az egy paraméteres transzformécidknak. FEkkor 3H az infinitezimalis id6-eltolds generdtora, ezzel
U(t) = e~ a véges idbeltolas operdtora. Az allapotok transzformiciéja

[T(t) =U@) V) = e |[W) = i0,|V) =H|¥), (3.29)

ez a Schrodinger egyenlet. Az operdtorokra érvényes egyenlet

O(t) = e'O(0)e "t = 9,0 =i[H,O]. (3.30)
A generator, H idé-fiiggetlen. Ezt definidljuk energidanak.
def.: Energia az idéeltolds generdtora (és egyben az idéeltolds sordn megmaradé mennyiség).

A tér-eltolds generatorat p-vel jeldlve a véges eltolds operdtora e ~P*. A hely-operétor infinitezimalis megvéltozésa éppen
dx kell legyen, azaz
dg=ilp,qlde =dx = I[q,p] =1. (3.31)

A tér-eltolas generatora tehat az impulzus; egy bonyolult elméletnél, ahol nem tudjuk, mi az impulzus:

def.: Az impulzus a tér-eltolds generatora (és egyben az eltolds sordn megmaradé mennyiség).

Harmonikus oszcillator

A kvantummechanika lényegében egyetlen megoldhaté problémaéja a harmonikus oszcillator. Erre

1 2

w
H=-p*+ =¢" 3.32
5P+ 5 (3.32)
BEvezetjiik a kelto-eltiinteté operatorokat:
q= ! (a+al), p= —i,/g(a —a) = [gp =ilaad]=i = [a,ad]=1. (3.33)
V2w 2
Kifejezve H-t
1 1
p? = —% (a® —aa’ —ala + (a)?), ¢ = % (a* +aa’ +a'a+ (a')?) = H=w (aTa + 5) . (3.34)
w
Jeloljik H sajdtvektorait |n)-nel, sajatértékeit E,-nel. Mivel barmely dllapotban
1
(U |H|U) =w (|a |0 |? + 5) >0, (3.35)

ezért valamennyi sajitértéke pozitiv. Emiatt van legkisebb sajétérték: Ep, a hozzd tartozé sajatvektort jeloljiik |0)-nak.
Mivel
[a'a,a) = —a = [H,d] = —wa, [H,a'] = —wa, (3.36)

ezért

Ha|n) =aH |n) + [H,a]|n) = (E —w)aln). (3.37)



Vagyis a |n) is sajdtvektor, sajdtértéke F — w. Viszont Fy — w nem lehet sajatérték, ezért

al0) =0 = H|O>:%|O> = EO:; (3.38)
Mésrészt Ha' |n) = (E, +w)a' |n) = al|n) is sajatvektor, sajitértéke E, + w. Ezért
1
E, = (n + §> w, [n) ~ (a")™]0). (3.39)

Az ardnyosséagi tényez0hoz

1
In) = —af|n—1) = aln+1). (3.40)
(07 n+1
Ezzel, feltéve, hogy minden sajatallapot normalt:
(n—1laln) = Bn = an. (3.41)

Masrészt

1 1 1
<n|n>:a—2<n—1|aaT|n—1>za—2<n—1|aTa—|—1|n—1>=a—z(ai71+1)=1 = a2=ad’_ +1 = a2=n. (342)

n n n

Tehdt X
In) = W((ﬂ)" 0)- (3.43)

3.2 Klasszikus térelméletek

Térelmélettel talalkoztunk mar: elektrodinamikaban, hidrodinamikaban, rugalmassagtan, stb. Lényege, hogy a fizikai men-
nyiségeket egy mezd hatarozza meg

def.: Mez6: ¥ : M — V, a Minkowski-térrol valamilyen vektortérbe képezo fiiggvény; valamely alkalmas koordinatazassal
komponensei: ¥;(z) = U, (¢, x).
Példak:
e p(t,x) illetve T'(¢,x) nyoma4s illetve hdmérséklet-mezé: itt V=R = skaldr mez8

e E(t,x), B(t,x) elektromos mez6 és magneses indukcié mezé, vagy v(t,x) sebesség-mezé: itt V=R3> = vektormezd.

3.2.1 Lagrange-siiriiség

Hogy az altalanos térelmélet leirasat megkapjuk, alszor felosztjuk a teret kis cellakra, kozéppontjukat jelolje x;, és vessziik a
cella kozéppontjanak értékét: U, (t) = W(t, x;). Ezzel egy véges sok szabadsdgi fokd rendszert kapunk, amelyet a mechanika
elvei szerint épitiink fel. L Lagrange fiiggvény tobb szabadsdgi fok esetén L(g;, q;,t) fuggvény, ahol i = 1...N. Ez még
tul altalanos. Lokdlisnak nevezziik a sok szabadsédgi foku rendszert, ha ¢; csak a szomszédaival hat koleson, és a Lagrange-
fliggvény felirhaté mint

L= P a0+ LY (G ait), (3.44)

(4,5) @

ahol (i, j) = szomszédok, és ¢ > j (hogy ne szdmoljunk dupldn). Ha 4, j térbeli celldkat jelol, mint el6bb, akkor {rhatjuk a
térbeli felosztast finomitva

qj — ¢ = aVq(x;) + O(a?). (3.45)
A magasabbrend(i tagokat elhagyva irhat6 La(g;, Vg;, t). Osszefoglalé jeldléssel bevezetjok a négyes derivéltat: Oy = (0, V).
A felosztds finomitasdval a szummadk integralokka irhaték at: ) . F; esetében bevezetjilkk az F(x) = F;, x € §V;
lépcsofiiggvényt, amelyre
_ 1 3 — 3 _ o F(x)
ZF =< /d x F(x) = /d xF(x) = F)=lim —= (3.46)

stirtiség. fgy lokalis térelméleteket jellemz6 Lagrange-fiiggvény felirhaté mint
L= /d3x£(\11(t,x),@M\II(t,x),t,x) (3.47)

Lagrange stirtiség integralja = L csak elsd derivdltakat tartalmaz.
A hatés alakja

S = /dtL = /d4x£(\ll(a:),8#\11(x),x) (3.48)

t-ben és x-ben teljesen szimmetrikus alakba irhato.



3.2.2 Mozgasegyenletek

Legkisebb hatés elve: a megvaldsulé palyanal a hatds minimalis, vagyis a hatas variaciéja nulla. Itt kétféle utat kovethetiink:
vagy a diszkretizélt mechanikai rendszerben az ismert mozgésegyenletet vessziik, és megnézziik a kontinuum limeszt, vagy

Diszkretizalt eset
Mechanikdban vessziik a ¢;(t) konfigurdcids térbeli palyat, és az a koriili varidciot, azaz q,(t) = ¢;(t) + dq;(t) palydt. Ekkor
a két palyahoz tartoz6 hatés értéke linearizélhatd d¢;-ben.

Z / FLLE 5q1 )+ O(0g:(1)?). (3.49)

Megvaldsul6 pélydkra tetszbleges varidciora eltlinik 6.5/0¢;(t), ez adja a mozgdsegyenletet (Euler-Lagrange egyenlet):
d oL OL
dt 9¢;  0q;

Térelméletre attérve a q; szerinti derivaltat évatosan kell elvégezni, hiszen az elvégzend6 derivélt, 1D-ban irva:

9 4jt1 — 4j+1 — 1 4jt1 — G 1 4j+1 —
Za—qiﬁ(qb%af) ZZ 51‘,3015(%,%J)-ﬁ-@,jﬂa%ﬁ(q]‘,%,f)—51‘,3‘5525(%7%,& =

J

— 0. (3.50)

i+1 — i 1 i — qi— i+1 — Qi
= 0L, ) | 02L (i, Tt ) — DaLlai, %,w] . (3:51)

Az elsé tag a L fliggvény elsd argumentuma szerinti derivaltat tartalmazza = ¢; — U helyettesitéssel 0L/0¥. A masodik
tag valéjdban (9oL;—1 — 02L;)/a — —0(02L)/0x, hiszen az i — x. A Oy pedig a masodik argumentum szerinti derivaltat
jelenti, azaz 9/0%¥'(x), ahol U’ az x szerinti derivdlt. Az egy dimenziés mozgdsegyenlet ezek szerint:

doL OL 0 0L

—— = — + — =0. 3.52
4oy oV 0z ow (8:52)
Az Gsszes iranyt figyelembe véve Osszefoglald irasmaéddal:
oL oL
——— — =0. 3.53
"0(0,9) 0w (3:53)

Direkt ut

......

oL oL oL oL
_ 4 — 4 —
S[W+50] = /d 2 L(U+6T,0, V40,00, z) = S[\If]+/ [‘N’a\p + O \Ij)} S[W]+ /d 5 {8\11 055, 5)

(3.54)
ahol az utolsé 1épésnél parcidlisan integréltunk, és eldobtuk a végtelenben fellépé feliileti tagokat. A hatds széls6értéke ott
van, ahol 05 = 0 minden varidciéra. Ekkor az integralban 0¥ egyiitthatdja el kell t{injon

oL oL

50 )y 76(6@1!) =0, (3.55)

megegyezik a masik eredménnyel.

3.2.3 Megmaradé aramok

Mig mechanikdban egy ) mennyiség megmaraddsa azt jelentette, hogy Q(t) = Q(0), egy o mezd esetén a lokalis mennyiségek
nem maradnak meg, mert més helyre atmehetnek. Mégis megmaradasrol beszélhetiink olyan értelemben, hogy egy tetszéleges
V térfogatban

[y dxo(t + dt, x) = [,,d*xo(t,x)+ (falon tavozé o).
Bevezetve j* = (p,j) jelolést, ahol j a g-hoz tartozé dram, V' — 0 limeszben a kovetkezd mérlegegyenlethez jutunk:
0+Vj=0 = 9,j"=0. (3.56)

j" neve megmaradé dram. A ténylegesen megmaradé mennyiség Q = [ dV 39, a teljes térre integralva, hiszen

Q:/dvaojoz —/dVdivj: —7{ dFj =0, (3.57)

mert a végtelenben nincsenek aramok.



3.2.4 Szimmetria és megmaradas

A mechanikdban lattuk, hogy egy szimmetria kovetelmény mennyire megszoritja a hatds lehetséges alakjat. A téridd rela-
tivisztikus invarians: milyen hatds-funkcionalok konzisztensek ezzel? Hogy ezt megvalaszoljuk, el6szor a Lorentz-transzformaciok
hatdsat nézzik meg mezokon.

Kezdjik egy szemléletes példaval: ha adott egy sebességmezd (pl. dramldsndl), és forgatast végzek a rendszeren, mi
torténik a mezovel? Egyrészt a sebességek helye megvéltozik, masrészt viszont a sebességek irdnya is valtozik! Ez azt mutatja,
hogy egy altaldnos R transzformacié hatdsa két részbol tevodik Ossze: egyrészt a térido transzformaciéjabdl, Ry : M — M,
masrészt a “belsé tér” V transzforméciéjabdl Ry : V.-V = R = Ry X Ry. A Fig. 3.1 dbrédn lathatd, hogy a teljes

A

V TRy

y

Figure 3.1: Vektormez6 dltalanos transzformécija

hatés gy allithaté eld, hogy elészor x — ', majd az 1 helyen v — v'. Tehdt

v'(Ry(2)) = Rv(v(2)) = V'(z) = Rv(v(Ry/ (2))). (3.58)
A késébbiekben nem kiilonboztetjiik meg jelolésben Ry -t és Rys-et, és az frasméd: v/(z) = R(v(R™1(x))) lesz.
def.: Linedris transzforméacié: Ry és Ry is linearis. Ekkor mindkett6 egy-egy métrixxal frhaté fel, ekkor v/(x) = Rv(R™'z).

A Lorentz csoport elemei folytonos linearis transzformaciok.
Egy transzformdcié akkor szimmetria, ha a transzformalt mez6hoz az eredetivel azonos hatdsfiiggvény tartozik: S[¥] =
S[R(¥)]. Ekkor a transzformdlt mezé koriili varidcidra igaz

SS[R(W)] = S[R(¥) + 0¥] — S[R(¥)] = S[R(¥ + 6V)] — S[R(V)] = S[¥ + §¥] — S[¥] = 555V, (3.59)
itt SR(¥)0W = §¥ mbdon vezettilk be 6W-t. Ha tehat ¥ kielégitette a mozgdsegyenleteket, akkor 65 = 0, ekkor viszont
0S[R(Y)] = 0 is igaz, azaz R(V) is kielégiti a mozgdsegyenleteket.

Tétel: (Noether-tétel) Minden folytonos szimmetridhoz tartozik egy megmaradé aram.

Bizonyitas.: Jeloljiikk a folytonos transzforméciét R,-val. Ry = 1 az egységtranszforméacio legyen. Infinitezimadlis transz-
formécionél (Rs,) a véltozés linedris d7-ban. Ezért a mez8kon hatva felirhaté:

Rsr : U(z) — ¥'(z) = U(z) + 0¥ (z) = U(x) + 6TAY (). (3.60)

Szimmetriatranszforméci6 esetén S[¥'] = S[¥].

Moédositsuk a fenti transzformdciot ugy, hogy 67-t helyfiiggévé tessziik! Ekkor tehat
U () = o1(x)A¥(z). (3.61)

Az igy kapott transzforméciéra kétféleképpen nézhetiink rzi Egyrészt \If( ) inﬁnitezimzilis Véltozés a “pzilyén” igy

......

transzforméciora igaz, hogy

08

5, = 0, (3.62)

ahol ¥( a mozgasegyenlet megoldésa.

Masrészt felirhatjuk a hatds véltozdsat. Tudjuk azonban azt is, hogy ha §7(z) — 07 helyfiiggetlen lenne, akkor a hatés
nem véaltozna (szimmetria!). Emiatt §S ardnyos lesz 7 derivéltjaival. Parcidlis integrdldsokkal azonban minden §7-ra
hato derivalt atharithaté az egyiitthatéjara, mig végiil az els6 derivalt marad

08 = —/d4xK“(x)8#57'(:17) = /d4x8#K“(:17)57'(:17). (3.63)



Ezt Osszevetve (3.62) egyenlettel:
—— =0,K"(x) = 0,K*()] =0, (3.64)

vagyis K* megmaradé dram.

3.2.5 Energia-impulzus tenzor

Specidlis példaként tekintsiik a téridd eltoldsokat:  — x+a, ahol @ =const, valamint Ry = 1. Mez6re hatva ¥/ (z+a) = ¥(x)
= U'(z)=Y(z —a).
Mikor szimmetria? Ha S[¥] = S[U’]! Vélasszuk az integrdldsi véltozénak z’-t:

SV’ = /d4xlﬁ(\11'(a:'),8:}11/(1"/),1"/) = /d4xﬁ(\ll(x),8#\11(a:),:1:+a). (3.65)

Ez akkor egyezik S[¥]-vel V W-re, ha £ nem fligg expliciten z-tél.
Mi a megmaradé mennyiség? Ehhez 2’ = x + a(x), és vizsgaljuk S[¥']-t:

8x/#

S’ = /d4x/ﬁ(\11/(a:/),8;L\IJ’(x’),x’) = /d4:17 det 3 ﬁ(\ll(x),alglll(:zr)) (3.66)
xl/
Ehhez:
p ox"
A derivalt métrix 2'* = a# + a*(z) illetve z# ~ 2" — a*(2') alapjan:
oz’ Oz Y
B o+ 00" = S = 64 — d,a” + O(a?). (3.68)
A determinanshoz
1 + (90&0 81&0
dpat 1+ dyat = (1+00a°)(1 + ha') ...+ O(a®) = 1+ 9pa* + O(a?). (3.69)
Végiil tehat
S[¥'] = /d4:17 (14 0,a*)L(¥(x),0,¥(x) — 0,a”0,¥(x)) = S[¥] + /d4g; [(Laﬂﬁ — 8#QV3V‘I’3(§7E\1;) . (3.70)
n
Valéban csak da-t0l fligg! A kordabbiak alapjan a megmaradé dram
y oL
68 = /d4x8#a T = T, = ayqu —guwl = 0"T, =0, (3.71)

vagyis minden p-re van egy megmaradé aram = energia-impulzus tenzor. Szimmetrikussa teheto.
Energia Energia = idGeltolas generdtora = az idOeltolasra megmaradd mennyiség, emiatt

E = /d3xT00(t,x) = /d3x5(t,x) = e(t,x) =TY(t,x) (3.72)
az energiasiriiség. Bevezetve a kanonikusan konjugalt impulzust a szokdsos

9L i) (3.73)

képlettel, az energiasaraség irhaté gy, mint .
e=1IV - L, (3.74)

ami teljesen analég a klasszikus mechanika képletével.
Impulzus Impulzus = téreltolds generatora = a téreltolasra megmaradé mennyiség, ezzel
P = /dBXTOi(t,X) = /dgxp(t,x) = p=T"=T110"Y, (3.75)

ahol p az impulzusstiriiség.



3.2.6 Térelméletek kvantalasa

Léattuk: diszkretizalt térelmélet = sok szabadsdgi foki mechanikai rendszer, ahol ¥(¢,x;) — ¢;(t) és II(¢,x;) = pi(t).
Mechanikai rendszer kvantéldsakor ¢ — ¢ és p — p operdtorok lettek = Térelméletnél ¥(¢, x) — \i/(t, X) operator.
Léttuk: kvantummechanikai rendszer kvantdldsa onnan jon, hogy az impulzus (= tér-eltolds invariancia esetén a meg-
maradé mennyiség) generédlja a tér-eltoldst. A tér-operdtor §; megvaltozdsa tér-eltolds hatdsira dg; = dxl, ardnyos az
egységmatrixxal. Ezért, ha az impulzus éppen a kanonikusan konjugdlt impulzus, akkor [g;, p,;] = d;;1.
Térelméleteknél ugyanigy megkoveteljiik, hogy az impulzus (= tér-eltolds invariancia esetén a megmaradé mennyiség)

generdlja a tér-eltolast. Az impulzus kifejezése (3.75) képletbdl jon. Mésrészt infinitezimalis tér-eltolds hatdsdra
U (t,x) = U(t,x — dx) = U(t,x) —dx" 0¥ (t,x) +... = 6V =—dx'0;¥(t,x). (3.76)
Ezt generdlja az impulzus, a (3.27) képlet alapjin
SU(t,x) = —dx'0;V(t,x) = i[P'(t), ¥(t,x)]dx" = i/dgyi[ﬂ(t,y)ailll(t,y), U(t,x)]dx". (3.77)

Ezt két konzisztens kvantalas tudja teljesiteni. Mivel

A[B,C] + [A,C)B, haa = —1

[AB,C] = ABC — CAB = A(BC + aCB) — («AC + CA)B = {A{B, C} — {A,C}B, hao =1, (3.78)
Ezért lehetséges kommutatorral vagy antikommutatorral kvantalni:
[P(t,x),I0(t,y)] =id(x —y), [P(t,x), U(t,y)] =0, vagy
{U(t,x),H(t,y)} =id(x—y), {U(t,x),¥(t,y)} =0. (3.79)

Az elébbieket nevezziik bozonoknak, az utébbiakat fermionoknak. Fontos, hogy a kvantalas egy idejii operdtorokra vonatkozik.
Az id6fejlédést az infinitezimdlis id6-eltolds generdtoraval allithatjuk eld, ez a Hamilton-operator. Ettél elvarjuk, hogy
megegyezzen az id6-eltolds sordn el6allé megmaraddé mennyiséggel, vagyis E = [ d3x T energidval.

3.3 Relativisztikus skalar térelmélet

A legegyszeriibb térelmélet, mikor ¥ : M — R, azaz a target vektortér V' = R egy dimenzids vektortér. Jeloljik a mez6t
®-vel, és tegyiik fel, hogy ® — —&® szimmetria = csak paros hatvanyok szerepelnek. Tegyiik fel azt is, hogy eltolas
invaridns a rendszer = energia és impulzus megmarad = 4ltaldnosan £(®,0,P).

Lorentz transzformdcé hatdsasra 9, ® valtozik:

0,® (z) = 9y, (B(A~12)) = 9 (A~12)" (9, D) (A~ 2),

() =d(A 'z) = { = 0,0 (z) = AY(0,®)(A '),

Du(A1 ) = 0u(A ) = (A4, = (9AT ) = Ay Z
(3.80)
azaz ugy transzformalddik, mint egy kovaridns vektormezd. Emiatt
!/
</d4x a#q>(x)aﬂc1>(x)) = /d4:c 0,9 (2)0" ' (z) = /d4:c AYO,P(AT )AL OD(A ) =
AVA" =Y 4
= ptro — % = I

{x’ =A"1lz = |detJ| = |det A"} = 1} /d © Op®(x)0" (), (3:81)

relativisztikusan invaridns. Hasonlé médon tetszéleges [d*z U(®(z)) is invaridns.

Igy relativisztikusan invaridns, eltolds-invarians és ® — —® szimmetrikus hatésfiiggvény alakja [d*z £(0,®(z)0 ®(z), ®?(z)).
Hatvanysorba fejtve, és az elsé tagokat megtartva kaphatjuk a ®* modellt:
2 A

L= %8M<I>(x)8“<1>(x) - ) - ), (3.82)

3

ahol m? és \ paraméterek. Ennek kvadratikus része (azaz az els6 két tag) adja a Klein-Gordon hatést.
A ®* modell paramétereinek dimenziéja? Mérjiink mindent energia-dimenziéban, jeldlés [E] = 1. Ekkor

[S]=0, [d*a]=-4,[0]=1 [£=4, [®]=1, [m]=1, [N=0, (3.83)

azaz m energia (tomeg) dimenziéji, A dimenzidtlan.
A kanonikusan konjugalt impulzus mezd

M(z) = —— = (). (3.84)



Az impulzusmomentum tenzor

E= /dSXTOO(I) = /d?’x <%H2(:1:) + %(V@(;«))Q + m—zqﬂ(x) + iqf*(x))

T (z) = 0" ®(2)0" ®(z) — ¢ L(z) = 2 24
pi = /d?’x I(2)0'®(x)

3.85
Erdekesség: egy konfigurdciét statisztikailag is jellemezhetiink: kis térfogatelemekre felosztva a rendszert (“coarse graining’g) eg;/
térmennyiség dtlaga (f(x)) = fAvdSX f(z), ahol x € AV. Olyan konfigurdcié esetén, mikor a kiilonboz6 irdnyok korreldlatlanok, azaz
(0" P (2)0"®(x)) = 0, ott (T") diagondlis. Ha a konfigurdcid izotrdp is, azaz a tér irdnyok ekvivalensek, akkor a <8i<1>8i<13> fiiggetlen
az i-t6l = jeldljiik ((V®)*) = G. Ekkor (T"") alakja:

e 000 1 1
0 p» 00 e=-(II’) + -G+ (U)
TI»LV _ p 2 2 3 86
“loopo| T 1 1 (3.86)
p p=5 (") = 2G —(U).
000D 2 6
Ez egy idedlis giz energia-impulzusmomentum tenzora, ahol € az energiastiriiség, p a nyomds. Egyensilyban, ha U = 0, akkor
8

<|Hk|2> _ Zik /ded(Pk'HkFe*5(‘Hk\2+k2\‘1>k\2) _ % — K2 <|<I>k|2> = <H2> -G (3.87)

Emiatt ¢ = <H2> = 3p, ami egy relativisztikus gdzra jellemz6 térvény.
Konstans konfigurédcié esetén, vagyis mikor ®(z) = ® =const., akkor T*” = U(®) ¢*” = U(®P) kozmolégiai konstans, negativ
nyomassal = gravitacids szempontbdl vonzas helyett taszitdas = felfivédé univerzum, inflacié.

3.3.1 A kvadratikus skalar elmélet kvantalasa

A ®* elméletet bozonikus elméletként kell kvantalni (1. késébb: spin-statisztika tétel). ®-t mostantdl operatorként értelmezziik.
Klasszikusan valds skalartér = operdtorként onedjungalt Ot = ®. Az energia kifejezésébdl a Hamilton operétor lesz.
Mivel itt IT = @, ezért

[@(t,x),@(t,y)] = 7’5(X_y)a [q)(tvx)a(b(t7Y)] =0. (388)
A teljes Hamilton-operator sajatfiiggvényeit, sajatértékeit nem tudjuk felirni = két lépcs6ben haladunk:

1. megoldjuk addig, amig tudjuk = kvadratikus rész.

1 2 1 1 2
L=20,00'— 202 = H= I2+-(00)2+ =2 (3.89)
2 2 2 2 2
Diszkretizalva a'/?TI — p és a/2¥ — ¢ jeldléssel, 1D-ban
1 1 m2a®
H=Y" 51912 + 5 (@i — )° + 5 a, (3.90)

ami egy csatolt harmonikus oszcillator teret ir le = megoldhatd, kelté-eltiintetd operatorok bevezetésével.

2. a nem kvadratikus részben (“kolesonhatdsi” rész) feltessziik, hogy A < 1 = megprébaljuk a spektrumot A szerinti
hatvanysorban keresni (pertubdciészdmités).

A kvadratikus részben a diszkretizalt formaban az oszcillatorok elsé szomszéd csatolassal vannak 6sszekotve. Fiiggetleniteni
lehet 6ket, ha attériink a Fourier médusokra. Ezért a kelté-eltiintetd operatorokat a kovetkezé médon vezetjiik be:

3 3 w ) .
o(t,x) = /(;lTI))3 %wp [ap(t)e™* + a;f)(t)efipx] , (¢, x) = —z/(;lTI))3 71) lap(t)e™* — aL(t)eﬂpx} , (3.91)

ahol w? = p? + m?. A mésodik tag ®' = & kivetkezménye. Az inverz relacié

- TI(¢t ) II(¢t
ap(t) = 1/& /d?’xe_“[’x [@(t,x) + Z(J} , ap(t)T = 1/& /d3x e'Px [@(t,x) - z(i,x)} . (3.92)
2 wp 2 wp
Ezt beirva a kommutdaciés relacioba

(0 a}(0)] = 5@ [ dxalye P o) + T gy - TOY

= %,/wpwq/d3x d3y e Pxtiay L}i + —] S(x—y)=(2m)%(p — q). (3.93)
P



Hasonlé médon kijon, hogy [a,(t), aq(t)] = 0.
Beirjuk a kelto-eltiinteté operatoros alakot a Hamilton-operatorba. Az elsé tag

3 5 _ _ 3 w _ .
% / BxII(t x)? = % / dx(—i) / (;lT‘)z \/g [ap(£)e™ — al (t)e~"P*] (~i) / (;ZT??, L [aq(B)e'™ — al(t)e™] =

3 w
- / (;lwl))g Ip (—ap(t)a_p(t) + ap(t)al (t) + al, (t)ap(t) — ag(t)aip(t)) . (3.94)

3
0;®(t,x) = / p 1 (ip) [ap(t)e™> — an(t)e_ipx] , (3.95)

A harmadik tag
2 2 43 1 ) ) 43 1 ) )
/d?’xm?CI)Q(t,x) = /dgx/ P [ap(t)e™* + aL(t)eﬂpx} / q [aq(t)e’ ™ + a:&(t)eﬂqx] =

3 m2
_ / (;‘TI)’B i (ap(Da-p(t) + ap(®)ah (1) + af(B)ap(t) + ah(B)a (1)) (3.97)

Osszeadva a tagokat a Hamilton-operéator alakja

d*p w
H= /(%)3 = [apal, + abap] . (3.98)
Az els6 tagot atirjuk:
d’p w d’p w
/(27T)3 TPQPQL = /(27r)3 71) (QI)QP + [ap,aL]) . (3.99)

Az els6 tag mar szerepelt; a mésodik tag ardanyos az egységoperatorral, azaz nem szamit, az energiaszint konstans eltolasat
jelenti.

Erdekesség azonban, hogy értéke végtelen = a vakuum energidja végtelen. A vdkuum energidja azonban nem mérhetd, csak
ha két rendszert hasonlitunk Gssze = Casimir effektus: egy zart, véges térfogati rendszerben a vakuum energidja ~V = a
rendszer falaira er6 hat! Ilyen erd mérhetd; azonban a mérési eredmények mésképp is értelmezhetéek ~ nincs igazi zért rendszer...

A vékuum energiastiiriségének abszolut értéke egy helyen szdmithat: alt. rel.. Azonban minden ésszerii nagy energids (UV)
regularizicié esetén O(10'°°)-szorosit kapjuk a valédi kozmoldgiai konstansnak = mai napig rejtély

Térelméletben elhagyjuk a vakuumenergiat = normaélrendezés

d*p
H:= / n e wpahap. (3.100)

Hasonld szdamolassal a normalrendezett impulzus alakja

P = /(;PTI))B paLap. (3.101)
A j6v6ben elhagyjuk a normalrendezés jelét.
H mér teljesen olyan mint (végtelen sok) fiiggetlen harmonikus oszcilldtor 6sszege = meg tudjuk oldani:
e J|0) vdkuum, amelyre ap [0) =0Vp = H|0) =0, P0) =0.
e Mivel a harmonikus oszcillatorok fiiggetlenek, egy altalanos energia sajatallapot alakja

(aTv)"i
|p1, n1; . Diy Mg H \;;? [0, Ep, = wp, = \/m?2 + p2, (3.102)

B




a normalédst késébb rogzitjiik még. Ez az allapot egyben impulzus sajatdllapot is. A sajatértékek:

Hlpi,nas...piynis...) = ZniEpi lp1, s piy ;) Plpi,na...piynig...) = Znipi lp1, 15 iy ;)
i i

(3.103)
Ez rendszer tehat egymastol fliggetlen, p1,...py, ... impulzusd, m tomegi relativisztikus részecskék rendszerét irja le.
A p impulzusi részecskék szamat megadd operator

dp
Np:aLap = N=/(2ﬂ_)3 aI,

ap (3.104)

az Osszes részecske szama.

Rogzitve az Osszes részecske szamat a teljes Hilbert-tér felirhatd, mint fix részecskeszamu alrendszerek direkt Gsszege
H=Ho®Ho®... HoD..., (3.105)

ez a Fock-tér konstrukcio.

az egy részecske allapot ~ aI) |0). Hogyan norméljuk ezt az dllapotot? Legyen a normaldsi faktor Np, azaz

Ip) = Npal, |0). (3.106)
Ekkor
{pla) = NyNq (0 |apal| 0) = (27)°|Np|?6(p — q). (3.107)
Mivel fazis nem szdmit, valasszuk Np-t valésnak. Az egy-részecske allapotokra valé vetités operatora emiatt:
dBp 1
m = | — — . 3.108
= G o (3.108)

Elészor hatérozzuk meg a térbeli hullamfiiggvényt! Altaldban egy |a) dllapot hullamfiiggvénye QM-ban (x|a), ahol |x)
a hely sajatallapot. Mivel P a hely-eltolds operatora, ezért irhatjuk:

Ix) =e PX|x=0) = Ty(x)=(x|p)=(x=0[p)eP* =ape®* (3.109)
Mivel
(plg) = /d3X (plx) (x|q) = a;aq/ﬂﬁxe_i(p_q)x = (2m)’|ap|*0(P~—a) = ap=Np. (3.110)

Egy ilyen sikhullam végtelen sok részecskét ir le; a QM alapjan tébbféle normalast vezethetiink be:

— doboz-normalas: ekkor valamilyen “all6” rendszerbdl nézve V' térfogatban van egy részecske

1= /d3x|\I/p(x)|2 = NI%V = Np=
\%

1
—. 3.111
v 341y
— dram-normalas: ekkor |p) egy egységnyi dramsiir(iségii részecskenyldbot ir le. Ha j az dramslir{iség, akkor ¢

id6 alatt A nagysagu, j-re merSleges feliileten Atj részecske halad at. A részecskék sebessége v = p/E, =

a feliileten 4thaladé Atj részecske V' = Atv térfogatban helyezkedik el = 1 részecske V = v/j = p/(Epj)
térfogatban van = itt is térfogati normdlast hasznalhatunk:

1 E,j
Ny, = — = e 3.112
P= 7\ (8.112)

— Lorentz-invarians normalas: azt szeretnénk, ha mozgé koordinatarendszerbdl Lorentz-invarians megfigyelheto
mennyiségek varhaté értékét ugyanakkoranak latnénk = (p|q) = (27T)2Np25 (p—q) Lorentz-invaridns fiiggvény
legyen, azaz

(pla) = (P'ld') = Npd(p—a)=Nyi(p' —d). (3.113)
Lehet kozvetlen mddszerrel is megkeresni Ng értékét, 1. Appendix A.3. Az egyszeriisitett modszernél el6szor
megkeressiik a Lorentz-invarians 3-as integralt. Ehhez:

4 5p [ 3




Mivel az integralasi mérték és az integrandus is Lorentz-invarians, ezért ez a kifejezés Lorentz-invarians, vagyis a
Lorentz-invarians mérték ~ d3p/E,. Ezekutén

3
1=/d3p5(p—q)Z/;%)Ezﬁ(p—q)- (3.115)

Mivel az integral értéke (1) Lorentz-invaridns, valamint a mérték Lorentz-invarians, igy 2E,0(p — q) is Lorentz-
invarians. Emiatt N]D2 = 2E,, igy a fizikai normélas

Ip) = /2Ep a}, 0). (3.116)

e A téroperator

B(t, x) —/dg—p#(a (6) +al () e (3.117)
) - (271')3 2Ep P —-p .
egy kelt6 és egy eltiintet6 operatort tartalmaz. A vakuumra hatva tehat egy részecske dllapot lesz az eredmény
dp 1 - d’p 1 - eTPX N,
d(x)|0) = al (t) e=™P* |0 :/—76_“’" = d(x)[0) = ——=2. 3.118
)10 = [ s T O = [ I = plen = @119
Relativisztikus normalassal ‘
(p|®(x)|0) =P (3.119)
Mivel ®f = &, gy _
(0]®(x)|p) = e'PX, (3.120)

vagyis a p impulzusu egy-részecske allapotot el is tiinteti = @ egyszerre kelt és eltiintet egy részecskét.

3.3.2 Klasszikus mez6

Minek felel meg egy klasszikus, id6ben &allandé mez6? Megkozelithetjik gy a kérdést, hogy a Klein-Gordon egyenletet
modositjuk olyan médon, hogy klasszikusan az idofiiggetlen megoldds ne a nulla legyen. Vagyis a klasszikus mozgasegyenletet
atirjuk J(x) térfliged mennyiséggel:

(* +m*H)® = J. (3.121)

Ezt a rendszert két, egymassal ekvivalens modon irhatom le. Egyrészt klasszikusan felirom tgy, mint az inhomogén rész
partikularis megoldasa és a homogén rész altalanos megolddsa Osszegeként:
Jp 2 2
O(z) = @o(x) +0(z),  Po(p)=—3,  (07+m )¢ =0. (3.122)
P
Ezek utan csak ¢-t kvantdlom, erre ugyanazok a formuldk vonatkoznak, mint kordbban. A ¢ vdkuuméllapota a & szem-
pontjabdl mint klasszikus 9 mez6 jelenik meg.
A masik lehetéség, hogy egyben kezelve a rendszert a ®-t kvantdlom. Ekkor a Lagrange- és Hamilton-fliggvény alakja

3 1 m? 2 3 1o 1 2 m? 2
L= [dx 5(8#@))(8“(1))—7(1) +Jo |, H= | d°x §H +§(V<I>) +7<I> —Jo . (3.123)

Ugyantugy bevezetve a kelt6- eltiinteté operdtorokat mint kordbban, a J-t tartalmazé tag:

3 3
_/d3x/(;iTI))3 1 (apeipXJ(X) + aI)e—ipXJ(x)) = —/(;iwl))g \/%Tp (apJ; + aI)Jp) . (3.124)

\/ 2wp

A teljes Hamilton-operator tehét:

d3p J* T
= pp /—p —ah—— . 3.125
/(2#)3 <Wpapap ap 2wp ap 2wp ( )
Bevezetve y p
2—p il i 2
p = (2wp)3/2 bp=ap,—np = H= /(277)3 (wpbpbp + [7p] ) . (3.126)

A legalacsonyabb energias dllapotra ~ ~ R
bold) =0 = apl0) = npl0), (3.127)



ez tehat a-k sajatdllapotai. Ezeket hivjuk koherens éllapotoknak. Egy adott impulzus esetén a normélt koherens dllapot

o0

alpy=nln) = |p)=e 13 \/77__' In) = e~ 3% ¢ena’ oy, (3.128)
n=0 n:

a teljes koherens allapot ezek direkt szorzata, azaz

0) = exp ([ 52 (3l +amaf) )00 = [220y (3.129)

A Kklasszikus mez6 tehat a részecskék szgmpontjzibél egy koherens allapotnak felel meg, ahol az n-részecske allapot megfi-
gyelésének valészintisége | (n|n) |> = e~ |n|?" /n! Poisson-eloszlast mutat minden impulzusra.

3.3.3 Idofiiggés

Az idGeltolas generdtora H, azaz a Heisenberg-képbeli operdtorokra

d? - »
ap = i[H,ap] = z/ﬁ Eq[agaq,ap] =—iByap = ap(t)=e Frla, = aL(t) = elEPtaL. (3.130)
A téroperator id6fejlédése, kis dtrendezés utan
dgp 1 1px —ipx dgp 1 —ipx 1pxT
P(t,x) = /(2#)3 J2E, (e ap(t) + e PXal(t)) = /W o (e ap + e al), ahol  po=FE,. (3.131)
Emiatt ® kielégiti a klasszikus mozgasegyenletet
(02 +m?) ®(z) = 0. (3.132)
Schrédinger képben az allapotok ido6fejlédése:
dip) = —iH |p) = —iEy[p) = [t,p)=¢ """ |p). (3.133)
3.3.4 Korrelatorok
Az idéfliggés ismeretében idében elvalasztott események korrelaciéjat vizsgalhatjuk.
A propagator
A legegyszeriibb korrelator
d’p d’q : : : : d’p :
0|®(z)®(y)|0) = 0l(e ™ ay + ePal) (e 7" Way + '%al)|0) = / e~ PE=y),
ORI = [ (o5 Te s S O ap + e (T aq )| 0) = [ 558

(3.134)
Ez csak x — y fliggvénye (vakuum eltolds-invaridns!); jeloljitk ¢A(z — y)-nal. Fourier transzforméltjahoz a 4D Fourier transz-
formélt definicidja

dp dp .

f@) = [ e 1) = [ g, )= [daer g (3.135)

Felhasznalva, h
elhaszndlva, hogy 2 2 .
O(p” —m®) = 55— (3(po — Ep) +8(po + Ep)), (3.136)

atirhaté i A:

A - d4p 2 2\ —ip(z—y) . _ 2 2

iA(z) = /—(27T)4 O(po) 27 d(p* —m*) e = iA(p) = O(po) 27 §(p° — m*). (3.137)

Ez expliciten relativisztikusan invaridns = iA(z) is rel. invaridns.

Masképp kiszamolva: ® a vakuumbdl egy részecske allapotokba képez, vagyis kozbeszurhatunk egy teljes egy-részecske
allapot rendszert. Altaldnosan energia-impulzus sajatallapotokat kozbeszurva, Heisenberg képben, véges térfogatban, térfogati
normalast hasznalva:

(0] (2)®(0)[0) =Y (0]@(«)|E,p) (E, p|(0)|0) = Y _ (0] +F*0(0)e™ = FX|E, p) . (E, p|®(0)[0)y,
E.p

E.p
= _[(0[®(0)|E,p), [*eP". (3.138)
E.p



Attérve fizikai normalasra

1

= 5l 012017.p) I (3.139)

HO[O)B, )y 2 = -1 (012 (0)a}0),

Attérve végtelen térfogatra a szummé&kbdl integrél lesz: mivel Ap = 27w/ L, ezért

%Zp: _ / (‘21:)’3 , (3.140)

Ezért

1=> /5 o [ 01R(OIE. ) e .141)

A Fourier transzformécié utén

©(po 2%5 E*)| (0] (0)[p) |*. (3.142)

azaz iA(p) ott nem 0, ahol létezik py energidji pimpulzusi dllapot = folytonos esetben az dllapotsiiriiséggel ardnyos.
A szabad esetben E2 E2 p2 +m?, és (0|®(0)|p) = 1, igy visszakapjuk a korabbi eredményeket.
A §(p? —m?) fiiggés mlatt

(p* —m?)iA(p) = 0; (3.143)
ez onnan is jon, hogy (0% + m?)® = 0.
Spektralfiiggvény
A spektralfiiggvény definicioja
oz —y) = ([2(2),2(y)]) = iA(z —y) —iA(y —z) = olz)=iA(z) —iA(-x). (3.144)

Mivel A Lorentz-invaridns volt, ezért g is az. Ahol tehdt az © — —x csere folytonos transzformécidkkal elvégezhetd, ott
o(x) = 0. Ezek a térszeri négyesvektorok; az idészeril vektorokndl ugyanis sgn(xzg) nem véltozhat folytonos trf-ral = o
csak az id6észerii tartoményokban nem nulla.

Ertelmezés: az  és y térid6-pontokban keltett részecskék befolydsolhatjak-e egymdst? = kauzalitas.

A Fourier-transzformaltakra felhasznaljuk, hogy

fo(@) = f(ea) = ﬁw=/¢mmwm=/MMMW@=ﬂw» (3.145)

Emiatt
o(p) = iA(p) — iA(=p) = (2m) sgn(po) 6(p* — m?). (3.146)

Retardalt Green-fiiggvény
def.:
iGRr(z) = O(t)o(z). (3.147)

Ezért Gr csak az jovobeli fénykup belsejében nem 0 = kauzdlis
Fourier transzformalt alakjdhoz: ¢-ben szorzat a valds térben = konvolicié a Fourier térben. Mi lesz ©(t) Fourier
transzformaltja?

Tétel: )
OW)= ——, 0% (3.148)
w + 1€
Bizonyitas.: Az inverz transzforméciéra
dw ) it
— Tt =7, 3.149
2m w+ e © ( )

Az integrandusnak pélusa van w = —ie-nél.

Ha t > 0, akkor a negativ imaginarius részli komplex w sikon w = wg — i(, ezért

efiwt — e—intfg“t’ (3150)



azaz nagy t-re explonencidlisan lecseng = bezarhatom a kontirt alul. A Cauchy tétel miatt a 27ix reziduumot
csipem fel a pélus helyén, —1 a korbejards irany miatt:

Tdo i ., i
—= Wt — o —e 5 1. 3.151
2m w—i—ise ore ( )

— 00

Ha t < 0, akkor ugynezzel a gondolatmenettel feliil zarhatom be a konturt, ahol azonban nincs pélus = ott az
integral 0. QED.

Emiatt a retardalt Green-fiiggvény Fourier-térbeli alakja

dw  o(w, k)
Grlk)= | — —————. 3.152
i B (8.152)
Véve ennek az imaginarius részét, felhasznalva, hogy
1 £ e—0
I =— —7md (ko — 3.153
o —w + e (ko—w)Q—i—s?—) molko —w), ( )
kapjuk
1
ImGr(k) = —gg(k). (3.154)
Vagyis a retardédlt Green fliggvény eleget tesz a Kramers-Kronig 6sszefliggésnek.
Klein-Gordon esetben
dw 27 1 1 1 1
Grk)= | — —=— ((w—E;)—4 E)—— = — —
R (k) or 2B, O T B S0 ) e e S0 e Bo i Rot Bt
1 1 1
= = = (3.155)

(ko +i€)? —k2 —m?2 k2 —m?2| . . k?—m?+icsgnky

Az utolsé kifejezésnél felhasznaltuk, hogy € — 0T, vagyis az 8t szorzé fiiggvénynek csak az eldjele szamit. Hogy a retardalt
Green-fiiggvényeket ko imaginarius eltolasdaval kell értelmezni, Landau el6irasnak is hivjék.
A Fourier alakbdl kovetkezik, hogy (p? +m?)Gr(p) = 1, azaz

(0 —=m?) Gr(z) = =6(z — ). (3.156)

Az ilyen tulajdonsigu fiiggvényeket hivjdk Green-fiiggvénynek. Ezzel ugyanis megoldhaté az inhomogén mozgasegyenlet
(@~ ) f&) = g(e) = f@) = fola) - [ d'yCrlx ~y)glo) (3.157)

ahol (92 —m?) fo = 0 a homogén rész dltaldnos megoldasa. A fenti megoldds automatikusan csak az xg > yo feltételt kielégitd
g(y) értékeket veszi figyelembe = retardilt.

Feynman propagator

def.:
iGr(z) = O(t) (0|2(2)®(0)]|0) + O(—1) (0]2(0)P()|0) = O(t)A(x) + O(—t)A(—x). (3.158)

A Fourier térbeli alakjahoz

(©A)(k) = /;l—j: 2%5(60 - Ewm = ﬁ m (3.159)
Innen )
Grll) = (AN + ON)H) = 51 | g+ S| ~ 38 (3.160)
Mivel € — 07, ezért a fenti kifejezés egyenértékii a kovetkezdvel
Gr(k) = . (3.161)

k2 —m?2 +ie’



3.4 Fermionok

A valdsagban a skaldr részecskék mellett spinnel rendelkezd részecskék is el6fordulnak. Mi a relativisztikus kvantumtérelméletben
a spin, és hogyan kell az ilyen részecskéket reprezentalni?

Egy tetsz6leges mezd W : M — V, ezen egy transzformécié (pl. Lorentz-csoport) hatdsa (R¥)(z) = Ry ¥(R;, z). Egymés
utani transzforméciok esetén R1 Ry = R3 kell

(R1Ro¥)(2) = Riv (R2V)(Ry ) = Riv Rav W (Ryy Ripyx) = Riv Roy W ((Rin Rone) ') = Ry ¥(Rg,, ), (3.162)

azaz Ry Roy = Ry, vagyis a csoport hatdsa abrazolédik a vektrotéren. Multiplettek, ahogy korabban lattuk, az irreducibilis
abrazolasbdl jonnek.
Keressiik tehat meg a Lorentz csoport irreducibilis dbrézoldsait!

3.4.1 A Lorentz csoport spinor abrazolasai

A Lorentz csoport definiciéja: olyan M — M linedris leképzések, amelyek z +— z’ transzformécié utdn a négyes hosszt
invaridnsan hagyjak: (2’)? = 22. Mint sz6 olt réla, ez a csoport 6 valés paramétert tartalmaz.

Lorentz csoport leképezése 2D matrixokra

Végezziink el egy leképzést a Minkowski térrol a 2 x 2 hermitikus komplex martixok terére

01 0—i 10 20+ 23 z! —ia?
x = atoy,, oo =1, 01—<10> 02_<i0) 03—<0_1) = I“Uu—<$1+m2xo_x3 : (3.163)

A Pauli-métrixok teljesitik a Tro,0, = 20, Osszefiiggést.
Mivel det 20, = 2%, éppen az x négyes hossza, ezért a Lorentz csoport azonosithaté azon H — H 2D hermitikus métrixot
hermitikus matrixba leképez0 linedris transzformaciok csoportjaval, amelyek a matrix determindnsat invariansan hagyjak.
Vegyiik az alabbi leképzést: L legyen 2 x 2-es egységnyi determindnsi matrix, ezzel A hermitikus matrixra ugy hatunk,
mint
A LALT. (3.164)

A jobb oldal nyilvdnvaléan hermitikus, és, mivel det L = 1, determinédnsa is 1. Ezért minden = € M elemhez létezik olyan
x’ € M, hogy

L(z"0,)L" = 2" 0, (3.165)
és 22 = 2. Vagyis L egy Lorentz csoport hatést valésit meg. Jeloljiik ezt a transzformdaciét A-val, azaz 2’ = A” pxt. Ezzel
Lo, LT = ot o, = Lo, LT = AY o0, valamint  Abo, = L7 lo, (L7HT. (3.166)

Mivel Tro,0, = 26,,,, ezért .
A =3 Tro, Lo, L' (3.167)

Lathato, hogy L-hez és —L-hez ugyanaz a Lorentz trf. tartozik.
L-ek csoportot alkotnak, az egységnyi determindnsii 2x2 komplex métrixok csoportjat, azaz SL(2, C)-t.
Ha Li-hez Ay, Lo-h6z Ay tartozik, akkor mi tartozik Ll_l-hez, illetve L1 Lo-hoz?

T O Al AR A S

L]_LQO'M(LlLQ)T = LlAgfl‘uU,jL]; = AQT/#Al_QVUQ = (AlAg)_Q#UQ = LiLy — A1A2. (3168)

Ezenfelil 1 — 1. Ezért L-ek csoportja, SL(2, C) dbrazoldsa a Lorentz csoportnak.
Minden z’ elérheté igy? Induljunk ki z = (1,0,0,0)-bél, erre 240, = 1 és La*o, LT = LLT = 2'"5,, valamilyen hermitikus
matrix. Ennek sajatértékeire
LL'v=Xv = X=vLLlv=(Lv)?>0. (3.169)
Mivel z#0,, sajatértékei x° + |x|, ez azt jelenti, hogy 2° > 0 és 2° > |x|, vagyis z a pozitiv fénykipban van. Tehédt L csak

olyan Lorentz transzformaciékat tud leirni, amely a pozitiv fénykdpot énmagaba képezi, azaz L1,
Mindez azt jelenti, hogy SL(2, C) kétszeresen lefedi £TT-t.



L paraméterezése

Minden maétrix felithaté gy, mint M = e M. Mivel a 2 x 2-es métrixok terében o, bézist alkot, ezért In M felirhaté ezek
segitségével. Azaz minden 2D komplex matrix gy irhaté, mint

M = ¢ 3@ +iu)on, (3.170)
ez nyolc paraméter. M determindnsa
det M = eTFnM _ o—g(Fiw) Tro, _ o —i(w+iu?) (3.171)
Azaz ha megkéveteljiik, hogy det L = 1 legyen, akkor w® = u® = 0. Vagyis L kifejezhetd, mint
L= 5o (3.172)

itt méar csak a Pauli méatrixok jonnek be. Ez 6 paramétert jelent, ahogyan a Lorentz csoporttal valé homomorfizmusbdl
vartuk is.
Milyen Lorentz-transzformacio tartozik az egyes paraméterekhez?

e ha w3 # 0, a tObbi paraméter nulla, akkor
I 7%0‘)03 Z 1 —w " n Z 1 —w " i Z 1 —w " cos w . s w (3 173)
=e = ——) %= — | — o ——) = — —{o3sin —. .
—nl \ 2 T A\ 2 Snpm nl \ 2 2 87

Ezért
Lo, LT = (cos % —iogsin %)UM(COS % +io3sin g) = 0, cos’ % + 030,03 sin® %—i—i sin % cos %[au, o3] =AY ,0,. (3.174)

Innen Ay = 64, A = 65, az 1-2 esetben pedig

i _ [cosw —sinw
A= ( ) , (3.175)

sin w Ccos w
azaz egy xy sikban torténé w szogl forgatdsnak felel meg.
e ha u3 # 0, a tobbi paraméter nulla, akkor
L =e3"s = cosh% + o3 sinh g (3.176)

Ezért
Lo, L = 0, cosh? % + 030,03 sinh? g + sinh % cosh g{aﬂ, 03} = A 0, (3.177)

Mivel {0;,0;} = 28;j, ezért A’ ; = 6%, ha i,5 # 3. A 0-3 szektorban pedig

i _ (coshu sinhu
A= (sinhu coshu) ’ (3.178)

azaz egy z irdnyu n = u rapiditdsi boost. Ez a matrix nem unitér!

A spinorok

A Lorentz csoportnak tehat megtaldltuk egy 2D ardzoldsat. Az alaptér elemeit ¥ € C? spinoroknak nevezziik (Weyl-spinorok)
= két komponensfi, ¥ = (VU1 ¥?) = g,

A spinorok transzformaciéjara tébb vélasztasunk van: ha ugyanis L dbrazolds, akkor dbrazolds még L*, LT —1 és LT ~1 is.
2x2-es egységnyi determindnst matrixokndl LT ~1 és L unitér ekvivalensek, mert:

eijdet L=cypLiLjy = (ie)};Li (ie)yy Ll =0,y = LT~ = (ie)'L(ie), (3.179)

hiszen (i)T = (ie) ™! = (ie), unitér métrix. Igy két valasztasunk van: L vagy Li—1.
Az els esetben Lorentz-csoport hatasédra

= LUp = ¢ 3@ Tu)oiy (3.180)



Léthatéan boost hatdsdra nem marad meg a hulldmfiiggvény norméja, hiszen exp(u/20) nem unitér. Mi torténik ekkor?
Ehhez vizsgéljuk meg V50,V g transzformdciojat.

(U0, VR) = V5Llo, LUk (3.181)
Mivel o,, bazist alkot, LTo, L kifejtheté mint
Llo,L=fuwo, = fu= %Tr o,Llo,L = %Tr o, Lo, LT =AM, (3.182)
Ezért tehdt ¥ho, VR Ugy transzformalédik, mint egy kontravaridns négyesvektor. Bevezetve
g = Vho, U = Uho Uy = % =Ar ", (3.183)

ahol bevezettiik a 6# = 0, jelolést. Tehdt valdban kisebb lesz |¥ g|?, azonban ez azért van, mert a sfiriség egy négyesvektor
els6 komponense.
A masik lehetéség, hogy ¥ ugy transzformadlédik, hogy

U, =L, = e 3@ —iuoig (3.184)
Ebben az esetben ¥} 0, ¥, transzformécidja, felhasznalva (3.166)-t:
(30, VL) =0 L oy (L7 )W = AU 0, W (3.185)
Ekkor tehat ¥} o, ¥ ugy transzformalédik, mint egy kovaridns négyesvektor. Ebben az esetben tehat

JE=Votv, = =AM (3.186)

3.4.2 Tértukrozés

Legyen P a tértiikrozést jellemzé operator C?-n, azaz a tértiikrozott spinor PW. Tértiikrozés hatdsira w — w (a szogsebesség
vektor nem valt irdnyt) és u — —u (a sebesség irdnyt valt). Példdul ha egy adott Ug transzformécidja L-lel ment w és u
paraméterekkel, akkor PW g transzformécidja ugyanazzal az L-lel megy, csak w és —u paraméterekkel. Mivel

L(w,—u) = ema (W —iuos L(w,u)t 71, (3.187)

ezért a tértiikrozés a fent targyalt két abrézolas kozt valt: PUr = V. Innen az elnevezés is U balkezes, ¥ jobbkezes
spinorok, a tiikrozés a jobbkezest a balkezesbe viszi.

Mivel ¥y, és P¥ kiillénbozoképpen transzformaldédnak, ezért kiillonboz6 vektorterek elemi kell legyenek. Ha a tiikrozés
megvaldsul a rendszerben (azaz 1étezik tiikrozott dllapot), akkor csak a Wp-k és PW -k egylittes terén lehet értelmezni =
C? x C? tér kell. Ez méar 4D, elemeit bispinoroknak nevezziik:

= (g;) P= (?é) (3.188)

A U Lorentz transzformacidja

;o (Lo [etwimmhe
U =LV L= ( 0o )= 0 o b tiut)os | (3.189)
Ezt a felirast nevezik Weyl-bazisnak. Attérhetiink mds reprezentaciora:
_Upt Uy A AN 11 _ _ 4 _ (10
\Ifu/v—T, WD_(\I&,)_ﬁ(—ll)\Ij:K\P’ Pp=KPK™" = 0—_1 (3.190)

a Dirac-bazis.

3.4.3 Lagrange fiiggvény

A Lorentz csoport akkor szimmetridja egy dinamikai rendszernek, ha a hatasfiiggvény invaridns marad a csoport hatésa alatt.
Most a spinorokbdl (bispinorokbdl) képzett hulldmfiiggvényekre akarunk felirni Lagrange fliggvényt. Erre igaz kell legyen
S[P] = S[¥'], ahol a transzformdlt tér

U'(z) = LU(A ). (3.191)

Milyen tagokat tartalmazhat a hatasfliiggvény?



Ha a hatasfiiggvényt ugy irjuk fel, mint

S[¥] = /d4x L£(0,¥(x),¥(x)) = SW]= /d%ﬁ@m(/rlx), LY(A'2)) (3.192)
Attérve 2/ = A1z, a derivélt tgy transzformalédik, mint 9, — A7y, és igy
S[V'] = / d*z' LAY, L ('), L (z')). (3.193)
Ez akkor azonos S[¥]-vel, ha
L(0,V (x), ¥ (x)) = LA O,LU(2"), LY(x")). (3.194)

Léattuk, hogy W} o#¥ és Wio" Vg kontravaridns négyesvektor. Emiatt
(U7 0t0,9r) = AN (V0" 0,¥ ) = W00,V ),
(05510, ¥R) = AN (VR0 Y R) = Uipo! 0, VR (3.195)

invaridns kombindciék = johetnek a Lagrange fliggvénybe! A két tag tetszbleges egylitthatéval johet, de megfeleld
normadléssal irhatjuk

_—y . g1 L ot 0. Uy
L=V¥70"0,¥ + ¥0"i0, YR = (Vg ¥R ( 0 6”) 0y, (‘I/R) . (3.196)
Bevezetjiik a Dirac-féle gamma matrixokat és Dirac-adjungaltat:
= 0 ot 01 ; 0 o;
I~ nwo__ 0 __ _ i i
\IJ_\IJ707 Y _<UH 0> = 7_<10>_P7 7_<_0.i0)5 (3197)
illetve Dirac-bazisban
" —1 0 10 i 0 o;
vp = Kv, K = ~p= 0_1] vp = 00 ) (3.198)
Barmely bazisban igaz
{27} = 29" (3.199)
Szokdas még bevezetni
-10 01 .
5 = ( 0 1) . b5 = (1 0) ;=i {lat =0 (3.200)
Ezzel a fenti Lagrange fliggvény irhaté mint
L =Uy"i0,V = Uid V. (3.201)
A masik kvadratikus lehet6ség Gsszekoti a bal és jobbkezes spinorokat
Wy, = (VRpUp) =Rl 'LV, = UiV, (3.202)
vagyis invaridans. A Lagrange fiiggvény valos kell legyen, ezért a lehetséges tag
UeU, + Ui, = (W, Wk) (?é) <$L> = Uiyl = U, (3.203)
R

Ez a tag azonban csak akkor lehetséges, ha mind a bal, mind a jobbkezes fermion létezik. Ha csak a balkezes létezik (pl.
neutring), akkor ilyen tagot nem lehet konstrudlni = nulla témegl részecske (1. késébb).
A szokésos kvadratikus Lagrange-fiiggvény tehat

L=VidVU —muV, (3.204)
a Dirac-féle Lagrange-fiiggvény. Az ebbdl szarmazd mozgasegyenlet a

oL oL
—— =0=— = (i —m)¥ 3.205
M 88#\11 ov (Za m) ’ ( )
a Dirac-egyenlet. -

Még nézziik meg, hogyan transzformdlédik ¥

- N Y e 01 L1 0 01 Lt o .
U = (V) = U LTy = UL, mert (1()) ( 0 LT) (1()) = ( 0 L1> =L (3.206)

Megallapithatjuk a v* transzformciéjat is. Mivel

0 o# 0 o”

ot R v s > i ;
Lf <0 : > L=ar, (U : ) = LYho"L=A907" = LML= A" (3.207)

azaz v* kontravarians negyesvektor-operator.



3.4.4 A Dirac egyenlet kvantalasa és a spin-statisztika tétel

A kanonikusan konjugalt impulzus

_ 7= _ oyt
I, P wl. (3.208)
Az impulzus és a mez6 felcserélésére vagy kommutédtort vagy antikommutatort kell hasznalni. A spin-statisztika tétel szerint
egész spini részecskékre kommutatort, félegész spintiekre antikommutatort kell hasznalni. Hogy megértsiik a tétel 1ényegét,
nézziik most a balkezes fermionok egy specidlis esetét:
Vegyiink két balkezes fermiont az x = (x0,0,0) és az x = (—x0,0,0) helyen az egyszeriliség kedvéért s &dllapotban,
mindketté sipnje legyen z irdnyu, felfelé mutaté. A koézos hullamfliggvényt vegyiik egyelére két hullamfiiggvény szorzatanak,
azaz

\1112(t,X,X/) = |T> ® |T> \Ifs(t,x —20,Y, Z)\Ijs(tv'r/ + IOvy/v Z/)' (3209)

Mi torténik a kozos sajatfiiggvénnyel, ha megcseréljiik a két részecskét? A két részecske felcserélése ebben a specialis esetben
elérhetd gy is, hogy z tengely koriil elforgatom a rendszert 180°-kal!! Ekkor (z,vy,2) — (—z, —¥, ), de mivel s dllapotban
voltak a részecskéim, a hullamfiiggvény térbeli része nem véltozik — attdl eltekintve, hogy most = — zg helyett x + x¢ jelenik
meg. A hullimfiiggvény azonban még spinor indexekkel is rendelkezik, azaz ott is forgatni kell. A forgatast végzd operdtor

L(ws =7) = e~ Fo3 — <€O? e??ﬂ> = (_OZ ?) (3.210)

azaz a felfelé mutaté spint egyszerlien i-vel szorozza. Ezért a részecskék felcserélése utan kapott hullamfiiggvény
\1121 (t7 X, X/) = - |T> ® |T> \Ijs(tu T+ Zo,Y, Z)\Ijs(ta :I:/ — Zo, yla Z/) = _\IJIQ(tu X/7 X), (3211)

vagyis kaptunk egy extra —1 faktort. Bozonikus esetben a 180°-kal val6 elforgatds operatora +1-et ad, ami két azonos
hullamfiiggvény esetében mindig 1-re egésziti ki egymast.

Ennek alapjan tehat a részecskéket kelté operatoroknak antikommutalniuk kell. Mivel a kommutatorbdl, ahogy lattuk,
kommutalé részecskéket kapunk, ezért antikommutatort kell venniink:

(U, (t, %), T5(t,x)} = i0apd(x —x) = {U(t,x),TT(t,x)} = a56(x — X). (3.212)

3.4.5 A Dirac-Hamilton operator spektruma
A Hamilton operator
H=TT - £ =300 - TT10(i007° +id;7" — m)¥ = Uiy (—idy' + m)¥ = U h(id)¥, (3.213)

ahol _
h(i0) := vo(—i0;v" + m) (3.214)

Keressiik meg h(i0) sajatfiiggvényeit. Mivel h hermitikus, ezek ortonormélt bézist képeznek, és igy
h(id)i(x) = Eihi(x) = W =any, H= / dPx U (x)h(i0)¥(x) = > Eala;, (3.215)

diagonalis lesz a Hamilton operator.
Attérve Fourier térbe

, d y
o) = [ Exervw, w60 = [ ) (3.216)
h(p) =v0(—piv' +m) = h(p)¥(p) = Epy(p). (3.217)

Ezt atalakitva, és bevezetve pg = Ep jelolést
(puy" = m)(p) =0, (3.218)

azaz P (p) a Dirac-egyenlet Fourier transzformdltjat elégiti ki.
Megszorozva ezt (p,y" + m)-mel:

(puy" +m)(py” = m)p(p) = (P> = m*)Pp(p) =0 =  Ep=£Vp*>+m?. (3.219)

1Ehhez legaldbb két dimenziés tér kell; 1D rendszerekben a statisztika nem kétédik a forgatdsokhoz, igy nem igaz a spin-statisztika tétel sem.
Lehetnek pl. egzotikus statisztikaju “anyonok”




Ez azt jelenti, hogy a sajatértékek a relatiisztikus képlettel adhatok meg, azonban egyarant lesz pozitiv és negativ sajatérték is.
A szimmetria miatt 2 pozitiv és 2 negativ sajatérték lesz. A pozitiv sajatértékhez tartozd sajatvektorokat jeloljiik u, (p)-vel,
a negativokhoz tartozét v,.(—p)-vel, r = £. Negativ sajatérték esetén

0=(=Ep?’ +p7' —mve(—p) = 0= (Ep?’ +piv" +m)ve(p) = (puy* + m)vr(p), (3.220)

vagyis az a pozitiv tomegi valtozatot elégiti ki.
A Flggelék A.2 fejezetében megadjuk a konstruktiv eljarast ezen egyenlet megoldédsaira, itt most megadjuk az eredményt
és bebizonyitjuk, hogy valéban megoldas. Hasznaljuk a Weyl reprezentaciot, ahol a Dirac egyenlet alakja

( m pl‘&#) ¥(p) = 0. (3.221)

puot Fm

Allitas az, hogy ebben a reprezentaciéban a megoldasok

wo) = (VEZE ) e = (T, 3.222)

ahol €+ = (170)7 5— = (07 1)
Bizonyitas: arra alapszik, hogy

VPnT i = \[(Ep + po) (Ey — po) = \[EZ —p? = m. (3.223)
Emiatt u,.(p) esetén

( —m p) (m— ) _ ((—mmmfwwm) _ (W<—m+W\/W)5T) —0. (3.224)

puot -m VDPuoH&yr (p‘uaﬂ\/p#&# —m\/pug‘u)gr N (\/p‘uaﬂ\/pﬂﬁﬂ —m) &r

Hasonl6képpen v,.(p)-re

( m p;ﬁ“) <_\/p,u5"u r> _ <(—mvp;ﬁ“ +pu5'“vpu0'“) §r> _ (\/p,ua"u (=m + Vp#&l‘vp‘ua“)@q) =0. (3.225)
puct m /P& (=puo\/Duo? + my/puor) &, VPO (—/PpoP\/Ppo™ +m) &, . .

QED
Ezzel a formaval bizonyithaté néhdny fontos osszefiiggés (haszndljuk a o matrixok tulajdonsigét: {o;,0;} = 24;;, valamint
hogy p,o* = E — po, és p,o" = E+ po)

(&v/Pua™, ¢l /Puo™) (VZZ;&:) = 1 (pu0")8s + El(puo™)€s = 2BpEles = 2Ep0r,

ur(p)Tus(p) =
i s i D o

iy (p)us(p) = (&1V/PuaP, €1\ /Dpo™) ((1) (1)) (\/gz_gz z = 2603/ (pot) (puot)és = 20/ E? — p2 €1, = 2mé, s,

(_51\/1?#5'#_7 fl\/puaﬂ) (-\/_,p/z:ﬁtﬂss) _ §I(pH5“)§s + gi(pugu)gs — 2EP§I€S =2E,0,,

N LN AN i —/PaOFES _
5, (p)vs(p) = (—&IV/Pua™, El\/puo™) <(1)(1)) ( \/pi%g ) = =280/ (puo™) (ppot)és = —2¢/E? — p2 £&s = —2mbs,

(&1v/Pua™, €]v/Puo™) (—\/g&) _o
) (01 (ﬂ—wjm) L
10 VPuoFEs ’
S @) =Y (% r) (65 v/Duo™, L \/Dpo™) <0 1) _ < : o (Puau)(Puo—u)) (0 1> _

10 Puot)(puot) Puc’ 10
= (mp(’) = py+m,

vr(p)Tvs(p) =

UT(P)TUS(_p) =

iy (p)vs(p) =

™

po m
;w(pmp)—;(‘%ﬁ (~&1 VD™ €l v/Buo™) <(1)(1))_<_ (pf?j;(pﬂau)_ <p;j;‘i<pw“>)(?é>—

_m 7
- (pa f;) =py=m (3.226)



Vezessiik be a h = %ﬁioi ® 1 helicitas operatort: ez forgdsinvarians operator, hasznaljuk abban a koordinatarendszerben,

ahol p = (0,0, p). Itt, felhasznélva, hogy \/p.oF = E — pos illetve /p,7 = /E + pos, frhatjuk:

1 (030 VPuoP&\ 1 (puofosé 1
e (p) =5 ( 0 03) (Wg) =3 (m’jwaigr) =+gur(p) (3.227)

azaz sajatfiggvény. Mivel a p koriili w szogii forgatasra L = e " emiatt u, (p) ugy transzformdlédik a forgatds alatt mint
egy 1/2 spinii részecske.

Most térjiink vissza a spektrumra: (3.213) szerint a Hamilton-stirtiség H(z) = UT(2)h(i0)¥(x). Fejtsiikk most ki ¥(x)-et
a fenti u és v szerint:

3
U(t,x) = /(ZTI))?’ \/;Tpeipx S:ZLQ (as(t, p)us(p) + bs(t, —P)vs(—P)) (3.228)

ahol a és b operatorok. Az inverz relacié levezetése:

> — V2E, [ as(t,p) = x e Ul (p)U (1, %)
(as(tvp)us( )+b ( 2E, /d Xe pr\Ij t X) = 7 _ _ 1;0 3 —ipx,,T(__
s=1.2 bs(ta p) - \/E fd xe P US( p)\I/(t,X)
B (3.229)
Ezért az a és b operatorokra vonatkozo6 antikommutécios relaciok
{as(t,p),al(t,@)} = \/W / dPxddy e” PVl (p){ W4 (t,x), Ut y) burs(q) = (27)%5(p — q) b (3.230)
Hasonléan
{bs(t,p), bl (t, @)} = (27)*6(p—a) s, {as(t, p), ar(t,@)} = {bs(t,P), br(t, @)} = {as(t, ), bl(t, @)} = {bs(t, p),al(t,q)} = 0.
(3.231)

Ezzel H kifejezése

H :/d3x@(:c)h(ia)x1/(:c) =
=[x SR B T (al )l (p) + B )l (D) BN (s aune) + ) () =
- X(Qw)s(%r)s\/me p)us P)vs id)e ar(t,q)ur(q) + br(t, —q)vr(—q)) =

s=1,2 r=1,2

3
= [ G 3 2o (@l PP + 5L ~p)ud (=) () (P () + i (1.~ (-p) =

3
= [ 5 3 (ke p)ule) + Bt ~p)ed (=p) (o 1. 2)(0) = (1. =)o () =

= [ 5 Y (6l placli.p) — (DB 1) (3232)

T,8

A bozonikus rendszerhez hasonléan a spektrum innen mar el8allithaté: van egy vakuumallapot |0), amelyet a és b operatorok
eltiintetnek; a részecske-allapotokat a és bT ismételt hatdsaval kapjuk. Mivel a és b operatorok antikommutélnak, fermionokat
irtunk le.

Mekkora az energigja b.(p) |0) dlapotnak?

Hb}(p)[0) = —/ 5 By ZbT (t,@)bs (t, )bl (p) [0) = —E,bl(p) [0) - (3.233)

Vagyis a részecskének negativ energidja van. Ha kolcsonhatdsba 1ép mds terekkel (pl. fotontérrel), akkor egy bl(p)|0)
részecske keltése energetikailag kedvezd, a maradék energia kisugarzédik. Vagyis igy a vdkuum hamar feltsltdik bf(p)|0)
részecskékkel, azaz |0) vakuum nem stabil. Ha mar az osszes b allapot betdltddott, akkor stabilizalédik a helyzet: a stabil
alapallapotot hivjuk az 1ij vakuumnak, |0). Mivel itt mar minden b allapot foglalt, ezért barmely b hatdsa a vakuumra nulldt
ad:

bl(p)[0) = 0. (3.234)
Ezért az 1j vakuumon bl jitssza az eltiintetd operator szerepét, igy jelolhetjiik

be(p) =bl(p),  bip)=b:(p) = {b:(p),bl(a)} = (27)*6(p — q)ds, (3.235)



az antikommutéciés reldciok nem véltoznak. b hatdsa az 1j vakuumra: eltiintet egy b részecskét, azaz bl az eredeti nyelven
egy lyukat hoz létre, az 1j nyelven azonban egy részecskét.
Az 1j operédtorokkal kifejezhetjiik a teret és a Hamilton-operatort is

Z 0. (t, P)us(P)'P* + bl (£, p)v(p)e*P¥) |

U(t,x) =
(t:%) / \/2E
d
H= / 5 Ep Z (al(t, p)as(t, p) — bs(t, P)DL(t, ) = /(2: E, Z (al(t, p)as(t, p) + bi(t, p)bs(t, p)) + kons(a236)
Vagyis W eltiintet egy a részecskét, és kelt egy b részecskét. A b részecske energidja

Hbl(p) |0) = E, bl(p) |0), (3.237)

azaz ugyanakkora mint az a'(p)-vel keltett dllapotnak.
Részecske-allapotokat most is relativisztikusan normaljuk

p,s) = \2E, al(p)[0),  [p,s) = \/2E, bl(p (3.238)

A téroperétor egy részecske dllapot és a vikuum kozotti mdtrixeleme (form faktor)

R e > (0l

000 = [ G5 e 3 VIB (O @I0) v = o)

3
(0]T(0)|p, s) = /(;lw‘; = PEAC! <O|b )V 2Ebl(p > q) = vs(p),

2E,al(p )’ o> ur(q) = us(p),

— d3q 1 t _ _
(p,s|¥(0)[0) —/(%)3 > V2B, (0 |as(p)af(q)] 0) tr(q) = u.(p). (3.239)
Tobbrészecske allapotok:

pl,sl;...;pn,sn;...;p’l,s’l;...;p%,s;n;...> \/2Ep1as( 1).. \/2Epnasn(pn)... 2E;D’1b1/1(p/1)-'- 2Ep;nbl;n(p;1)|0>.
(3.240)

e Mivel (al(p))? = 3{al(p),al(p)} = 0, ezért nem lehet két részecske ugyanabban az allapotban (Pauli elv)
e Mivel {al(p),al(q)} = 0, ezért két részecske felcserélésével az allapot eléjelet valt

o A fenti dllapot energia-sajatallapot, energidja az egyrészecske energidk osszege Y (Ep + Fp); hasonld igaz az impulzu-
sokra is.

Mindezek miatt a fenti allapot fliggetlen szabad fermionok rendszerét irja le.

3.4.6 Idofiiggés

3
i (t,p) = i[H, aa(t, )] = / (;lT) By S lal (t, @)ar(t, @), as(t, p)] = —iFpas(t, p), (3.241)
mert

[al(t,q)ar(t,q), as(t,p)] = al(t,@)ar(t,q)as(t, p) + al(t,q)as(t, p)ar(t,q) — al(t,q)as(t, p)ar(t, q) — as(t, p)al(t, q)ar(t,q) =
= —(2m)*6(p — @)drsar(t, Q). (3.242)

Mivel b-re ugyanez adodik, kapjuk:

3
oltp) = ¢ Frap)  atp) = Pap) = Ux = 5B 3 (@@l )

(3.243)



3.4.7 Korrelatorok

Most is definialhatunk kiilonbozé korrelacios fiiggvényeket:
3 3
i) = (0| w () (0)] 0) Z/ o d ¢4;—E Zu )i (@) (0 |as(p)af(@)] 0) =

B ipe _ d3 1 e~ PT —

4 - _
= [ 30 = B m)e (3:244)

Fourier térben
iA(p) = (p+m) 270 (po)d(p” —m®) = Alp) = (F+m)As(p), (3.245)

ahol Ag a skaldr tér delta-korreldtora. Altaldban: minden szabad, relativisztikus elmélet delta-korrelatora ardanyos Ag-vel,
az aranyossagi tényezo a Klein-Gordon oszté.
Ugyanilyen szdmolassal

3 3
iA(z) = (0|T(0)¥(x)] 0) Z/dp = \/AL;—EWZUS p)vr(a) (0 [bs(p)b}(@)| 0) =

d? 1 _ ip d 1 ipr _
:/ﬁ ﬁzvs(p)vs(p)e _/(27TI))3 2E (75 m)e -

d*p 2m -
=— 4] E T 3.246
[ i 0+ B m)e (3.246)
A Feynman propagétor definiciéja most:
iGp(z) = (0|TU(z)¥(0)|0) = O(t) (0 |¥(2)¥(0)| 0) — O(—t) (0 [¥(0)¥(x)|0). (3.247)
Ezért a Feynman propagator
dw 2m WYy —PY+m WYy —PY+m
G = ——|w—E)————+96 E)———— | =
F(p) o 2Ep<(w p) Do —w e +0(w+ Ep) “po+w +ie
_L(Ewo—pwm - pvo—p7+m)_
2E, \ po— E, +ic —po — B, + i
_ 1 2poBpy0 +2E,(-py+m) _ p4m (3.248)
2E, p3 — (E, — ie)? p? —m?2 +ic '

3.5 Lorentz-vektor mezok

Miutédn megtaldltuk a Lorentz-csoport dbrézoldsat, a spinekhez hasonléan Gsszetett dbrdzoldsokat is vizsgdlhatunk. A lege-
gyszerlibb eset az Ang = V1 VR g eset, ez egy 2 X 2 = 4 dimenziés dbrézolds. Ennek transzformaciéja:

A = (W) =LY LT "'Wp=LU, UrL* L. (3.249)
Mivel LT ~1 unitér ekvivalens L*-gal, ezért a fenti alak unitér ekvivalens azzal, hogy
A" = LAL. (3.250)

Vagyis ez az Osszetett dbrazolds megfelel a Lorentz vektorok abrazolasanak.
Lorentz vektormezokbél és annak derivéltjaibdl tobbféle invaridans képezheto, pl.:

A AY, 0,A",  0,A,0MA”. (3.251)
Ezek mindegyike szerepelhet a Lagrange-fiiggvényben. Kiemelked6 szerepe van azonban a kévetkezé kombindcionak:
1
L= _ZFWFW’ ahol F,, = 0,4, —0,A,, (3.252)
ez irja le az elektroméagneses tér Lagrange fiiggvényét. Kifejtve

1 v 174
L= =5 (0,A,0" A — 0, A,0"A"). (3.253)



Képezhetjiik az elektromos és magneses térerésségeket FO = E; és F' = ¢;;;, By, alapjan. fgy a fenti alak

L=< (E*-DB%. (3.254)

N =

A mozgasegyenletek:
oL P oL
0A, *00,A,

szabad (forrdsmentes) Maxwell egyenletek. A maradék két Maxwell egyenlet:

=0, F" =0 = divE=0, 0E—rotB=0, (3.255)

0, F" =0,  ahol FM =geop, (3.256)

ahol #7979 teljesen antiszimmetrikus. A fenti egyenlet valgjdban azonossdg (Bianchi), ami e antiszimmetridja illetve a vegyes
parcidlis derivéltak szimmetridja miatt teljesiil.
A fenti Lagrange fiiggvénynek van egy kiilonleges szimmetridja: ha 64, (z) = 0 a(x) helyfiggd (mérték) transzfromécio,
akkor a térerGsségtenzor véltozdsa
0F,, = 0,0A, — 0,04, =0. (3.257)

Vagyis a terek mozgéasat meghatarozo Lagrange-fliggvény mértékinvaridns.
Az energia-impulzus tenzor kifejezése

oL 1
TPW = 6UAQM — guyﬁ = 6UAQFQH + ZQMUFF (3258)

Ez nem szimmetrikus p-v-ben; azonban hozzaadhatjuk
0%(ALF,,) = 0M"0%(AF,u) =0, (3.259)

hiszen F' antiszimmetrikus p-v-ben, mig a vegyes derivalt szimmetrikus. Ezért a szimmertikus energia-impulzus tenzor alakja:
_ / 1
T = 9% Fog Fou + 19 FF. (3.260)

Specialisan
_ 1
Too = 5 (E* + B?). (3.261)

Mivel a tér spinje 1, ezért bozon, vagyis kommutéatorral kell kvantalni. Ilyet mar lattunk korabban a skaldr tér esetén.
El6szor meg kell mondani a kanonikusan konjugédlt momentumot:

oL
I = 504 = —00A, + 0,40 = T°=0! (3.262)
Ez annak a kdvetkezménye, hogy a Lagrange-fiiggvény mértékinvarians. Ezért nem réhatjuk ki a [AY, T19] = 4§ kommutacids
relaciot!
Hogy orvosoljuk a bajt, mértéket kell rogzitentink. Szokasos valasztas

0, A" =0 (3.263)
Lorentz mérték. Ezzel a Lagrange-fiiggvény alakja
1 , 1 ! 1 1
L= —58#14,,8“/1 = 5(—9 )0, ALOM AL = —58#1408“/10 + EauAia“Ai. (3.264)

Lathatoan az A; terek teljesen olyanok, mint 3 fiiggetlen m = 0 tOomegi skalartér. Az Ag tér elGjele azonban kiilonbozik — ez
az az ar amit fizetniink kell a mértékrogzitésért. Most mar definidlhatok a kanonikusan konjugdalt impulzusok

II* = —8014# = HO = —80140, Hz = 80141 (3265)

A kommutécids reldcidk tehét

[AH (t7 X), 1, (tv Y)] = i(SHV(S(X - y) = [AM (t7 X), AV (tv y)] = _iglwé(x - y)v (3'266)

a tobbi nulla.



A kordbbiakhoz hasonléan itt is bevezethetjiik a kelté-eltiinteté operatorokat, azonban nem kell teljesen az eredeti terek
kiosztasat kovetni. Szokas bevezetni egy polarizacios vektor-sereget:

d3 1 : 1px * —ipx
Aule) = /( 2m)3 \/Q—pZ P)agp (t)e™ + e (p)al (e ],
[ Pp [P 0 ipx _ %o T —ipx
A, (x) = —i @)y 52 [€2(p)agp (t)e™* — r¢(p)ab ,(t)e P*], (3.267)
0=0
ahol
3
> e (P)EP) =g 32(P)ECF(P) = g% (3.268)
0=0
Péld4ul
e’ =(1,0,0,0), £ =p, 2 Lp. (3.269)

Ezzel az inverz relacié

beo) [xe <A#<t,x> + —“‘““””) = aup)

p
D ox iA (t,x)
\/;E‘Q‘(p)/dgxe p <Au(t,x) - “T> = agp(t). (3.270)
A kommutécios relacié
[agp(t), aly o (1)] = —g,p (27)3(p — @), (3.271)

a tobbi kommutél.
A Hamilton operator ebben a mértékben

1 . . d3p ’
(Hi=—: / d>x (AHA“ +8AH8A”) = / @ P9 )aloayp.- (3.272)
A relativisztikusan normalt részecskék
Ipo) = \/2pal,|0) = Hlpo) =p|po), (3.273)
mert
d*q ] i d*q ] i
tH a’ | > (271')3 q( g )adan'qa’gp |O> = W q (_g )aoq[aa Qs Qp] |O> pa,, |O> (3274)

Probléma a negativ kommutatorral: a ¢ = 0 allapotok normélasa rossz el6jelii:
(0,pld,a) = /4p <0|agpa |0> —9oo 20(27)°6(P — ). (3.275)

fgy a megtaldlasi valdsziniiség negativ. = nem lehet fizikai dllapot! Hasonl6képpen taldlhatunk nulla norméja allapotokat:

110,p) + [3,p) |* = (0,p|0, p) + (3,p[3.p) = 0. (3.276)

Itt a megtalalasi valdszintiség nulla, azaz ez sem lehet fizikai dllapot.

A mértékrogzités mellékhatdsa tehat nem fizikai dllapotok megjelenése. A fizikai Hilbert tér a transzverzalis médusokat
tartalmazza csupan. Ennek ellenére az Osszes dllapottal szamolhatunk, mert mértékinvaridans mennyiséghez tgyis minden
médusbol ugyanakkora, csak a nulla médusbdl ellentétes eléjelii jarulékot kapunk = marad két mdédus jaruléka.

Az operatorok id6fiiggéséhez

. . [ d’q d*q / .
app = i[H, ayp] = ’/W q(=g* ) <0|[%q% ar 4upl|0) = /(271.)3 4 (=9°)90u(2m)*6(P — @)agrq = —ipap
= aup(t) = e Pla,y(0). (3.277)
A tér id6fiiggése
dp 1 2 , )
Au(x) = / L \/—2—]92 [e2(P)agpe ™" + 32(p)al e?*] . (3.278)

0=0



Kiszamolhatjuk a propagatorokat, el6szor a A propagatort:

3 3
Bule) = 014,400 = [ (d wi? Z )= (@ (Olagpal, o)

3 3 3
- /(d I)’ (d \/iT Z 2 (@)e™ P (~gop)(2m)*8(p — @) = —guu/(;lTP;?, %e‘i’”, (3.279)

Fourier térben
A#V(p) = —g;w@(po) 2 5(p2)- (3.280)
Vagyis itt a Klein-Gordon oszté —g,,. Ezzel a tobbi propagétor is kefejezhetd:
0 (@) = (0[Au(2), A, (0)]|0) = 0w (p) = —gpu sgn(po) 27 6(p?),

. _g v
G = OTA), A, ON0) = Cruwlp) = (3.281)

A form-faktorok:

(@) (0layqv/2paly0) = —,(P)

ﬂ\

(Po| AL (0

(014, (0)lpe) = /
0= [ oy

gM“ gM“

i (@) (01/2pagp alygl0) = ~23,(p). (3.282)

ﬂ\

3.6 Kolcsonhatasok

Eddig szabad részecskék rendszerét vizsgaltuk — hogyan lehet a kolcsonhatasokat kezelni? A Hamilton operdtor itt nem
diagonalizalhat6 egzaktul, ezért valdjdban még az energia-dllapotokat (részecskéket) sem ismerjiitk. Hogy a helyzetet kezelni
tudjuk, végezziik el a kovetkez6 gondolatkisérletet: V' térfogati térbe t;-ben betesziink n db szabad részecskét, majd bekapc-
soljuk a kolcsonhatdsokat egy ideig, majd t¢-nél kikapcsolva azt megnézziik, milyen szabad allapotok keverékében van a
rendszer.

Fizikai kérdés: dtmeneti amplitidé: ¢ = tp-ban elééllitunk egy |i) dllapotot, majd id6fejlesztés utdn megnézzik az
4tfedését t-ben egy |f) allapottal: (f,t|e " HI=10)|i o) = (f,|i, to).

Specialis kérdés: t — oo, tyg — —o0o; ekkor a fenti &tmeneti amplituddt

Spi = (f,t = ooli, tg — —o0) (3.283)

S-métrixnak hivjuk (métrix az dllapotok terében). Ortogondlis végallapotok bézisdban dolgozva, teljes figgvényrendszert
beszurva a kezdeti id6pontban
SIS = ) =0 = SST=1, (3.284)
i

vagyis az S-matrix unitér.

Szokds levéalasztani a nem kolesonhatoé részt S = 1 + 7T mddon. Relativisztikus kvantum térelméleteknél az energia és
impulzus megmarad = T ~ §(Py — P;), ahol Py; a kezdeti/végéllapot teljes energia-impulzus négyesvektora. Ekkor
szokasosan frhatjuk

Spi =67 +i(2m)*0(Pp — P) My (3.285)
A kovetkez6kben elhagyjuk a kolesonhatasmentes atmenet lehet6ségét. Ekkor az dtmeneti valésziniiség
Prri = | {fli) p0 [P = [(2m) 6 (P — P [ Myil>. (3.286)

Hogyan értelmezziik §%-et? = Fermi-féle aranyszabaly:

(2m)*6(p) = /d4:17 e = [2n)*(p))? = (2#)45(p)/d4:17 e =V(t—to) (2n)*(p), (3.287)

p=0

azaz a teljes téridé-tartomannyal ardanyos:
Py = (2m)*6(Py — P;) VAL | My 2. (3.288)
At értelmezése: idéegység alatt bekovetkezo reakcidkat tudunk szamolni: idéegység alatti dtmeneti valésziniliség:

S |12
o= 4

(3.289)



3.6.1 Szérasi folyamat jellemzése

Fizikai folyamat: szérds. Egymdstdl fuggetlenil (“végtelen tavolsdgra”) eléallitunk n részecskét, amelyeket egymdsnak
l6oviink, titkoznek, végiil a végtelenbe tavozva m részecskét taldlunk. Pontos megfogalmazds: a kolecsonhatas adiabatikus be-
és kikapcsolasa.

Vegyiink tehdt n db fiiggetlen részecskét egy V térfogati dobozban. Ennek hullamfliggvénye a térfogati normaéldssal
adhaté meg. Egy részecske hullamfiiggvényekre lattuk

1

Py = b 10). P) = V2B, abl0) = Iphy = —AR—. (3.290)

2, V

Sok részecskére
|Z>7 |p17"'7pn>

a H?:l V 2Epi 14

Ezzel az dtmeneti matrixelem négyzete egy p1,...pn — q1,- .. gm folyamat végén:

(3.291)

L . 1 ° 1 5 1
M2 = e Glp1s )P = e Gmlp1, )P = M2 (3.292
|Mypil* = [{q1,- - qmlp1, - - - Do)yl _H2EP_V_ 2Eq,V|<q1’ Gm|P1s - - D)l _H2Epvv_ 2Eq’_vl al™ ( )
i=1 voog=1 J i=1 vog=1 J

A fizikai normaldssal szamolt |M,,|? relativisztikusan invaridns.

A végallapotoknal azonban nehezen figyelhetiink meg egy adott impulzus-dllapotba valé dtmenetet. Valéjdban csak egy
d3q; impulzus-tartomanyba valé dtmenetet megfigyelhetd. Mivel a végallapotok kiilonbozéek, {gy az dtmeneti valészintiségek
adédnak ossze. Mivel az dtmeneti métrixelem az impulzusok infinitezimalis véltozdsénal alig véltoznak, |My,|> ugyanaz
marad, vagyis a teljes atmeneti valésziniiség egyszertin a végallapotok szaméval szorzédik. 1D esetén az energiszintek
tavolsdga Aq = 27/L, ahol L a dobozméret. Ezért dg tartoményba es§ dllapotok szdma dq/Aq = Ldg/2w. 3D esetén
ez Vd3q/(27)3. Minden végallapotra végigszorozva ezzel a faktorral:

n

d
Myl =], om, Ml (3:293)
2E V

Annak a valdszintisége tehat, hogy kezdé allapotként p1, p2 . .., pn hatdrozott impulzusi részecskével indulva a végallapotban

q; koru q: tartomanyban, qo koru qo tartomanyban, ...q,, koru q,, tartomanyban egy-egy részecskét talaljun
k.. ..1 d3 ’ yb k.. ..1 d3 ’ yb k.. ..1 d3 ’ yb g gy 7’ k/ 1/1j k

idGegység alatt:
n q; 2
= (2m)16(P; — P) V1~ i 2E H 32E |M,|* . (3.294)
=1 Pi ]:1

Bomlas

Ha egy bemend édllapot van (n = 1) és tobb kimend éllapot, akkor bomldsdrdl beszéliink. Az idGegységre vonatkoztatott
atmeneti valdszinliség a bomlési valdszintiség

dl' = (2n)*§(Py — ﬁ |Mp|* . (3.295)

(2w 32E

A teljes bomlasi valésziniiséget ugy kapjuk, hogy felosszegziink az Osszes lehetséges végallapotra:

" 2E, /H 2m) 32E 2m)"6(p5 — p) [Mgp” (3.296)

Az élettartam a bomlési dllandé inverze.
Az integral alatt allo kifejezés relativisztikusan invaridns. Ezért egy p impulzusi és egy allé részecske élettartamanak

aranya
Tp - Ep 1 T0

Y v A v (3:297)

a relativitaselmélet joslata szerint.



2-részecske szoras

Ha (3.294) egyenletbe n = 2-t frunk be, akkor 1/V faktor bennmarad = annak a valészin{isége, hogy a két részecske
eltaldlja egymast. Ezért azt a feldllast valésitjuk meg, mikor az egyik részecske all, a mésik pedig adott aramstirtiséggel
szorédik rajta. Erre a bemend részecskére tehat aram-normaldst kell alkalmaznunk. Lattuk egy részecskére

Epj + 1 VEp]
|p>j = - Gp |0>7 |p>v = \/V ap |0> = |p>j

. Ip)y (3.298)

Vagyis az | |*-ben ennek négyzetével kell szorozni, azaz az dtmeneti valésziniiség kifejezése wy; ~ j. Az ardnyossdgi tényezd
a differencialis hataskeresztmetszet:

m

d? q; 2
do = (2m)46( Py — S\ M,,|°. 2
o ( 7T) 6( = 4m1|p2| H 27‘( 32E | ¢1P| (3 99)

Ez azonban csak a “labor rendszerben” (ahol az 1. részecske all) hasznédlhaté gy, hiszen mq ill. po definicid szerint az all6
részecske tomege ill. a mésik bees6 részecske impulzusa. Azonban

=21/ (p1p2)? — m3Im3 P10 2y/m2(E32 — m3) = 2mq|p2|. (3.300)

Ez a kifejezés mar relativisztikusan invaridns, vagyis értéke minden rendszerben ugyanaz, a labor rendszerben pedig épp a

kivant formulat adja. Ezért

1 m

P)— I I M, 3.301
2/\ 27r 32E [Map | ( )

J:1

do = (2m)"'5(Ps —
ez a hataskeresztemtszet relativisztikusan invarians kifejezése.
A-ra masik kifejezés: definidljuk s = (p1 + p2)?-et. Ez relativisztikusan invaridns, és

5§ = p% —l—p% + 2p1p2 = m% + m% +21p2 = A= (s — m% — m§)2 — 4m%m§. (3.302)

Bevezetve

N,y 2) = Va2 +y2 + 22 — 2xy — 222 — 2z = A= A(s,m2, m2). (3.303)

Példa: tomegkozépponti rendszerben 2 — 2 bomlas esetén: bemend részecskék legyenek pi, ps négyesimpulzusiak, en-
ergidk Eq, Eo, tomegeik m1, ma; a kimend részecskék ¢, ¢ impulzusiak, energidk E1, ES, tomegeik M, M2. TK rendszerben
P1 = — P2, és E? = (El + E2)2 = (p1 +p2)2 =S

1 2

d3q1 d? q2 4 !
_ 2m)16(E — B} — Eb)5 M
. / (2m) 0B = By = Eo)o(er + %) gy 53w )|

(2m)? (2m)?
Py 1 1 1 q?
= 2m)6(E — E! — E, M)? = /de E—-E —E! 2304
/(27r)3 (2m)o( v B mm ot ™M T e e qE1E25( 1 Bp)[M3-304)

Uj valtozé

dx q _qF

vagyis ami marad
do 1 q 9
— = = |M]=. 3.306
dQ  3272)\(s,m3,m3) E| | ( )
Az energiamegmaradasbdl
A(s2, ME, M2)
— /g2 2 2 2 _ AT MG, M)
E—\/q —i—Ml—i-\/q +M2 = q= o5 : (3.307)
fgy Osszesen
d 1 A, M2, M.
c (s, M, M3) M2 (3.308)

dQ ~ 64nZs A(s,m2,m3)

Az 1/s faktor kévetkezménye: s = (p1 +p2)? = (ETK)2, a tomegkozépponti energia négyzete =  a hatdskeresztmetszetek
tipikusan 1/E? szerint csokkennek = nagyobb energidn ugyanannyi esemény eléréséhez tobb iitkdzésre van sziikség!



3.6.2 Az Atmeneti matrixelem szamitasa
Széras folyaman |i, to) — |i,t), ennek &tfedését szamoljuk valamilyen |f) dllapottal:
(i) =

Vegyiink a kezdeti ill. végéllapotban (aszimptotikus) részecskéket, azaz Hy sajdtdllapotait = precizebben: kélcsonhatdsok
adiabatikus ki- ill. bekapcsolasa. Ekkor irhato

<f ‘e—iH(t—to)

Bevezetve

e*iH(t*t[))

z> . (3.309)

iHo(t—to) ,—iH (t—to)

z> _ <f ‘e—iHo(t—to)eiHO(t—to)e—iH(t—to)

z> — o—iEs(t—t0) <f

z> (3.310)

U(t) = ethotet it (3.311)

operatort, irhatjuk ‘
(ftlist) = e Um0 (FIU(E — to)i), (3.312)

vagyis a szabad id6fejlédéshez tartozé fazisfaktor erejéig (ami kiesik a fizikailag relevéans |M|2-bdl) szdmolhatunk az U
operatorral is (kolesonhatési kép).
Hogyan hatarozhat6 meg U? Tulajdonsdgai

Uuwoy=1, U'@®U®t) =1, (3.313)

azaz unitér. 1d6 szerinti derivaltja . ‘ ‘ . .
U(t) = iHoe Hote 't — tHot (G 1) e~ 11, (3.314)

H Hamilton id6-fiiggetlen; azonban hozzarendelhetiink egy id6fliggé operatort:

H(t) = ot f ¢~ iHot (3.315)
vagyis a szabad iddfejlesztd operatorral adédo idéfejlodését vessziik. Ezzel

U=i(Hy—H(t)U(). (3.316)

A szorzé operator - . . ‘ .
H(t) — Hy = e o' (H — Hy) e~ Hot = gifot [ o=iHot = [r0(3), (3.317)

Mivel H — Hy-ban a kvadratikusndl magasabb rend{ (anharmonikus) tagok szerpelnek, amelyeket kihagytunk a részecske-kép
kialakitasaban, igy ezek a részecskék kolcsonhatasait irjak le. Az U operatort tehat a kolesonhatasok fejlesztik

U(t) = —iHY(t)U (1), U(0) =1. (3.318)

Szukcessziv approximaciés megoldas

A fenti egyenletet szukcessziv approximéciéval oldjuk meg. Ehhez atirjuk integralegyenletté az egyenletet:

Ult) =1+ /dt’ (i HO(E) U (#). (3.319)

A szukcessziv approximacié eljarasa a kdvetkezd iterdciot jelenti

t

U1 =1+ /dt’ (=i HY(') Un(t'). (3.320)
0
Az els6 néhény tagot kifrva:
Up=1,
=1 +/ dtl ’LHI tl )
0
t t1
=14+ / dtl ’LHI tl / dtl / dtg ZHI (tl)) ( ZHI (tg))
0

0 0

00 tn—1 i 0 -, 0 i 0
U= nZl/Odh/ dts .. / dt, ( Hl(tl))( Hl(tg))...( H](tn))- (3.321)



Az integréldsi hatdrok miatt ¢1 > to > ... > t,, és az iH? oprdtorok ugyanebben a sorrendben kévetikm egymést. Erdemes
tehdt bevezetni az idorendezés fogalmat

TA)B(t') =0t —t)At)B{t') + O — t)B(t')A(t). (3.322)
A H?-k szorzata thedt frhaté gy, mint
T (—iHY(t1)) (—iHY(t2)) ... (—iHY(t,)). (3.323)

Ebben az alakban azonban a fenti operdtor szimmetrikus az idéargumentumok minden permutaciéjara. Ezért ha egy
valtozocserét végziink ugy, hogy t; ...t, — ennek permutacidja, akkor az integrandus valtozatlan marad. n = 2-re kiirva

/dtl /tldth (—iHY(t1)) (—iH(ts)) [/ dt; /tldtz —i—/dtg /tzdtl] —iHY(t))) (=i HY(t2)) =
/dtl/ dty T(—iHY(t1)) (—iH(ty)) = %T { /Odt HO(t )} : (3.324)

Az n-dik tagban n!-sal kell osztani, igy végiilis

=1 ¢ " —i [t HY(t')
= Z;{ /dtH?(t’)} =Te "Jo™ o1 (3.325)

3.7 Perturbacioszamitas

A fenti képlet vdarhato értékeit szamoljuk ki kiillonb6z6 Fock-tér dllapotok kozott. Mivel az exponencidlis formaban nem tudunk
jol szdmolni, a kifejtett alakot hasznaljuk. H?(x)-ben, a kolcsonhatdsi kép kovetkeztében szabad tereket kell befrnunk, szabad
idéfejlédéssel. A kolesonhatdsi Hamilton operatorban kvadratikusndl magasabb rendd tagok szerepelnek azonos helyen és
idében

HYt) =g / dPxV (2) o (x)Ts(2). .., (3.326)

ahol g-t nevezziik csatolédsi allandénak, ¥;-k altaldnos mezok. U varhaté értékének kifejezésében emiatt a kovetkez6 alakkal
talalkozunk:

A be- ill. kimend &llapotokndl a vakuumbdl &llitjuk elé az allapotot /2E, a;-vel szorozva, vagyis amit ki kell szamitani:
IT V2E: (0lay, .. ap, TU1(21) ... Op(an)al, ...al |0). (3.328)

k=p:, p]

¥, mindig tartalmaz egy keltd és egy eltiintetod részt, azaz irhatjuk, hogy ¥, = \If:r + ¥, ahol \If:r a keltd, W, az eltiinteto
operdtort tartalmazza. Elkezdem U -t jobbra tolni, dtkommutélva/antikommutdlva a tébbi mezén és af-eken:

U0 =40, 07 4 [U7, U], (3.329)

A kommutator/antikommutétor egy szam, kiemelhetd a varhaté érték elé. Kovetkezmény: W vagy valakivel parba &ll, és
(anti) kommutédtorként jelenik meg, vagy eléri a jobb oldali vidkuumot. Ekkor azonban ezt eltiinteti, azaz ez nulla jérulékot
ad. Tehdt véges jarulék csak onnan jon, ha a ¥, valamelyik mésik mezével (anti)kommutétort képez.

ElSszor vizsgdljuk azt az esetet, mikor ez a jarulék a U; (z) és \I!;r(y) kommutatorabdl jon — azaz bozonikus tereink
vannak, hogy ezt hangsulyozzuk, irjunk ¥ — ®. Ha zy > yo akkor a sorrend

O (2)0" (y) = F(y) @ (v) + [ (x), 2 (y)]. (3.330)

Mivel a kommutator ardnyos 1-gyel, igy vAkuumvarhaté értéke onmaga. Mésrészt (0|® (y)P~(x)|0) = 0, hiszen @~ eltiinteti
a vakuumot. Ezért

(@7 (2), 2% (y)] = (0|2~ (2)@" ()[0) = (0](2™ () + ¥ ())(2™ () + ¥ ())[0) = (0]2(2)2(y)|0) = iA(z —y).  (3.331)

Ha z¢ > yo, akkor az idérendezett szorzat miatt forditva szerepelnek az eredeti szorzatban a ®(x) és ®(y) operitorok, azaz
az eredmény x <> y helyettesitéssel jon. A két eset Osszefoglalva

O(zo — yo)iA(x — y) + O(yo — x0)iA(y — x) = iGp(z — y), (3.332)

ez a Feynman propagator.



Misik lehetdség, hogy &~ (z) az egyik aI,-vel valé kommutéatora adja a jarulékot:

O~ (2)\/2E, al, =/2E, al,tb_(x) + (@ (), /2E, al,] = [P (x),+/2E, aJ{,] = (0|®(z)|p) - (3.333)

Ekkor tehat a form faktor jon be, a hatarozott impulzusi részecske hullamfiiggvénye. Harmadik eset, ha a kimend hullamfiiggvényhez
tartozé eltiintetd operdtorokat, a,-ket tolom el bal felé. Amikor ezek taldlkoznak ®*-szal, akkor a kommutédtoruk az elz6

eset komplex konkugaltja lesz:
[V2E, ap, @ ()] = (p|®(2)|0), (3.334)

a masik form faktor.

Ha a jarulékunk ¥ és \If;r antikommutdtordbdl jon (azaz fermionjaink vannak), akkor a fenti gondolatmenethez nagyon
hasonléan kell eljdgrnunk. Azonban figyelni kell az antikommutéldsnal fellépd negativ el8jelekre. Mivel H%-ben a fermionok
mindig parban jelennek meg, ezért itt a kovetkez6 megfontolas érvényes:

— ——F ]
O(t) (alT ()T ()T (0) T (0)[b) + O(~1) (al T(0) T (0)¥ ()T ()]b) (3.335)
I

és a masodik tagban egyszer 4t kell emelni két teret egymason. Mivel itt a terek antikommutalnak, ezért ez behoz egy negativ
eléjelet. Emiatt a fenti ¢t < ty esetben A-t negativ elGjellel kell figyelembe venni, azaz a Feynman propagétor:

iGp(z) = O(x0) (0¥ (2)¥(0)] 0) — O(—z0) (0|¥(0)¥(x)|0). (3.336)

Mindkét (fermionikus és bozonikus) esetben tehdt péarositdsokat kell figyelembe venniink. Jelolés: ezeket a pérositdsokat

jeloljiik Osszekotéssel:
1

(.U(2)... U(y)...). (3.337)

Ha az 6sszes ®F teret elvissziik a jobb ill. bal oldali vdkuumhoz, akkor minden jarulék ilyen péarositdasokbél kell jojjon. Ez a

Tétel: Wick tétel:

1 —
/ / _ , , 1 B
Py D [T UL (1) o U (@) P1s D) = D Do s Dl [T O (1) . U ()| p1s s p) =
pairs
=> 11 iGr@i—z) [ wwe ™ o@)er™, (3.338)
pairs internal external

ahol u illetve v a megfelel6 hullamfiiggvényeket jelolik.

3.7.1 Szorasi hataskeresztmetszet a skalar modellben

Most mér ki tudunk szdmolni egy 2-2 szérasi hatdskeresztmetszetet a ®* modellben. (3.308) szerint egyenld tomegek esetén

do |M|?
10 6inZs (3.339)
és
o Sl 1170 gt )\
271468 QL +qe—p1—p2)M =(q1,q |Te ffoodtHI(t) P1,p2 ), ahol Ht) = | d®x =& t,x). 3.340
Els6 nemtrivialis rendben A\
—1i
M = H/d‘lx {q1,q1 |®5(x)| p1,p2) - (3.341)

Ha p, ¢-k kiilonb6z6 impulzusok, akkor az egyetlen lehetséges jarulék, ha a négy ®g-t a kiilsé impulzusokhoz kotjik. Ezt
Osszesen 4! = 24 féleképp tehetjiik meg, és mivel mindegyikben a hely x, ugyanazt a jarulékot adjdk: e*?*. Tehat a jarulék

—i\ / Atz el mtaPi=p)T — i\ 2m)4(q1 + g2 —p1 —p2) = M = —i\. (3.342)
A szérési hatdskeresztmetszet tehat, tomegkozépponti energidval kifejezve (s = E?)
do A2
— = . 3.343
dQ 6472 E? ( )

Az eredmény szogfiiggetlen, vagyis megfelel egy merev gémbon vald szérdasnak. A széré gémb sugara azonban fligg a szérasi
energiatol! Lathato az is, hogy a A paraméter szoros kapcsolatban van a szérasi tulajdonsagokkal. A teljes hataskeresztmetszet

)\2

W . (3.344)

Otot —



3.7.2 Feynman diagramok

Az e~ 1 Lifejtésénél valahanyadik rendben adéds kifejezés

0" | I e W |
1 (2—4/\) /d4x1...d4xa (o' .. |@"a1) ... @ (xa)|p-- )

n!

1 —iA " 4 4 ip'x; ipx; d4q —iq(Ty—To) ;
_E<H) /dxl...dxaep ...epﬂ.../(27r)4e a iGr(q) ... (3.345)

Minden integrdl pont 4 exponenciélishoz tartozik, mert 4-szer fodul el§ egy adott ®(x). Ezért amikor kiintegrdlom az x;-t,
akkor

/ drei®i P1Hpetpstes) — (2m)45(py 4 py + p3 + pa). (3.346)

A Kkiintegralas utdn megmaradnak a Dirac-deltdk, a Feynman propagédtorok és az integrdlasok a Feynman propagatorok
impulzusaira. Ezeket a kovetkezo szabalyokkal foglalhatjuk Ossze:

o« P, befolyé impulzus 1 (form faktor)
__ P, o+ kimendimpulzus 1 (form faktor)
q, bels6 propagator  iGr(q)
b1 p3 —iA 4
vertex o7 (2m)%(p1 + p2 + p3 + pa)
p3 P4

Ezekbdl az elemekbél az 6sszes lehetséges kombindciét 6ssze kell allitani (Feynman diagramok), és a fenti szabdlyok szerint
ki kell értékelni a diagramot.
A legegyszerilibb példa a 2-részecske szérasra

Y40 —P1

/

D —pP2

= —iA(2m)*6(p} + Py — p1 — p2), (3.347)
a 24-es faktor a péarositdasok szamaval kiesik.

3.8 Az elektromagneses kolcsonhatas

A részceskék kozott négy alapvetd kolesonhatéds lehetséges: az erés, az elektromégneses és a gyenge kolecs6hatéds, valamint a
gravitacié. Ez a sorrend a kolcsonhatdsok erésségének sorrendje is.

Miért latjuk a gyengébb kolcsonhatisokat? Ha pl. az e” és e kozott kétféle erd hatna, az elektromdgneses, és egy
milliészor kisebb erdsségli masik kolcsonhatds, akkor ezt a maésik erét a mai kisérletek alapjdn nem latnank. Az egyetlen
lehet6ség egy gyengébb er6 szaméra, hogy kevesebb szimmetridja van, mint az er6sebbnek. Ez valéban igy van az alapvetd
er6knél. Az erds kolcsonhatéds csak a kvarkokra (hadronokra) hat, az elektromdgneses kolcsonhatds hat a leptonokra is; a
gyenge kh. felel6s az iz megvaltoztatasaért.; végiil a gravitdcié mindenkire hat, és nem lehet ledrnyékolni, ezért lathaté nagy
méretekben.

3.8.1 Az elektromagneses kolcsonhatas Lagrange fiiggvénye

Az elektromagnesség elméletét leir6 Maxwell-egyenletek Lagrange-formaban is megfogalmazhatéak. Ez mér elvileg szerepelt
az Elektrodinamika keretein beliil; most ismételjiik 4t gyorsan.

Kezdjiik az anyag és elektromagneses sugarzas kolcsonhatdsanak hatasfiiggvényével. Klasszikus érvelés: allo részecskére a
potencidlis energia V = [ d®xo(x)¢(x), ahol ¢ a toltéssiirliség, ¢ az elektromos potencidl. Mozgd részecskére a relativisztikus
invariancia alapjén frhatjuk, hogy V = [ d®xj,(x)A"(x), ez irhat6 a Lagrange fliggvénybe.

Ha kvantum szinten kezeljiik a fermionokat, akkor ¥ hulldmfiiggvénnyel leirt részecske toltéseloszlésa o(x) = eP*¥; a
Dirac-egyenlet szerint ez négyesvektorra j, = e\in\I! modon alakithaté. Ilyen médon egy fermionra az elemi kolcsonhatast
leiré Lagrange-fliggvénysiriiség részlet

L;=—eWy,A"T. (3.348)

A Dirac-féle szabad Lagrange stirtiséggel eygiitt

W (i, 0" — m)¥ — eWy, AHW = W(y,(i0" — eA") — m)W. (3.349)



Milyen altalanos elvek allnak a hattérben? Vegyiik észre, hogy a vektorpotencial egy megmaradd aramhoz csatolédik.
Valéban, a szabad Dirac-Lagrange fliggvénynek van egy fazis-szimmetridja: ¥/ = e~ U, erre valéban invaridns a U*W
kombindcié. A szimmetridhoz tartozé megmaradé aram megéllapitasdhoz, mint lattuk, lokalis infinitezimalis transzformé&ciot
kell venniink. Az infinitezimélis transzforméci6

0T = —jea¥, U = jeal, (3.350)
és vegyliink a(z)-et. Erre a Dirac-Lagrange fliggvény transzformécidja

§L = 8V (iv 9, — m)W + U (iv"0, — m)dV = ieaV (iy"0, — m)¥ — W (iy"d, — m)iea¥ = ed,a¥y'¥ = ' = Uy T,
(3.351)
valéban az elektromos dram.
Mivel azonban a megmaradé aramhoz csatolédunk, lehetdségiink van arra, hogy akér helyfiigg6 transzforméciora is biz-
tositsuk az invarianciat. Valéban, a vektorpotenciallal

6L =0 [U(y, (10" — eA") —m)¥] = ed"aWy, VU — e6A Uy, U =0 = JA* =0t (3.352)

Ha tehat a fermion hullamfiiggvények lokélis transzformacidjaval egyidejlileg a négyespotencialt a lokélis transzformacio
paraméterének derivéltjaval véltoztatjuk, akkor a Lagrange fliggvény a lokdlis transzformécidkra is invaridns marad.
Elektrodinamikaban ezt a transzforméaciot mértéktranszformacionak hivtuk, azt a jelenséget, hogy a fizikai mennyiségek
mértéktranszformaciékor nem véltoznak, mértékinvariancianak neveztiik. A fentiek miatt a mértékinvariancia segitségével a
Lagrange-fliggvény globalis fazis-invariancidjat lokalis invariancidva lehetett tenni. A globélis invariancia a téltésmegmaradéssal
egyenértékli = a kolcsonhatasok a toltés-megmaradasbol kovetkeznek. Ez a mérték-elv.
Korébban mar néztiik a Lorentz-vektor mez6k Lagrange fiiggvényét (e = u = 1 mértékegységeket haszndlva):

1
L= —1FuwF", (3.353)

ahol F* = 0,,A, —0, A, atérerésségtenzor. Ez szabad foton-gazt ir le. Lattuk, hogy ez a Lagrenge fligvény is mértékinvarians
= a teljes Lagrange fiiggvény mértékinvaridns!
Lathaté modon a mértékinvariancia kozvetlen kovetkezménye, hogy a derivdlas operatora megvaltozik

V(i —m)¥ — V(i) —ed —m)¥, (3.354)

azaz a kozonséges derivaltat kicseréltiik i0,, — 10, —eA, = iD,,. Ezt nevezziik kovaridns derivaltnak. Lokélis fazistranszformacio
esetén 10, ¥ nem homogén médon transzformdlédik, azonban a kovaridns derivalt mar igen:

(iD, V) = e "*iD,V. (3.355)
A térer6sségtenzor is kifejezheto a kovarians derivalttal:
ieF,, =[D,,D,] = (0, +ieA,) (0, + ieA,) — {u <> v}. (3.356)

Mindezek alapjan a globalis transzformécié tgy tehet6 lokalissd, hogy a derivaltakat kicseréljiikk kovaridns derivaltra, és
hozzdadjuk a kovaridns derivaltak kommutatorabdl képzett térerdsségtenzor kvadratikus alakjat.

A mérték-elv, azaz a lokdlissa tett globalis transzformécié generalta Lagrange fiiggvény nemcsak az elektrodinamikaban
miikodik. A téridd globalis transzforméciéja a Lorentz-transzformécié. Ezt is lokélissd lehet tenni: ehhez be kell vezetni egy
“mérték-teret”, amellyel az inhomogén médon transzformalddé derivalt helyett homogén moédon transzformal6dé kovarians
derivéaltat képezhetiink. Ezt a mértékteret Christoffel szimbélumnak nevezziik, és a geometridval hozzuk kapcsolatba. A
lokalissé tett specidlis relativitaselmélet pedig az altalanos relativitaselmélet, melynek Maxwell-egyenletei az Einstein egyen-
letek.

3.8.2 Elektromagneses folyamatok

Az elektroméagneses kolcsonhatasnal a fermionok mezékkel hatnak koleson, a kolecsénhatas erdssége a toltés. A kolesonhatés
kozvetitd részeskéje a foton, nulla tomegii.
A QED Feynman szabdlyai

) . —iguw
fot t G = I
oton propagator iGu(p) ric
foton form faktorok bejovd e, (p); kimend Epu (p)
elektron propagétor i = -
probag 9(p) P—m+ic

elektron form faktorok bejovd e~ us(p), bejovs et v(p); kimend e~ us(p), kimend e™ vs(p)
vertex —iey, (2m)*5(p+k —q)



Figure 3.2: Elemi folyamat

Milyenek a tipikus elektromégneses folyamatok? Az &brézoldsukhoz a Feynman diagramokat hasznéljuk, amelyet egy
idosornak is felfoghatunk. Az elemi kolcsonhatéds egy toltott részecske elnyelése, egy foton és egy masik részecske kibocsétasa.
Diagram-nyelven:

A bemen6 részecske = kimendé antirészecske ekvivalencia alapjan, valamint mert a foton 6nmaga antirészecskéje, ez a dia-
gram sokkal t6bb dolgot is leir: lehet a foton bemend; lehet bemen6 és kimen6 antirészecske; lehet egy bemend foton, kimend
részecske és antirészecske, stb. A perturbaciészéamitds alapjan ebbdl az elemi kolcsonhatdsbdl kell felépiteni a bonyolultabb
eseteket; fontos, hogy a “belsé” vonalakon nem kell teljesiteni a p?> = m? tomeghéj feltételt — a belsd részecskék virtudlis
részecskék, szamolasukkor az dtmeneti amplitudéjukat leiré Feynmann propagéatort kell hasznalni. Az elektrodinamikédban
lehetséges tipikus masodrendii folyamatok:

Figure 3.3: Masodrendi folyamatok: Coulomb-széras, Compton-szoras, parkeltés.

A Coulomb széras és a parkeltés lényegében hasonlé folyamatok, hiszen megkaphatok a bemend részecske = kimend
antirészecske azonositas felhasznalasaval = a matrixelem ugyanaz.

Ezek variacidja a fékezési sugarzas, mikor az atomok terébdl kilépé foton okoz Compton szorast; vagy az atommag terében
torténo parkeltés, amely a Compton szoras elforgatottja.

3.8.3 Anomalis magneses momentum

Kiils6 térbe helyezett e~ mozgasat vizsgdlva a mozgdasegyenlet:
(id —ed — m)¥ = 0. (3.357)

Ezt megszorozva i) — e +m operétorral, és felhasznalva, hogy

1
(10, — eA,) (10, — e A )Yy = 5(2'(% —eA,) (10, — eAy) [V, 7"} + 7" Y]] = (10, — eA)? —iot (10, — eA,)(i0, — eA,),

(3.358)
ahol
uuiuu ij iij or 0 0i _ . 0.
o =50l = V=g Y = g, ) Tt o=y (3.359)
A megfelel6 egyiitthatdt is antiszimmetrizalni kell
1
(=0)5 [0, — eA,) (1D, — eAy) = (10, — eA,) (10, — eAu)] = _gFW. (3.360)
Amit kapunk:
(8, — eA,)? — ga‘“’Fw, - mﬂ = [(i0, — eAy)? = m? +ier"y E; — eBySy] v = 0. (3.361)

A skalér és vektorpotenciéllal A¥ = (@, A). Homogén magneses tér esetén A; = %sijk Bjxy, ekkor 0;A; = 0, és Fourier térben

(181 + GAZ')Q — (pl + eAl-)Q = p2 + 26141])1 + €2A2 = p2 + €2A2 + GBZ'LZ', (3362)
vagyis ekkor Fourier térben, és felhasznalva, hogy az elektron spinje S; = %Ei:
22 ﬁ 2 _ BT . —
p°—m 1 (B xr)° —eB;(L; +25;)| v =0. (3.363)

Lathatéan a spinhez kétszer akkora magneses momentum tartozik, mint a palya-impulzusmomentumhoz. Ez az ardny a
giromdgneses faktor (vagy Landé-féle g-faktor), elektronra g = 2.



Ezt az eredményt megkaphatjuk az elektron szdrds segitségével is. Ehhez nézziik a (p’¢’|p§) mdtrixelemet, ahol ¢ az
elektron spin hullamfiiggvényét jelenti. Ha egy potencidlon szérédna az elektron, vagyis a Hamilton operator kolcsonhato
része H) = TV W lenne, akkor ez a métrixelem

iM= —iuL/V(q)up — —2im§’TV(q)§ (3.364)

médon lenne kiszédmithatd, ahol a jobb oldali alak a p,p’ =~ 0 nemrelativisztikus limeszben érvényes.
Az elektrodinamikéban a kolesonhatds Hamilton operdtora HY = e A, W~y* W, ahol most A kiils§ tér, ez legyen sztatikus.
Fourier térben a kolcsonhatés:

i a0 = i [ ate,@)bnwia) = —ic [ G S ST @m0 0~ DAQIENYE). (3369

Ezen feliil a klasszikus tér kozel homogén is legyen, azaz ahol csak lehet q — 0 limeszt vesziink.
A (p’¢|p€) métrixelem elsd rendben, Fourier térben

(—ie)Au(aq) (P'E [0 TpE) = iM = (—ie)Au(q)ip " up. (3.366)
Kiils6 elektromos tér esetén A,, = (®,0), azaz
iM = (—ie®(q))tp Y up = (—ie‘b(q))uL,up. (3.367)

Ez megfelel egy V(z) = e®(z) potencidlion torténd nemrelativisztikus szérdsnak, ahogyan varjuk is.
Kiils6 méagneses tér esetén A* = (0, A), ekkor

iM = —ieA;(q)up Yitp. (3.368)

Felhasznalva az u alakjat p — 0 nemrelativisztikus hatareset kozelében, ahol E ~ m

= (28) - v (TR = (T 3205)

<?é> (Uoi _gi> - (Uoi —(;»>’ (3.370)

(€ (14 po/2m) &1 (1~ plojam)) (m 0 > <<1 +por/2m) s) _

A 707y, szorzat

azaz

_ i o
Up Y Up =M

0 —0; ) \(1=pa/2m)¢
=m |:§/T (1 + I;/—’n:) g; (1 + %) 5 — é"T (1 — I;/—TZ-) g; (1 — %) §:| — §/T [p/O'UZ' + Uipa']g, (3371)

vagyis eltlinik p’ = p = 0 limeszben. Mivel o;0; = §;; + i€;j,0%, €zért

tpyup = (0% + )€ € i (0 = p);€ o€ = —0f 4+ pi)€ € + iz o (3.:372)
Visszairva ezt a formét
iM = —ieA;(q)(p} + pi)f'Tf +ied;(q) iaijkqu'Toké (3.373)
Az els6 tagban p’ = p-t beirva kapjuk 4llandé mégneses térben:
—QZSAZpZé'/Tf = _iesijkBjIkpingg = —ief/TBijg. (3374)
A maésodik tagban
By, = €150, A; = —ieijrq; Ai. (3.375)
Ezzel a masodik tagban irhatjuk
ieAi(q) ieijng; & oné = —iet' Byoré = —2ied’  BSie, (3.376)

ahol S = 01 /2 az elektron spin operatora. Ezzel

L +2S

iM = —2im¢ T B——=>
2m

e

potencialon vald szérasnak felel meg.



Léathaté tehét, hogy dltaldban a (p’&’|p€) szérdsban a kiilsé térben linedris tag vizsgdlata vezet el a magneses momentum
értékéhez. Altalaban QED-ben ugy irhaté fel, hogy
o qy

2m

iM = —ieA,(q)uy TP, p)up = —ieA,(q)ip [v*Fi(¢%) + Fo(q?) | up. (3.378)

A TH az effektiv vertex, vagyis a belsé fotonok kikiiszobolése utan a kolcsonhatés —eAM/;F‘%/) alakid. Vezet6 rendben, ahogy
lattuk F1 = 1, F2 =0.
Allandé elektromos térben q = 0-ndl a masodik tag nem ad jarulékot, ekkor ugyanaz a levezetés mint elébb, vagyis
megfelel egy
V(z) = eF1(0)®(x) (3.379)

potencidlon valé szérdsnak. Vagyis az elektron toltése eFy(0), de masrészt a toltés e = F1(0) = 1.
Miégneses térben az els6 tag ugyanazt adja, mint fent, csak Fj(0)-val szorozva. A mésodik taghdl p’ = p = 0 esetre
ugyanazt kapjuk F5(0)-val szorozva, hiszen o;; = €, Xk:

tie(2m) AT EIRGTE ¢ by (0) = e Fy(0) Asicijng;€ T one (3.380)

2m

Osszesen tehat a megfelel§ potencidl

e

Va(z) = g=—Bs, g =2(F1(0) + F5(0)) = 2(1 + F»(0)) = 2(1 + a.). (3.381)

2m

Vagyis kolcsonhaté elméletben a giromagneses faktor nem 2, hanem attél valamennyire eltér.
Az elsérendii vertex-korrekcié kiszamithaté és véges értéket ad Fb-re, értéke

Fy(0) = % =0.0011614 (3.382)

(Schwinger, 1948). A giromdgneses faktor kisérletileg is mérhetd, pl. a H-atom hiperfinom felhasaddsdnak mérésével. A
mérés értéke a. = 0.0011597, nagyon j6 egyezésben a szamitdsokkal.

3.8.4 Az elektron-miion szoras

A miion vertexfiiggvénye ugyanaz mint az elektroné
Hy=HS +HY,  H"— ¢ / BT A", . (3.383)

Ki akarjuk szamolni a
(1" (pa, sa)u™ (p3, s3)le” (p1, s1)e™ (pa, s2)) (3.384)

matrixelemet. A diagram olyan mint az elektron parkeltésnél. Ehhez méasodrendii tagokat kell figyelembe venni

1 o o
13 [P [ atdy (e T8, (040 Y )T (0) A, 1" V). (3.385)
Matrixelemei:
[/ || | i
= — \T v \T - = v m —tGuv
—* (T T, A", U Ay Wele™e™) = —e20, (p2)7" s, (p1)tis, (P3)7" 05, (m)ﬁ(%)%(m + P2 — D3 — pa).
[ — P1 T P2
(3.386)
Tehat
Myi = €05, (p2)yputis, (p1)ss (P3)7" v, (p1)———. (3.387)
(p1 + p2)?
Nekiink | M f;]? kell. Ehhez
(Tyuu)* = (M) = ulyf v = a0, (3.388)
mert ’7):’70 = Y0V BEzzel
4
e
Myl = 2 (W702007" u5) (57" 04027 u1) (3.389)

Egyszertibb végeredményhez

e polarizalatlan bemend éllapot = atlagolds



e minden végallapotot 0sszemérem = Osszegzés
Azaz

=53 550 S M
Mivel

52 83,54

(3.390)
Z us(p)us(p) = ¢+ m,

ezért amit kapunk

(3.391)
W1Yuv2U2Y w1 = Tr(pr — me) v, (P2 + me) v
ayPustisy’va = Tr(pa + mu)vH (s — me)y” (3.392)
Mivel
Tr{'71'72 .. "72n+1} =0, Tr'ﬁﬂ/u = 4g;wa TT’VM’VU’VQ’VU = 4(.9qu90 — GuoGvo + g;wgug), (3-393)
ezért
Tr(pr — me)vu (@ + me)vw = 4[p1up2v + P1oP2y — Guv(P1p2 +m2)], (3.394)
ugyanigy a milonokra is. A teljes jarulék
TAATD 8e! 2 2 2 9
IM|? = =3 [(p1p3)(p2pa) + (p1pa) (p2p3) + (p1p2)m;, + (p3pa)m; + 4memu] . (3.395)
Tovabbi egyszertsitéshez vezet, hogy ha m. =~ 0-t vesziink. TK-i rendszerben szamolva
b1 = (Evp)v b2 = (E7 _p)u p3 = (Euk)7 Pa = (E7 _k)7 (3396)
valamint F ~ p. Ezzel
pipe = E? + p? ~ 2E%,  pips = pops = B2 —pk ~ E? — Ekcosf pips = paps = E* + pk~ E? + Ekcosf (3.397)
fgy, mivel s = 4E2:
4
e
2 == —

[E?(E — kcos0)? + E*(E + kcosf)® + 2E2mﬂ =t
A szorési hatdskeresztmetszet

m2 m2
n 1% 2
1+—2—|— 1——2 cos“ 0| .

(3.398)
do 1 A(s,mZ,m2)
— = 2, 3.399
dQ  64n3s A(s,0,0) M ( )
Mivel
A(s,m2,m?) m?
2 2y _ 2 2 _ 202 2 M M) 1
A(s,m*,m?) = s —4dsm;, = 16EL°(E* —m~) = N00) 1_ﬁ' (3.400)
Vagyis
do et m2 m2 m2
— =\ 1-L 1+ L+ |1-—£ 20 . 3.401
Q. 64m2(4E?) | T e B2 )" (3:401)
A teljes hatdskeresztmetszethez a szogintegralok
9 4
dQ1 = 4m, dQ cos® 0 = 3™ (3.402)
ezzel, valamint o = e?/4m-vel:
2

T

_mo? o mi () m
ot = 3pE\ TR\ T aEE )

(3.403)
Lathatéan akkor van csak jarulék, ha az energia nagyobb mint a miion tomege. A gy6kos indulds jellemz6 minden tomeges
részecskére. A szdmolas eredménye az eléfaktor és az utolsé tag. Nagy E-re megkapjuk a szokdsos 1/E? viselkedést:

4o
Otot =

ha s> m?.
3s s

(3.404)



Az egész szamolds ugyanez marad, ha miionok helyett kvarkok vannak a végallapotban. Kvarkok toltése e, = Qe, ahol
Q =2/3 az u, c,t kvarkokra és Q = —1/3 a d, s,b kvarkokra. Emiatt tehat

2 2 2

- 4+ — _ 27TCY ml] mq

O'tot(e e’ — qq) =Q m - ﬁ <1 + @ . (3405)
Nézziik a kovetkezd aranyt:

orot(e” et — hadron) N, Eq owot(e” et = qq)

R = =
Tror(e et = pmpt) Tior(e”et = ppt)

(3.406)

mert a hadronokba valé dtmenet bamilyen szinli kvarkon keresztiil torténhet. Ha olyan energidkat vesziink, amelyek két
kvark tomege kozé esnek, akkor

R(s)~ Y No > O(s > 4m2)Q2. (3.407)
q
Pl. s =1 GeV esetén az u,d, s kvarkok szamitanak, azaz R =~ 2.

3.8.5 Elektron-miion szdras
Ha a (e~ (p2, s2)1t™ (pa, s4)|e” (p1,51)p~ (ps3, $3)) folyamatot vizsgéljuk, akkor ami véltozik (3.387)-hez képest, hogy csak u-k
vannak, nem v-k

1
Mfi = 621_1452 (pZ)FY,uusl (pl)ﬂ% (pB)’YHum (p4) ( (3408)

p1—p2)?
Mivel a spin-dtlagolt, felosszegzettt végdllapotos eredményben Y ui kell > vo helyett:
> us(p)is(p) =p+m=—(—p—m) ==Y _v.(-p)vs(—p), (3.409)

ezért csak az impulzusok el8jelében lesz véltozds (3.395)-hez képest

4
8e 9

IM|? = 2 [(p1p3)(p2p4) + (p1pa)(p2p3) — (p1p2)mu — (pspa)m? + 4m§mi] ’ (3.410)
vagy, ha me ~ 0:
—_— 8et
|IM[? = TETSE [(p1p3)(p2pa) + (P1p4) (p2ps) — (p1p2)mﬂ . (3.411)

Amit latunk, hogy az M maétrix elemei a két folyamatban ugyanazok, ha minden impulzust befelé iranyitunk, és ennek

oka a mar latott
D us(p)as(p) = =Y vs(=p)s(—p) (3.412)

S

Osszefiiggés (egy eljel az M-ben elképzelhetd, de nem szédmit). Vagyis egy bemend részecske megfelel egy ellentétes impulzusi
kimend antirszecskének. Ez a TCP szimmetria kovetkezménye, és az M-matrixra vonatkoztatva ezt keresztezési (crossing)
szimmetrianak mondjak.

A kinematika azonban teljesen mdssd teszi a végeredényt. A mostani esetben (kb. tomegtelen e~ esete)

b1 = (p7 p)7 b3 = (Eu _p)7 b2 = (pa p/)7 P4 = (Eu _p/)7 E= \/p2 + mﬁ, (3413)
Ezzel

pip2 = p*(1—cosh), (p1+p2)® =2p1p2 = 2p*(1—cosh), pips = paps = p(E+p), pips = pap3 = p(E+pcosh), (3.414)

vagyis

2¢*
22(1 —cos0)2 [(E+p)* + (E+pcost)® — (1 —cos@)m?] . (3.415)

A hatdskeresztmetszet (s = (p1 + p3)? = (E +p)?)

M2 =

do M2 B o?
dQ  6472(E +p)2  2p2(E +p)2(1 — cosb)

5 [(E+p)* + (E + peosh)® — (1 — cosO)m?] . (3.416)
Ha E > mi, azaz ultrarelativisztikus limeszben

do a?
— =4 1 6)?] . A1
dQ  8E?(1 —cosh)? [4+ (14 cos)7] (3417)

Kis sz0gii szérasnal ~ 1/6* divergencia = a teljes hatdskeresztmetszet divergal, mint a Coulomb szérds esetén.



3.9 Az eros kolcsonhatas mértékelmélete

El6szor nézzik a kvarkok Lagrange figgvényét. Viélasszunk ki egy kvarkot, pl. a d kvarkot, jeloljik a hullamfiiggvényét
U = d-val. Ez fermion, és van egy szin indexe. A harom szin-allapot egymadssal teljesen egyenrangu, tehdt a szabad
Lagrange-fiiggvény alakja

3
Lo=_di(id —m)d;. (3.418)

Ennek a Lagrange-fliggvénynek (a fézis-transzformdcion kiviil) van egy SU(3) szimmetridja: d; = U;dy, ahol U egy 3 x 3

unitér matrix. Valéban
3

3
&:ZZ (i — m)d, = Z J ; (i@ — m)Usdy, = Lq. (3.419)

7,k=1

A

Mi a megmaradé dram? Ehhez paraméterezziik U = e~2%=*« médon, ahol a = 1...8, hiszen ez egy 8-paraméteres csoport.

Tegyiik wq-t helyfiiggvé; ekkor a Lagrange-fliggvény transzformécidja (elhagyva az i szin-indexet)

)
2

£y = d(z) e3@e @ (i —m)e 19 @ad(z) = L4+ Owa(x) d(z) 22y d(). (3.420)

Innen a megmaradd aram
gh = J(x)%”y“d(x). (3.421)

Ez 0sszesen 8 darab megmaradé dram, minden paraméterhez tartozik egy (mikor csak azt a paramétert véltoztatom).
Ha lokélissd akarom tenni e szimmetridt, akkor mind a nyolc paraméterhez be kell vezetnem egy mértékteret = A7,
nyolc vektorpotencidlom lesz. A vektorpotencidlokat a derivaltak mellé rendelem, kovaridans derivaltat csindlok bel6liik:

iD,, =i8, — gAS. % = Lg=d(id — ¢ —m)d, (3.422)
ahol bevezettiik A, = A}, )‘7“ jelolést. A vektorpotencidloknak gy kell transzformalédniuk, hogy az 4j L4 invaridns legyen:
n=dUT (i) — gt/ —m)Ud = d (y*U(i0, — gA},)U — m)d = d (i) — g4 — m)d. (3.423)
Ez azt jelenti, hogy
Ul (i0, — gA))U = —gA, = gA), =i(0,U)U" + UgAU" = U(gA, —i0,)U" = —iUD,U". (3.424)

Itt tehdt az A terek nemcsak additive transzformalédnak, hanem maguk is “forognak” az SU(3) transzformdcié hatdséra.
Infinitezimalis transzforméciéval

1
A - Lw® + fPWPAS ahol [N, M) = 2 fP . (3.425)

Ilyen médon el tudtuk érni, hogy L lokalisan invaridns legyen, ehhez be kellett vezetni a kvarkok és nyolc darab vektor-
potencial kolesonhatasat = 8 gluon.
A gluonok dinamikéjédhoz a térerésséget szamoljuk ki

1 1
Fuy = 21Dy Dull = 210, +igAu, 0 + ig AL = 0 Ay = 0, A+ ig[Au, Au) (3.426)

Komponensekben kiirva
Ff, = 8,A% — 0,A% — gfe Al AC. (3.427)

Mivel D' = UDUT, ezért a térerésség transzformicidja is F' = UFUT. Itt tehdt a térerSsségek nem fizikai mennyiségek!
Hogyan képezhetiink invaridns Lagrange-fiiggvényt? Nyilvan Tr F),, F'*¥ is invaridns, igy a QCD Lagrange-fliggvénye, az
Osszes kvark-izre felosszegezve
- 1
Locp =) Wy (iP —my) ¥y — 5 Te Fu F. (3.428)
7

3.9.1 Az er0s kolcsonhatas jellegzetességei

er6s a csatolasi dllandé: mig az elektrodinamikaban a ~ 0.0074, a QCD-ben as ~ 0.21. Emiatt nincs éles hatarvonal a
kotott allapotok mérete és kotési energidja kozott.



kolcs6nhatoé gluonok : mig a fotonok, az elektromégneses kvantumok a Lagrange-fiiggvényben kvadratikusan szerepeltek
= szabadon terjedtek, a QCD-ben F-ben van A2-es tag is az A-s mellett, igy £-ben A3 és A* is eléfordul. Vagyis a gluonok
kolesonhatnak, a kolcsonhatasi erdsség pedig ugyanaz mint a gluon-kvark kélecsonhatds, azaz nagyon erés. Emiatt a gluon
er6vonalak vonzzdk egymédst = a kvark és antikvark k6zott hiiz6dé erévonalak nem kiterjednek, hanem egy szalla (hir)
allnak ossze. Az erdvonal siirliség nem érzékeny a kvarkok tdvolsdgara, ezért a hur energidja (~ [ A?) a hiir hosszéval ardnyos.

kvark-antikvark potencial : Monte Carlo szimulaciéval mérhet, vagy kisérletekbol kbvetkeztethetiink ra. Kis tdvolsagokon
Coulomb-szerii nagy tavolsadgokon linearisan né:

Vir)~ -2 4o (3.429)
T

A lineéris potencidl kisérleti kovetkezménye: Regge trajektéria m? ~ J. Erre klasszikus érvelés: tekintsiink egy V(r) = or
potencidlban kérmozgast. A mozgas feltétele ultrarelativisztikus esetben

2

mu c
~_s = pc = or. (3.430)
r r
Az energia és az impulzusmomentum
2 2.3
¢ mcc
E = mc? = pe, J=pr= pe_ . (3.431)
o o

Mivel a potencial co-ig né, ezért a kvarkok nem lehetnek szabadok, csak a szintelen objektumok.

A QCD toltése : Mekkora a g, a QCD toltése, a kolesonhatds eréssége? Szamoljuk ki (gp|gp’) gluon héttéren vald
szordsat (vagy kovetkeztesstink erre valamilyen bonyolultabb folyamatbdl) = g vertex. Elsé rendben kapjuk, ha a kvarkok
impulzuscseréje g:

2,2 g° 2 'S
T'(q%, =g- 11— =Ny |In=+.... 3.432
(¢.pn°) =g 327T2< 3f)nu2 (3.432)
Benne marad egy skala! Altaldnos jellegzetessége a kvantum térelméletek radiativ korrekcidéinak: hogy véges eredményt
tudjunk definidlni, rogziteni kell egy skaldt: ez éppugy hozzatartozik a rendszerhez, mint a csatoldsi dllandok vagy tomegek.
Egy adott skéla valasztdsanal megmérve I'(¢?, u?)-et, és innen kiszdmolhatjuk g-t. Ha mar tudjuk g értékét, mas folyama-
tokban bemend paraméterként hasznalhatjuk.

Kiilénbozo skaldk esetén tehdt més és mas g-t kapunk. g tehat fiigg p-t6l = futd csatolasi dllandé. A mérhets I’
azonban nem fligg a valasztott p-t8l — ebbdl kitaldlhaté a g(p):

or dg g3 2 b 4
=0 = hol = — 11— =-N¢ ) =——g°. 3.433
Olnp Y Blg)  ahol f(g) 1672 3Vs 9 ( )
Ennek megoldésa:
2 9°(1o) as(po)

g () =— 2m0) vagy  as(p) = o (3.434)

1+Mlnﬂ 1+b0¢s(,u0)ln'u—2

m Ho o

ahol as = g%/4m. Bzt az eredményt tobbféleképpen értékelhetjiik:
e ha p? = ¢?, akkor I' = g, vagyis éppen a kolcsonhatds erésségét kapjuk ¢ impulzusdtadasnal = R~ 1/q skdlan.
(0)

e Osszevonva (as ' = as(po))
) al? 1 ) 2~y
as(q®) = 7 = et ahol  AjHep = ppe "5 . (3.435)
1+ba®P -5 bln—
Ho AQCD

Agcep nem fiigg a o skdlatol, ahogy ezt a futds segitségével ellendrizni lehet. Mivel as > 0, ezért ¢* > AQQC p (feltéve,
hogy 11 — 2N¢/3 > 0).

e emiatt a4(¢> — co) — 0, azaz nagy energidkon, kis tdvolsdgokon a csatoldsi allandé eltfinik = aszimptotikus
szabadsag.

e ha ¢®> = Aop, akkor oy = 00 = infravorés Landau pélus. Kis energidkon, nagy tavolsdgokon a QCD kvark-gluon
rendszere nem az alapéllapot, helyette kvarkok kotott, szinetelen dllapotait latjuk = hadronok.



Kiralis szimmetria Vegyiink két kvarkot ¢ = (u,d). Hajtsuk végre az aldbbi transzformécidkat:

- a 1 1
¢ =Ug=e ' Tag, illetve ¢ =Uyq= e~ tassTag ahol Ty = 3 T, = 50a- (3.436)

Az elsé transzformécié o komponense a fazistranszformacié, az o’ komponense pedig az izospin forgatds, a hozzajuk tartozé
megmaradd mennyiségek pedig a kvarkszam illetve az izospin és annak harmadik komponense:

SL = 6q(id —m)q+ q(id —m)dq = ia*qT* (i — m)q — iqg(id — m)T*a’q = (9, a®)y*Tq = Ji=qy"T"q. (3.437)
A masodik tipusi, v5-6t tartalmazé transzforméacioré szimmetria? A Dirac-adjungalt transzformécidja

g = (Usq) o = ¢l 37 ang = gem o5 e, (3.438)
mert {,,75} = 0.

q' (i) —m)q = qUs(i@ —m)Usq = q (id)q — mqU3q. (3.439)
Vagyis csak akkor szimmetria, ha m = 0, azaz tomegtelenek a kvarkok. Ebben az esetben az af transzformécié a fazist
ellentétesen forgatja a bal és a jobbkezes kvarkokndl, az o pedig a bal és jobbkezes kvarkokndl ellentétesen forgat az izospin
térben. Az ehhez tartozé dramot ug helyfliggévé tételével lehet megkapni:

§L = 8q(id —m)q+q(id —m)dq = —ialqT s (i —m)q—iq(id —m)afTvsq = —2imalqysT q+ (0,a)aT Y, vsq. (3.440)
Vagyis, mivel 0L = 0, parcidlis integrélas utan kapjuk:

J5 = ql 54, oM Jg, = —2imgysTq. (3.441)
Mivel az u,d kvarkok “majdnem” tomegtelenek (a 4 ill. 8 MeV tomegiik sokkal kisebb mint a legkénnyebb hadron, a pion
140 MeV-es tomege).

Mégis: sem az L illetve R mdédusok megmaradasat, sem az izospinhez hasonlé multipleteket nem latunk! Miért?

Az af-hoz tartozé axidl dram anomdlis! Ez azt jelenti, hogy bar klasszikus szinten megmarad, a kvantumos korrekcidk
miatt mégis sériil. Hurok szamolasban az axial és a szokdsos vektor aram — 2y matrixelem haromszog diagramjai linearisan
divergensek, és nem lehet gy regularizalni az elméletet, hogy mindkettd megmaradjon = az axidl aram megmaradés
séril. Masik kép: az axidl transzformacio elvégzésekor a Dirac-operator energiaszintjei eltolédnak, az L felfelé, az R lefelé
= az 1j vakuumban L részecske és R antirészecske lesz. A mértéktér mozgasat is figyelemmel kisérve, megviltozik a
mértéktér topoldgidja, “csavaroddsi szam” jellemzi = a csavaroddsi szdm a megjelend médusokkal Osszefiigg (Atyah-
Singer indextétel). M&s szdval az axidldram divergencidja a topoldgikus toltéssel fejezhetd ki:

2
9", = —%E“V‘QUFSUFZ;U Te[T°TtT). (3.442)
Az axidldram esetén a = 0 ezért dp./2-t kapunk. A jobb oldalon 4ll6 mennyiség térintegralja fejezi ki a mértéktér csavaroddsanak
megvaltozasat, ez mértékinvaridns. A jobb oldal mésrészt teljes divergencia, vagyis definidlhaté egy megmaradd dram, azon-
ban az nem mértékinvarians.

A chirélis izospin dramok pedig spontdn sérilnek! Ez azt jelenti, hogy bar a Hamilton operdtor invaridns a transz-
formécidra, de a vakuumallapot nem! Ennek jele, hogy olyan operator, amely transzformdlédik az axial transzforméacié alatt,
nem nulla vakuum varhaté értéket kaphat. Most

(Olgql0) = <OIqEqR + quL|0> : (3.443)

Ha a bal- és jobbkezes kvarkok masképp transzfromalédnak, akkor az operator transzformalédna. Ha a vakuum invaridns
lenne, akkor

(Olaal0) = (0|t aqUs[0). (3.444)
3 _

Vélasztva af = w/2-t, a fenti kifejezés jobb oldala — (0|Gq|0) lenne, azaz az egészet lenulldznd. Ha azonban Us |0) # |0),
akkor a fenti egyenl0ség nem irhato fel. Vagyis a chiralis kondenzatum nem nulla volta azt jelenti, hogy:

Olqgl0) 20 = Us|0) # [0). (3.445)

Hogyan képzelhet6 el, hogy a vakuum nem invarians? Magnesség példdja: bar a spinek mindegyike forgasinvarians, az
alapallapot lehet rendezett. Ekkor egy adott alapéllapot elforgatottja egy masik, ugyanolyan energiaju allapot, az Osszes
allapot terében tehat sok azonos energiaju alapdllapotot kapunk. Ez olyan, mint egy kalap. Végtelen nagy rendszer esetén
azonban az Osszes spin egyszerre vald elforgatdsa idéfejlodés soran egyre kisebb valdszintiséggel kovetkezik be = bera-
gadunk az egyik vakuumba, barmelyikbe, ez spontan valasztodik ki, de onnan méar nem tudunk tovabblépni. Ugyanakkor az



a gerjesztés, amelyik az egyik vakuumot a masikba viszi, ugyanolyan energidju allapotokat kot Gssze, azaz energiabefektetés
nélkiil gerjeszthetd, nulla témegli = Goldstone bozon. Mégneses rendszerben ez a spin-hulldim. A chiralis szimmetria
esetén ezek a pionok. Ha tehat egy infinitezimalis axial transzformaciot végziink a vdkuumon, akkor olyan, mintha pionokat
keltettiink volna: Us |0) ~ |7(p = 0)). Mivel az infinitezimalis transzformécié generatora a megmaradé toltés, ezért azt is
irhattuk volna, hogy

[ @xiz)10) ~ ln (o = 0 (3.446)
Innen Lorentz-invariancia és az axial forgatdsok segitségével irhato:
(0138, (@)[7"(0)) = fapud®e ™", (3.447)

ahol f, valamilyen &llandé6 (pion bomlési 4llandd). A fenti egyenlet divergencidjat véve x = 0-ndl, és kihaszndlva az axidldram
megmaradasi torvényeit:

(010" 38, (2)[x" (p)) = ~2im (0lqrsTqlx"(p)) = ~ifp*6™ = p*=m] = % M2, (3.448)
ahol M? = 2(0|gysT3q|m*(p)), valamilyen energiaskala. Innen latszik, hogy nulla kvarktémegek esetén az axil dram meg-
marad, és a pion tomege nullava valik, vagyis valoban Goldstone bozon lesz.



Appendix A

Appendix

A.1 Klasszikus szoras centralis potencialon

Altaldban centralis potencidlra a palya egyenlete: hengerkoordindtdk, v? = v2 —i—v?p, ugy valasztom a palya sikjat, hogy v, =0

legyen. Megmaradé mennyiségek

J . Uy J
J=mrv, = up:%, (p:TZW
& 2 2 2
: 2
E:%—i—U(T):%—F#—FU(T) = vT:\/%(E—U)—miTQ.
A pélya
dp _ ¢ _ J/r’
dr v, \2m(E—-U) - J*/r?

Innen a széras szoge (1. Fig. 2.4)

o 7d J/r?

Tmin
ahol 7,;n-re a nevez6 nulla. Mivel végtelen tavol

2

" V2m(E —=TU) — J2/r?’

E= m;’OO, J=mub = J=bV/2mE.
Ezt beirva
1/T7nin
b/r? dx
Y = d’l’ = b 9
\/l—bz/rz—U/E J \/1—b2:c2—U(1/x)/E

A.2 Konstruktiv eljaras a Dirac-egyenlet megoldasainak megkeresésére

A Dirac-egyenlet:

(puy" —m)y(p) = 0.

Beszorozva ezt az egyenletet L-lel, és felhasznélva a ~y* vektor-operator jellegét kapjuk:

0= L(py" = m)$(p) = (pu Ly L™ = m)Lop(p) = (pu [A')47" = m) Lo (p).
ez az egyenlet azt mondja, hogy f/z/J(p) kielégiti azt az egyenletet, amelyben az impulzus [A‘l]{f,pu = AFpu. Vagyis
¥(Ap) = Lip(p).

(A.1)

(A.9)

Vagyis ha meg tudjuk &llapitani p = 0O-ra az E, sajdtértékeket, akkor véges p-re az energia sajatérték az (Fy,0) Lorentz-

transzforméltja, a sajdtvektor pedig L1 (0).
p = 0-ra h(0) = yom, vagyis a sajatérték-egyenlet

00mO

000m
mO0 00
0mO0 0

Y(0)=Ep(0) = E*’-m?=0 = FE=+m,

(A.10)



azaz két +m és két —m sajatértékiink van. Szokds a sajatvektorokat m-re normalni. Az igy normalt sajatvektorok szokasos
jelolése: +m-hez tartozik 1(0) — u,-(0), a —m-hez tartozét pedig ¥(0) — v,-(0)-lal jeldljiik, ahol » = 1,2. A +m-hez tartozd
sajatvektorok

00mO 1 1 00mO 0 0

00 0m 0 0 000m 1 1

mooo (1|71 mooo|loflT"]o (A.11)

0mO0O 0 0 0 0mO0O0 1 1
Vagyis

&r 1 0
UT(O) = \/E 5 y ahol 51 = 0/’ 52 = e (A12)

Hasonléan

r(0) = \/a( & ) . (A.13)

Forgatds hatdsa ezeken az allapotokon: a forgatas-oprator

7%“‘)‘7 i
L(w) = (e 0 ) e L A e B (" O) , (A.14)

0 67%(4)0'

ez a belsé impulzusmomentum, azaz spin operatora. Ennek hatdsira

%E;;uT(O) = spur(0), %E3’UT(O) = s,v,-(0), (A.15)

ahol 510 = :I:% = az r index a spinnek felel meg.

Véges impulzus esetén, ahogy volt sz6 réla, meg kell keresni azt a Lorentz-transzforméciét, amely (m,0)-bdl (E, p)-t
csindl. Ugyanez a transzformdcié (—m,0)-b6l természetesen (—F, —p)-t csindl! Vagyis minden impulzusra lesz egy pozitiv
és egy negativ energids megolddsunk. Eldszor vélasszunk specidlis koordindtarendszert, ahol p = (0,0,p3). A Lorentz
transzformacié ekkor a t-z altérben

_ (coshn sinhn 7 e—393m
N (Sinhn coshn) - L= < 0 e3osn |- (A.16)
Vagyis
L 1
_ . e‘awn&~ B B e—g%n&ﬂ
Um(p) - Lur(o) - \/E ( 8%037757« ) 5 UT(p) = L’UT(O) = \/E (_Q%USWé'T) . (A17)

Mivel o3 diagondlis, irhatjuk a bal-és jobbkezes boostot a kévetkez6 alakban

in
€373 = (82 0 ) = e%"P¢ + e_%"Pi, ahol Py = (é 8) , P = (8 (1)) (A.18)

0 e 2"
projektorok. Felhaszndlva a valds térbeli Lorentz-transzformécié képletét (A.16), kapjuk

e2/m = \/eny/m = Vmecoshn +msinhny = VE+p3 = 2737\ /m = VE+p3sPy ++E —p3P,. (A.19)

Projektorok fiiggvényére irhatjuk

flaPy+bP)) = f(a) Py + f(b) P, (A.20)

mert

n

faPy+0P) =3 fulaPr +0P)" =3 £ 3 (Z) AV FPEPITR =S (" P+ 6P = f(a)Pr o+ f(D)Py, (A21)
n n k=0 n

hiszen ha k # 0, akkor Pf =Py, PTk = Py, és P Py = 0. Ezt felhaszndlva

e4oun /i = /(B + ps) Py + (B — p3) P, = /B + psos. (A.22)
Ez specidlis koordinatarendszerbeli alakja a Lorentz-invaridns /p,o” kifejezésnek. Ugyanezt elvégezve

e37\/m = \/E = psas, (A.23)

amely speciélis koordindtarendszerbeli alakja a /p,0” kifejezésnek. Visszairva ezt (A.17) képletbe kapjuk:

wior= (VEZE) - (Y. (a:20



A.3 Lorentz-invarians normalas

Hogyan transzformalédik a Dirac-delta egy Lorentz transzformécié hatdsara? Attérve egy z irdnyban V sebességgel mozgd

koordindtarendszerre a négyesimpulzus trf-asa:
E'=vE+p.V), p.=90p:+VE), py=ps,  Py=Dy

Emiatt:
o(p" —d') = d(pl, — ¢;)d(py — )0V, — q.) = 6(Pe — 42)d(py — 4y)0 (P}, — 7).

A z komponens transzforméciéja:
5(p, — q.) = 6(v(pz — ¢=) + yo(Ep — Ey)).

A Dirac-delta argumentumat kifejtve p — ¢ koril:

dE
Ep:Eq"’(p_Q)d—;:Eq"“(p_Q)

azaz

006~ at) =6 (- = a0 (1452 ) ) =0 (02 = 0 22 ) = 220002 = 00,

p

(figyelembe véve, hogy |f'(2)|6(f(x)) = 6(x — o), ahol f(xg) = 0). Ezért:

E
2 2 2
Nyd(p—q) = Nyé(p' —dq') = N E: ip—aq) =

X

N} = 2E,, vélasztést fogjuk fizikai normélasnak tekinteni:

Ip) = 2Ep GL |0) .

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)



