STATISZTIKUSFIZIKA |
A statisztikusfizika alapjai

Satisztikus fizika tArgya. A statisztikus leir s szilkségessége

A termodinamika a apvet6, dtalanos érvényt dsszefliggéseket szolgadltat a makroszkopikus
testek tulajdonsagairal.

Azonban afenomenologikus leiras nem lehet avégso szo. Hianyzik:
- amikroszkopikus magyarézat
- aszereplé anyagi allandok értelmezése
A statisztikus fizika erre iranyul, tovébbi célja
- fluktuaci ok, korrelacidk szamitasa
- Uj, makroszkopikus jel enségek magyarézata— pl. szupravezetés, szuperfolyékonysag
- kollektiv viselkedés torvényeinek felderitése
- kaotikus rendszerek viselkedésenek statisztikus leirasa
Jellemzé: interdiszciplinaris felhaszndlas (matematika, biol6gia, szociol dgia, kbzgazdasagtan)
Téamaszkodni fogunk (egyebek mellett) atermodinamikara és a val 6szintiseg-szamitésra.

A makroszkopikus testek sok (~10%) részecskébé| dlnak. A Laplace-démonnak , végtelen”
nagy szamitogép kellene , végtelen” hosszu szamitasi miivel etekhez, raadasul ,, végtelen”
pontosan kell szdmolni a dinamikai instabilités, vagyis a kezdsfeltételekre val 6 érzékenység
miatt. (De azért probakozunk: a molekuladinamikai szimuléci 6kban 10°-10° részecske
szerepel.) Ehhez jon még a QM bizonytalansdg. Mindez zért rendszerben van. A kérnyezettel
val 6 teljesen nem kikiiszobolheté kélcsonhatas altaldban ellendrizhetetlen.

Részleges az informacio mert:

- aszabadsagi fokok széma nagyon nagy

- akornyezettel valo kélcsonhatas nem kiiszobolhet6 teljesen ki
- amérési pontatlansag informéciovesztést okoz

- arsz dinamikailag instabil

A rengeteg részecske pontos adatai nem is érdekelnek. Szilkségiink van a mérheto
makroszkopikus (termodinamikai) jellemzokre (P, T, V, U...C,, C,, k7 stb.), illetve ezek
térbeli ésidobeli vatozasarapl. P(r,t), T(r,t). Itt nem matematikai pontba mutat az r, hanem
kis térfogatelemre, amiben azért mé& nagyon sok részecske van.

Lehet a statisztikus fizikat QM aapon felépiteni, deitt el6szor csak aklasszikus fizikara
fogunk tdmaszkodni. A kvantum-effektusokra a kvantummechanika targyal asa utan térink ki.
Jelezni fogjuk, hogy mely dsszefliggések dtalanos érvenyiiek, és melyek igazak csak
klasszikusan.

A Klasszi kus mechanika néhany eredményének sszefoglal asa

A klasszikus fel épitéshez a klasszikus mechanika elveibél kell kiindulni. El6szor egy zart
rendszert vegyunk, vagyis egy olyat, amely semmilyen kilso hatasnak nincsen kitéve, a
kllvilagtol tokéletesen szigetel 6 falakkal van elzarva. Ez az N részecskébdl allo rendszer egy
H Hamilton-figgvénnyel jellemezhet6:



3N
H (GO Py Pan) = P/ 2M+V (¢h,--Gay )

i=1
ahol feltettlk, hogy arészecskék a g tdmegkozépponti (Descartes-)koordindtékon és a p;
impul zusokon kivil tovébbi szabadsagi fokokka nem rendelkeznek. A kanonikus egyenl etek:
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(elvben) meghatarozzak arendszert tokéletesen jellemzo trajektoriat a6N dimenzids
fazistérben, feltéve, hogy egy tetszdleges (kezdeti) pillanatban ismertek a koordindték és az
impulzusok (Laplace démon).

Liouville tétele kimondja, hogy ha afazistér egy tetszéleges Vo tartomanyét, mint kezdeti
feltételek halmazat tekintjik, akkor atragjektoriak barmely t pillanatban egy ugyanilyen
térfogatt halmazt alkotnak, vagyis

Vi=Vo. (Liouville-tétel)
Ezt akanonikus egyenletek segitsegével lehet beldtni. Legyen v(t) afézistérbeli sebességtér,
vagyis a 6N dimenzids tér minden pontjahoz rendeljiink egy 6N dimenzids vektort:

v(t) = (a.p),

ahol q, ill. p szimbolikusan jel6li a 3N komponenst.

aq ap 0°H  9°H
,di ! ! =0,
V= Z( d; ) Z(aq op, apiaqi)

ami afolyadékok dinamikajabdl ismert feltétele az dsszenyomhatatlansagnak. Vagyis a
fézistér pontjai idofejlodésik soran Ugy viselkednek, minthaegy 6N dimenzios
Osszenyomhatatlan fol yadékot alkotnanak, és éppen ezt fejezi ki aLiouville-tétel.

Tekintsik afazistér pontjainak p(q(t),p(t)) siriségét, ami pontoknak t=0 pillanatbeli Vo
térfogatban val 6 tartézkodasabdl adodik. Hogyan valtozik ez a siiriiség idében?

npo———, %
t

Vo Vt
1. dbra: afazistérfogat alakulasa



Mivel aLiouville-tétel értelmében afazistérfogat allando, aViésaV, térfogatok pedig
ugyanannyi pontot tartalmaznak, hiszen ez az idéfejl6désbdl kovetkezik, a két térfogatban a
sirtiségnek is meg kell egyezni:

dp -0
dt

A folyadékok dinamikgjaban tanultakat most a 6N dimenzids térre alkalmazva ateljes derivalt
airhat6

Z’f %’f +,div” (,ov)——+v,,grad p+p,dv’v=0,

ahol az utolso tag a Liouville-tétel miatt elttinik, vagyis

op - 0p dp oH _0p oH
E3 Z(aq. a+ ap. 2 0= Z(aol. o, op, 0q

Felhasznd va a Poisson-zar ¢jel ek definicigjét:

of ag _of dg
9 z(aq. op opog 9T

adodik a Liouville-egyenlet, afézistér-beli siiriseg mozgasegyenlete:
6,0 .
={H,p}. (Liouville-egyenlet)

Fontos lesz arra emlékeznlink, hogy azon mennyiségek, amelyeknek a Hamilton-fliggvénnyel
képezett Poisson-zarojele etiinik, csak az additiv mozgasallandoktol (ateljes rendszer
energigatol, impulzusatdl ésimpulzus-momentumatdl) fligghetnek.

Makro- és mikrodllapotok. Allapotszam, normél rendszer

A makroszkopikus testeket termodinamikai és hidrodinamikai jellemzokkel irjuk le. Ezen
jellemzok adott értékei (P,V,N,v(r t), T(r,t), stb.) arendszer egy makroszkopikus, vagy
makrodllapotat hatarozzak meg. Természetesen a testet alkotd részecskék helyzete, sebessege
allanddan vatozik, még akkor is, haamakrodlapot nem. A részecskék teljes mechanikai
leirasat afazistér egy pontja adja meg, kézenfekvé lenne amikroallapotokat az ilyen
pontokkal azonositani. Ezen egy kicsit lazitunk, becsempészve egy kis kvantummechanikai
ismeretet. A fazisteret kis cellakra osztjuk fel, és azt mondjuk, hogy két mikrodllapot csak
akkor kilonboztetheté meg, ha killonbdzo celldkba esnek. A 6N-dimenzios cell&k méretét Ugy
valasztjuk meg, hogy a formulék késobb dsszhangban legyenek a kvantummechanikai
képletekkel. Ehhez a cellatérfogatot h*™ —nek célszerii vdlasztani. Ki fog deriilni, hogy h a
Planck-allandd, de itt egyszeriien egy paraméternek veheto.



A féziscell&k bevezetésével egy zéart rendszer |ehetséges alapotainak szama
meghatarozhatova valt. Definidjuk az Qo(E) allapotszamot a zart rendszer E-nél kisebb
energigu dlapotainak szdméval:

1

Q,(E) ZWH(q{gCEldp , (&l apotszam)

ahol dgdp a 6N dimenzios fazistér elemi térfogatat jelenti. Itt a kordbban bevezetett faziscella
térfogat mellett (aminek alkalmazésa dimenzétlannateszi Qp-t) még megjelent egy N!
kombinatorikai faktor is. Ennek is kvantummechanikal eredete van: Az azonos részecskéket
nem lehet megkuldnbdztetni (nem festhet6 az egyik argon atom pirosra, amasik kékre stb.),
ezért az indexcserék nem vezetnek Uj allapotokhoz, vagyis osztani kell az Gsszes lehetséges
indexpermutacioval.

Erdemes az &llapotok szamét egy E koriili energiasavban is meghatérozni:

Q(E, &) = Q,(E+E)-Q,(E) :ﬁ aadp.

" E<H(q,p)<E+d&
Be lehet vezetni az allapotsiiriiséget:
Q(E,0E) = « (E)JE, @ol wE)=dQ,(E)/dE. (&8llapotsiiriiseg)

Nem jeloltuk kulon, de az alapotszam természetesen fligg arendszer térfogatétal, ill. a
részecskék szamatol is. Altaldban igaz, hogy a makroszkopikus rendszerek allapotszama
vatozdinak gyorsan névekvo flggvenye.

Ha arendszer makroszkopikus, akkor célszerti az G.n. termodinamikai hataresetet (vagy
termodinamikai limest, TDL), amikor a rendszerben |évé részecskék N szamét végtelenhez
tartatjuk Ugy, hogy a siriisegek (E/N, E/V), vagyis az extenziv mennyiségek ése
részecskeszam hanyadosai allandok maradnak.

Normal rendszer nek hivjuk azokat a makroszkopikus rendszereket, amelyekre
In Qo(E,V,N) O N o(E/N, V/N) + © (InN) (normal rendszer)

vagyis TDL-ben vezet6 rendig az alapotszam logaritmusa a valtozoéinak elsérendit homogén
flggvénye. A tapasztalat szerint minden makroszkopikus rendszer ilyen. Lehet taldni olyan
részrendszereket (pl. |ézer), amelyek nem normal rendszerek, de a val 6sagban ezek (gyengeén)
csatolva vannak kornyezetikhtz, és az egész rendszer egyiitt mar normé rendszerként
viselkedik.

Pl Szamitsuk ki az N részecskébdl allo idedlis gaz alapotszamat! Ehhez ismertnek tekintjik
- addimenzios, r sugari gomb térfogatét

7y o .
V,(r)=———r%, ahol T'(2) = |e"'t*"dt agammafiuggvény (F(N+1)=N!),
)=tz @=] g ggvény (F(N +1)=N)
amelyre érvényes a
- Stirling kozdlités: InI'(2)=zlnz-z+O(In2) (Stirling formula)



A rendszer Hamilton-figgveénye:

3N
H (Gy-Gan s ProvePan) =, P71 2m,
i=1
mivel akolcsonhatés a részecskek kozott el hanyagol hato.

1 v
Q(E) =y [dadp=or  [d™p=

H(q,p)<E
@p) Z p?<2mE
1=1

VN HSN/Z (2mE)3N/2
h*NN!T(3N/2+1)

ahol a d =3N dimenziés, r =+/2mE sugart gomb térfogatara vonatkozo képlettel
szamoltunk. Mivel N nagy, alkalmazhato a Stirling formula:

3N, 3N 3N 3N SN 3N

2E
InQ. (E —NInN+N——I = —+—| 2mMEV 3 /h?)==—+""In m/h?(—)%3
o(E)= ) n(2rm )= ) [ () }

3N
Tehét az idedlis gaz normal rendszer.
A termodinamikai egyensuly. Sokasagok, atlagok

Ha egy rendszert magara hagyunk, a megfigyel ések szerint elegendéen hosszu idé utan a
makroszkopikus allapotjelzok mér nem vatoznak: bedll atermodinamikai egyensily (TDE).
Itt szamos kérdés merul fel: Mit jelent, hogy , €legendéen sokaig”? Mi a,, magéara hagyés’
pontos leirasa? Ezek rdadasul egymasnak ellentmondo feltétel eknek tiinnek: Ha tul sokéig
vérunk, amagara hagyas nem fog teljesiini... Vaojaban arrdl van sz6, hogy arendszerre
jellemzé folyamatok iddskalai szétvalnak, és ezaltal |ehet olyan idétartomanyokat definiani,
hogy atermodinamikai jellemzok j6 kozelitésben ne valtozzanak. Pl. egy csepp tej a csesze
forré kavéban: Eloszor elkeveredik ate) akéavéval, azutan akave felveszi a szoba
homérsékletét, majd el parolog a csészébil. Az ezeket a folyamatokat jellemzé idok kozott
nagysagrendi kilonbségek vannak: 1"’ << 20’ << 1 nap. Az idoska &k (és a hozzgjuk
rendelheté hosszUsagskdl k) ilyen szétvdésateszi lehetévé, hogy definidjuk a mér emlitett
hely- ésidofiggé homeérséklet, nyomas stb. tereket, mivel ezek bevezetéséhez |egal abbis
rovid idoska an és kis térfogatel emekre be kell dlni az U.n. lokalis termodinamikai
egyensulynak. A tovabbiakban szinte kizardlag egyensilyi statisztikus fizikaval foglalkozunk,
ami a TDE-ravonatkozik.

A célunk, hogy a makroszkopikus jellemzoket visszavezessik a mikroszkopikusakra, de Ugy,
hogy ne kelljen atragjektoriak szamitasanak (Iehetetlen) feladatat elvégezni. Haismernénk a
zért rendszer fazistérbeli trajektorigjat, akkor legaldbbis a dinamikai mennyiségek egyensulyi
értékének kiszamitasa a méréseket jOl megkdzelité mddon |ehetségesse vana:

A=l m%]A(q(t), p(t))dt (idoét ag)

Ezt akifgezést az A mennyiség iddatlaganak nevezzik. A méréskor |ényegében ezt
vizsgéljuk, természetesen nem T — oo hataresetben, de elegendéen hossza ideig. A fenti
integrd kiszamitésahoz a (q(t),p(t)) trajektériaismerete szilkséges. Nem minden mennyiség
irhato fel ilyen idoétlagként. Pl. fontos makroszkopikus jellemzé arendszer entropigja, ami
nem egy dinamikai mennyiség alaga



Szeretnénk az idoétlagok helyett egy olyan atlagképzest haszndni, amihez nincs szilkség a
trgjektdriaismeretére. Ehhez kell taldnunk a fézistérben egy p(q,p) va 6sziniseg-
sirtaségfliggvényt, amire nézve az atlagképzés ugyanazt eredmenyezi, mint az idéatl ag:

A= [A(g, p)p(q, p)dadp (sokasagétiag)

Az utdbbi képlet értelmezését az (.n. Gibbs-sokasigok adjak. K épzeljink e egy
makroszkopikus testet TDE-ban, megfelelé makro jellemzékkel. Ehhez nagyon sok
klldnbdzé mikrodllapot tartozik, amelyek a megfelel6 (q,p) faziscell&khoz tartoznak. A
kilonboz6 faziscellaknak, mikrodllapotoknak kilénbdzo silyalehet. El6Alitjuk az azonos
makroallapothoz tartozo, kilonboz6 mikroallapotl rendszerek egy sokasagat, gy hogy az
egy adott mikroallapot az atlagképzésnédl megkivant val 6szintiségsiiriségnek megfelelé
sullyal legyen képviselve. Ez a suly persze val6jaban attdl fligg, hogy atrajektoriaaz idd
hanyadrészét tolti az adott cellaban, ésitt feltétel ezzlk, hogy atrajektoria minden, elvben
megengedett celld megléatogat, vagyis arendszer ergodikus. A zart rendszerre vonatkozé
Gibbs-sokasagot mikrokanonikus sokasagnak nevezik.

Mikrokanonikus sokasag

Amikor ateértink a sokasagétlagra, megfeledkezhetlink atrgjektoriardl; feladatunk csupan,
hogy megta djuk amegfelel6 p-t. Erre, mint fazistér-beli siriségre, érvényesaLiouville-
tétel:

p
" = H’ .
™ {H, 0}

Mivel egyensulyi eloszlast keresiink dp/ot = 0, vagyis p csak az additiv mozgasallandoktol
flgg. Alkalmas koordinatarendszer vl asztésaval arendszer teljes impul zusét és
impulzusmomentumét ki lehet transzformalni, igy azt a fontos eredményt kapjuk, hogy a zart
rendszer val 6szintség-siiriaségfiiggvenye (amit pongyolan eloszldsnak is szoktak nevezni)
csak arendszer energigétol fugg:

p(d, p) = p(E(q, p)) -

Valgjaban a zart rendszer energigét sem lehet teljesen élesen meghatérozni. Vaamennyi
bizonytalansag a mérési pontatlansagbdl, és mint 1atni fogjuk, a kvantummechanikai elvekbol
is kovetkezik. Ezért afeladatot gy fogamazzuk &, hogy keressiik azt ap eloszlést, ami az E
és E+JE energiasavval jellemezhet6 zart rendszert leirja.

Ezt az eloszl&st teljesen dtalanosan aapvetd elvekbol nem tudjuk levezetni, ezért a
statisztikus fizika egyik sarokkoveként posztuldljuk az egyenl6 val 6szintiségek elvét:

o, p) = ha E<H(q,p)<E+d,

Q(E,dE)
p(gq,p)=0 kUl dnben. (egyenl6 vsz. elve)



Ez a mikrokanonikus eloszés. Egyes rendszerek esetében ki lehet szamitani, de éltaldban
elmondhato, hogy afenti posztulatumra felépitett statisztikus fizika a tapasztal atokkal
egyezésben van.

A tovébbiakban ugy jarunk el, hogy definidlunk a statisztikus fizikaban ,, termodinamikai
mennyiségeket”, majd belétjuk réluk, hogy azok ténylegesen azonosithatok a termodinamikai
mennyisegekkel.

Az elsb ilyen mennyiség az entrépia

"S'=kg In 2 (E,0E) (Boltzmann-6sszefliggés)
Ez akifgezés az entrdpiara vonatkozé Boltzmann-dsszefiiggés, ami azt fejezi ki, hogy egy
zart rendszer entrépidjat arendszer mikroallapotai szamanak alogaritmusa adjameg. A
ks=1,38 X 102J/K Boltzmann &land6 a statisztikus fizikai entropia mértékegységét és

skdl gt igazitja atermodinamikaihoz. Természetesen be kell majd latnunk, hogy ez j6
definicié.

A statisztikus fizikai entrdpia tulajdonsagai

i)”S" spontan fol yamatokban novekszik:

4 spontan
® .° > [ [
° l. « o ? oo
Q1 Q>

A nagyobb térfogat miatt nyilvan Q; < Q,

ii) 1zol&t rendszerekre” S” additiv:

@ |@

Q,,(E, +E,, &, +&,) = Q,(E,,&,)Q,(E,,&,) , amibsl ”S”= ks In Q (E,JE) miatt

iii) Q(E,E+0E) fligg E-t6| és paraméterként N-tol és V-tol. igy " S’ természetes valtozoi E,V és
N, csakagy mint az S termodinamikai entrépianak. Zavaro a oE-fligges!

TDL-ben: Q (E,JE) = « (E)OJE ,amibsl InQ(E,E) =Ina(E)+IndE
Normdl rendszer esetén az elsb tag ~N, mig a mésodik még JE makroszkopikus valasztésa
esetén is csak ~ InN rendii. Geometriailag vilagos, hogy



Q(E,E)<Q,(E)<aE)E ,amibsl InQ<InQ,<Inw+InE kovetkezik. Mivel az utolso

tag megint legfeljebb InN rendii, a TDL-ben elhanyagolhat6. igy nyerjiik a kdvetkezé hasznos
Osszefliggést:

"S'lke=InQ=InQy=Inw,

aminek oka, hogy ad >> 1 dimenzids gomb térfogata és feltlete kdzel egyenlé.

iv) Termikus kolcsonhatas:

/

/

Hovezeto fal

A teljes zért rendszer energigja E. Egyensilyban E, és E, &tlagos energidk alakulnak ki az
egyes arendszerekben. Ha az er 6k hatétavolsaga rovid és a rendszer nagy, akkor felll ettel
aranyos kolcstnhatasi energidk elhanyagolhatdk, és

E=E, +E,

mindig feltétel ezhetd (nem csak egyenstlyban).

E, 4
E:+E=E

Es+E,=E+0E

AEE)=wBE= |[[u(E)w(E)IEIE =& [w(E)w(E-E)dE

E<E+E,<E+E
amibél leolvashat6 az f(E;) val 0szintiségsiiriség

al(El)az(E -

E)ge, =1
wE) et

F(E,) = “1('51)::(2é)E'E1), mivel afentik alapian |

Az f (Ey) stiraségfliggvény nagyon éles csticcsal rendelkezik, mert az o az E-nek normal
rendszerben nagyon gyorsan ndvekvo fuggvenye. (Az ilyen éles eloszlasoknak nagy
jelent6séguk van a statisztikus fizikdban.) Mit jelent az, hogy egy €l oszlés éles? Azt, hogy
jarulékanak donté hanyadat a maximuma kornyékérsl veszi és ennek megfelel6en a maximum



helye és avarhat6 érték kozel lesznek egymashoz. Esetiinkben: E, = E, , ahol E, avérhato

ertéket, EZ pedig a maximum helyét jel6li. Mas szoval, az egyensulyi dlapotokat
helyettesiteni |ehet alegval 6szintibb allapottal!

A w1002

w1

w32

»
»

|

E E,
Tehét amérheté értéket, ami megfelel avarhato értéket helyettesithetjik a E,
maximumhellyel, vagyis olyan E (ill. Ez) val6sul meg, hogy

Ine, (E,)) +Ina,(E,) = max

S(E) +S,(E,) =max

0S(E) L 0S,(E,=E-E) _ . .
oE  oE 0 (egyensiily feltétele)

0S,(E)) _ 3S,(E,)
0.E O,

Bevezetve a
B =0Inw 0E (statisztikus fizikai homérséklet)
jelolést, és ezen keresztl definidlvaa” T’ statisztikus fizikai homérsékletet: " T =1/k, [ azt

kapjuk, hogy a zart rendszer hoétereszto fallal elvaasztott részei (arendszere) kozétt a
termodinamikai egyensuly bedllténak afeltétele,

vagyis akét alrendszer (statisztikus fizikai) homérséklete megegyezik, ami megfelel a
termodinamikabdl ismert egyensilyi feltételnek.

Az f fuggveénynek nyilvan maximuma van (ez a stabilités kritériuma):



0*Iny(E,) , 0* I (E;) _

OE’ OE,’ ’
, ’lnw_00'S'_9 1 _ 19T
amiaky———=— = —— =-————miatt
oE 0E 0E OE"T T° OE

Ty L 0T,
0E, OE,

0

Alakra hozhat6. Normal rendszerben Ina ~ N, E ~ N, vagyis dlna/0E ~©O(1) és
0°Inw/ 0E* ~ O(UN). Tehdt

i+£>o

1 N2
kifejezéshez jutunk. Legyen N, — oo, amibdl

0'T" >0
OE

vagyis normd rendszerben a statisztikus fizikai homérséklet az energia monoton névekvé
flggvenye, mas széva az alando térfogaton meért (statisztikus fizikal) hékapacitas pozitiv:

--cv--:(a_Ej >0, (stabilitas feltétele)
a"T" V,N

Tegytk fel, hogy az f siirtisegfliggvény a maximum kozel ében Gauss-€loszléssal kdzelitheto:
f (El) - e—(El—El)/ZAZ

ahol

1_[0s" 0S| a b
N 0E>  OE) N, N,

N, -t ismét vegtelenhez tartva azt kapjuk, hogy A~ /N, , tehét arelativ szoras:

vagyis feltételezésiink a cstics & essegérdl ellentmondésmentes.

Vizsgdjuk meg, hogy termikus kol cstnhatés esetén hogyan ndvekszik spontéan folyamatban
az entropial
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A baloldali dbrén akét arendszer teljesen € van szigetelve egyméstdl. A rendszer teljes
energidja E=E, +E, ésteljesentrépida"S."(='S"(E)+"S,"(E,), ahol akindex akezdeti
alapotra utal. Ezek utdn hovezetévé aakitjuk afalat. Spontan fol yamatok Jatszodnak le, majd
bedll az egyensily. A végallapotban, révid hatétévolsagu erék esetén E = E1 + E

Ugyanakkor azt vérjuk, hogy végdlapotban, az egyensilyban mé&r semmilyen hatésa nincsen
annak, hogy hovezeté-e afal, vagyisismét azt varjuk, hogy az entropia additiv lesz:

"S,"(E) ="S"(E,)+"S," (E,) . Szarmaztassuk az entropiat az &llapotsiirtiségekbdl!

o (E)E =, (E)a, (E,)E 0,
@,(E)E = & [wy(Ey)aw, (E ~E,)E, = E e (E)w, (E,)A
ahol az utolso |1épést azért |ehetett megtenni, mert az eloszlas éles. A kifgezések logaritmusat

véve, TDL-ben latszik, hogy az entrépia va 6ban additiv a végalapotban.

4

fw

»
>

E(K) E E,

A nyilak jelzik a spontan folyamatban bekovetkezé valtozasokat. Természetesen az
energiavitozés a két arendszerben ellentétes el6jelii. Az entropia-vatozas azonban pozitiv.
Ugyanakkor az is latszik, hogy a statisztikus fizikai entrépianak zért rendszerben, spontan
folyamatokban bektvetkezé nbvekedése val dszindisegi kijelentés. Azonban a cstics €l essége
miatt makroszkopikus rendszerekben el hanyagol haté annak a val 6szintisége, hogy
megfigyelhetlink entropia-csokkenéssel jaro folyamatokat.
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A statisztikus fizikai hémérséklet tulajdonsagai

p 108 =kg 9lna(E) =Kg «(E) Mivel normal rendszerben & >0, «'>0, ilyenkor
"T"  OE oE W(E)
T>0.

2. "S'=Nky¢(E/N), vagyis az entropia valtozdinak elsj rendi homogén fliggvénye
1/"T"=0"S'/0E = k,¢'(E/N) (nulladrendi homogeén fuiggveny)

3. Egyenstilyban T, = T, ma dnem bztosan.

4. Az egyensilly stabilitdsa 0*"S'/dE* <0, vagyis 9" T"/0E >0. A hémérséklet az energia
monoton ndvekvo fuggvenye, Cy > 0.

5. Hakezdetben E, < Ei(és E,> I§2), akkor kiegyenlitodés jatszodik le:
"T,"(E,) <'T,"(E,) ="T,"(E,) <'T,"(E,) amonotonitas miatt.

6. Normdl rendszerben Q, ~ E™, tehdt "S'~ k,aNInE, amib| %~% , vagyisa

homérséklet hozzavetslegesen az egy részecskére jutd energia.

7. A fentiek normal rendszerekre vonatkoztak. Vannak nem normal rendszerek is, pl. amikor a
rendszert alkoto elemek csak véges szamu alapotban lehetnek (spinek, 1ézer). [lyenkor nem
lehet arendszerbe egyre tobb energiat adagolni, ésQ,, telitésbemegy. S’ és”T” formalisan
szamolhat6, de furcsa eredmények jonnek Ki.

negativ homérséklet

Pl. K étallapotl rendszer. Alljon arendszernk N rogzitett elemi magnesbdl (, spin”-bdl) p
momentummal, amelyek kozott a kol csonhatast el hanyagoljuk, és feltessziik, hogy csak
kétféle bedllas lehetséges: , fel”, vagy ,1€”. Legyen akiils tér nagysaga B, és mutasson
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felfelé. Egy spin energigia + &, = 4B haaspin ellentétes atér iranyéval és, —&, =—1B. A
teljesenergia E = Mg&,, ahol M aranyos a magnesezettséggel: M =N, —N_, és N, atérrel
ellentétes, N_ pedig a parhuzamos spinek szdma, N, + N_ =N. Innen

N, =
2 2

Az 6sszes E energigu mikrodllapot szdma:

| |
Q(E) = ND N!
N,IN_! (N+M)(N—MJI
2 JU 2 )
"S'(E) =k, INQ(E) =ky |NInN-N - M |, N+M N+M _N-M N-M N-MI_
2 2 2 2 2 2
N+M, N+M N-M, N-M
-Kg In + In
2N 2 2N
1 _0'S'_19"S 1, N+M 1 _N-M)_k; , N-M _k; , N
— = =— =—kz3s=In -=In = In = In
"T" O0E & OM 2 2N 2 2N 2, N+M 2g, N,

Latszik, hogy ahogy csak N_ > N, esetén pozitiv a statisztikus fizikai homérseklet. A
»populécio inverzid”, vagyis amikor N_ < N, , negativ homérséklethez vezet. Tovabbi
furcsasdg, hogy a negativ hémérséklett rendszernek nagyobb az energidabarmely pozitiv
homérséklett alapotnal. Inverz populaciot alitanak el6 alézereknél az U.n. pumpal assal.
Természetesen a negativ homérsekletet nem lehet homérovel mérni! Valgjaban arrdl van szo,
hogy a makroszkopikus rendszer egy jOl szigetelt részrendszere viszonylag sokaig nem-
egyensulyi alapotban van. Ha kapcsol atba kerll normd rendszerrel, akkor bedll a
termodinamikai egyenstly.

Kapcsolat a ter modinamikaval

Latszik, hogy normd rendszerben a statisztikus fizikai entropia és hoémérséklet olyan
tulajdonségokkal rendelkezik, amilyeneket a termodinamikai megfelel 6k aapjan elvéarunk —
eltekintve attdl, hogy atermodinamikaban determinisztikusnak tekintett 6sszefliggések itt
valosziniiségiekké valtak. Ez avalosziniiségi jelleg jol illeszkedik az anyag diszkrét
szerkezetéhez kapcsol 6do, elkerllhetetlen fluktuaci khoz. is kellene azonban |atni, hogy
valOban azonosithatok a statisztikus fizikai mennyisegek atermodinamikaiakkal.

Térjunk vissza ahhoz az esethez, amikor a zart rendszertinket két alrendszerre bontottuk, de
most dtaldnosan tegyuk fel, hogy valamilyen X intenziv paraméter(ek) valtozasat engedi meg
az arendszereket elvalaszto fal. A korébbihoz teljesen hasonl6 megfontol assal mondhatjuk,
hogy annak a P(X;) valOszintisége, hogy az 1. alrendszer az X; értéket veszi fel, egy igen éles
cstcesa rendelkezik, igy az X; varhatd értéke és maximumhelye azonosnak veheto.
Egyensulyban tehat
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P(X,) = max

feltételnek kell teljestilni. Legyen az éllapotsiriseg az 1. alrendszerben azon alapotokra,
amelyekné éppen X; érték valosul meg w (E,, X,) . Hamegengedjik az energia és X cseréjét,
akkor

dIney (B, X,) _ dInay(E,, X,)
0X, X, (intenziv mennyiségek egyenl 6sége)

~ ~

X, =X, 6 X,=X,=X-X,

Itta aln(u(E, X)/0X az X extenziv mennyiseghez konjugélt intenziv mennyiség.

1. L&ttuk, hogy ha csak az energia cseréje megengedett, akkor a megfelel6 intenziv
mennyiség a hdmérsekl et reciproka:

_ dlna(E) _ 1

p oE k"T"

2. X=V véasztas esetén:

,= ONa(EV) _ P’
N kT

ahol P’ anyomas, amint azt mindjart belatjuk. Innen:
P(zs)

"T" oV Jen

Az egyenslily feltételére pedig az

P=P, é& B=04 (egyensul feltetele mechanikai kol csonhatasndl)

Osszefliggések adodnak. A varakozasoknak megfelelden, ismét a termodinamikanak
megfelel6 osszefliggésre jutottunk.

Tekintsik akovetkez elrendezést:

VA 2
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A baloldali alrendszer térfogata V, = Az, ahol A az edény z iranyra meréleges alaptertlete. A
két alrendszert elvaaszté falat (dugattylt) a 2. rendszerben 1évé rugd mozgatja. A rendszer
teljesenergigja E =E, +U(z,), ahol U arugdenergia. A jobboldali, 2. arendszernek egyetlen
szabadsagi fokavan, ezért Q,(E,, z,) =1mindig (nincs entropigja).
Q,(E,.2)
f(z) =2,
(z) S 0.(E.2)

és E, =E-U(z,) . A legval0sziniibb alapotban

d anl(El'Zl) :0
dz,

(ale(El,zl) dE, +0|n91(E1121)j =0

oE, Z 0z,
1 -F  rugéeré
kg"T"

Itt F arugber6 nagysagat jelenti. Vagyis

0InQ,(E;,2)
0z,

F _ 0InQ,(E,V,) P
kBIITII avl kBIITII

E= El E= El

Ezzel sikerllt az els6 ” 7 jeltél megszabadul nunk!

, 0E ,
P =P, és P=—- — , nyomas
(GV j"S",N " )

ahol feltintettik, hogy az ”S’ statisztikus fizikai entropia nem valtozik, ha a dugattyt
elegendben lassan (egyensulyi allapotokon keresztiil) mozgatjuk. Ez val éban felteheto, hiszen
a dugattyu sebességétol az entrdpia legal acsonyabb rendben négyzetesen fligg:

A5

dt a )
mivel ”S’ egyensllyban stacionarius és maximuma van, tehé a nulladrendii és az
elsérendu tag etinik. Innen

d"s' _d"S'dz_ . (dz)’ . d'S'_ . dz

—_— = =A — vagyls ———=A—.
dt dz dt dt dz dt

Teha d"S'/dz tetszélegesen kicsivé teheté dz/ dt cstkkentésével.

3. Vélasszuk most X = N —t. Most 3 mellett

15



0lnQ
a:
ON

EV

fog kiegyenlitodni. Ennek segitségével bevezethetjik a”p” kémiai potencidlt:

0" N"
Az egyenslly feltétele tehat:
W= e [ =p0. (egyensuly feltétele anyagi kolcsonhatasnal)

Kapcsolat a termodinamikaval

A termodinamikafotételel a kovetkezok:

1. Energiamegmaradas

dU =dQ+dW. (elso fotétel)
U arendszer belso energigja. Megvatozasavagy dQ hémennyiség betdpldésaval, vagy a
rendszeren végzett AV mechanikal munkaval érhet6 el (alando részecskeszam mellett). A
valtozasokat egyensulyi allapotokon keresztil vezetve, W =—-PdV . llyenkor ahémennyiseg
megvaltozasahoz is lehet taldni egy integral 6 osztot, ez a T abszol Gt homérséklet. Igy jelenik
meg a termodinamikéban az Sentrépia:

dE =TdS-PdV , (entrépia bevezetése)
vagyis egyensulyi folyamatokras dS=JQ/T .

Kézenfekvo az U belso energiat a zart rendszer teljes E energigjaval, ill. részrendszer esetén
az energia E vérhat6 értékével azonositani. Lattuk tehat, hogy

P = — a_E

oV s
K orébban viszont megmutattuk, hogy:
P=- a_E .

av "S" N

Amikor a statisztikus fizikai mennyiségekkel irjuk fel abelsé energia megvaltozasét, akkor
ugyanugy megjelenik afenti két tag. Az egyikrol, amechanikai munkardl éppen bel attuk,
hogy azonos a kordbban bevezetettel, hiszen ezt fejezi ki a”P” = P. A mésik tag integrd 6
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osztoja nem lehet més, mint a T homérséklet. Ugyanakkor |&ttuk, hogy dlando térfogaton és
részecskeszam mellett

dE ="T"d"S',
vagyisa’T" isintegra 6 osztd, amibdl kovetkezik
"T'=T &  "S'=S.

Latjuk tehat, hogy nemcsak a képletek formalis megfeleltetésérsl van sz, hanem a bevezetett
statisztikus fizikai mennyiségek valOban megfel elnek a termodinamikaiaknak. Ezt a
gondolatmenetet értelemszeriien ki lehet terjeszteni az anyagi kolcsonhatas esetére, amibol
kovetkezik, hogy " "= i, vagyis az idézojelet akémia potencialnd is el Iehet hagyni.

rrrr

A termodinamika mésodik fotétele szerint az entrOpia zart rendszerben, spontan folyamatok
révén nem csokkenhet, és egyenstlyban maximdlis értéket vesz fel. Nem egyenslyi
folyamatban, hokozlés esetén

ds> ? . (mésodik fstétel)

Fontos azonban hangsulyozni, hogy az entrépia mélyebb, statisztikus értelmezésével az is
egyUtt jar, hogy a mésodik fotétellel kapesolatos, a termodinamikaban determinisztikusnak
tekintett kijelentések val 0szintiségiekké valnak. A makroszkopikus testeknél az entrépia
csokkenésének olyan roppant csekély a val 6szintisége, hogy az soha nem figyelheté meg az
alapotjelzokon. Azonban a makroszkopikus rendszerekben lgjatszodo fluktuaci s jel enségek,
valamint a kisebb rendszerek megfigyelése igazolja, hogy a statisztikus fizikai definicié a
helyes.

A statisztikus fizikanak koszonhetden kézzelfoghat6 értelmezést nyer az entropia. Zart
rendszerben a megengedett allapotok val dszintisége egyenl 6. Az entrOpia ndvekedése annak
felel meg, hogy a spontan folyamat az alapotszam névekedésével jar. A megndvekedett,
megengedett allapottéren is egyenletesen a val 6sziniiség, vagyis egy adott mikorallapotban
val6 megtal d és val 6sziniisége lecsokken — arendszer rendezetlenebbé valik. Ezért mondhato,
hogy az entrdpia a rendezetlenseg mértéke.

Az entrépia ndvekedésének torvenye jeldli ki az idd iranyat. A mikroszkopikus folyamatokat
leir6 egyenletek invariansak az idotikrozésre, vagyis atrajektoria forditottjais ugyanolyan jo
megol dasa a kanonikus egyenl eteknek mint az eredeti. Ezzel szemben a megfigyelt
makroszkopikus vilagban a folyamatok nem fordithatok meg. Spontdn médon nem sziikil le
az elérhet6 alapotok tere, arendezetlensegbdl spontan, zart rendszerben nem tud rend
kialakulni. Ezt azzal lehet magyarazni, hogy az egyensulyi allapotok szama el sopréen
nagyobb, mint a nem-egyensulyiaké. Amikor kiindulunk egy prepardt, nem-egyensulyi
kezdeti feltételbdl, akkor egy ilyen, csekédly val 6szintségii alapotot val 6situnk meg, de a
rendszer az egyensulyban mé&r a nagy val 6sziniiséegnek megfelelé dlapotokban tartdzkodik.
Ennek egyszerti példgja az irdasztalon, rakosgatassal kialakulé rendetlenség. Elvben, ha elég
sokat rakosgatunk, véletlenil még rend is kialakulhatna, de ezt (legal &bbis nalam) soha nem
lehet megfigyelni.
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A termodinamika 3. fététele

A termodinamika harmadik fotetel eként szokas emlegetni, a kovetkezo Gsszefliggést (Nernst-
tétele): Egy egyensulyban lévo test entrépidga T — 0-ra konstanshoz tart. Pontosabban a
testek (allandd nyoméson, vagy térfogaton mért) hokapacitésa ebben a limesben eltiinik,
amibol az

TC
S(T)=S,+ | ==dT"
M=+ [

0
Osszefliggés miatt, mér latszik afenti dlités: elegendéen kis T-re amasodik tag eltiinik. A

kvantummechanik&bol nemcsak az kdvetkezik, hogy afajhé konkrét esetekben val éban 0-hoz
tart T — Oesetén, hanem az is, hogy homogén rendszerben S, =0.

Fundamentalis egyenl et

Az Sentropia (most mé& nem kell hozzatenniink, hogy termodinamikai, vagy statisztikus
fizikai) az E energia, V térfogat és N részecskeszam fuggveénye. Mivel

[ﬁj -1 [ﬁj _P (ﬁj -_H

OE ),y T° oV)eyn T \ONJ)g, T

megkapjuk az entropiateljes megvatozasara vonatkozo fundamentélis egyenlet differencidis
aakjét:

ds=Lde+Pav-Han,
T T T

vagy arendezve az energiara:

dE =TdS-PdV + 1dN .

Normal rendszerben az entrépia valtozdoinak homogén fliggvénye, vagyis
S(AE,AV,AN) = AS(E,V,N)

Amibdl kévetkezik Euler tétele:

GS(/]E,/IV,/]N):[ as) E+( 68) V+[5_Sj N = S(E.V,N)
0/ 0AE AV N 0AV JEN 0AN AE, AV T

amibdl A - 1-et véve kovetkezik afundamentalis egyenlet:

S(EV.N) :%E +$v —?N Cilletve E(SV,N)=TS—PV + N (fundamentdlis &)
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Osszehasonlitva az ebbdl az egyenletbsl egyszerti derivéldssal nyerheté
dE =TdS+ SIT - PdV —VdP + dN + Ndu

differencidis alakot a differencidlis fundamentalis egyenlettel, nyerjik a Gibbs-Duhem
rel&ciot:

SAT -VdP + Ndu =0, (Gibbs-Duham)
amibol fontos termodinamikai dsszefliggéseket |ehet kapni.

A valamilyen anyagra érvényes, U.n. allapotegyenlet az els6 derivdtakra vonatkozik, pl.
P(T,V,N) =0, vagy u(T,V,N)=0.

Pl Az idedlis gaz dlapotegyenl ete:

Természetesen norma rendszerben, TDL-ben

E_(akBInQO)
T ov EN

ugyanugy érvényes, mint az Q(E, &) -re vonatkozo, hasonl 6 képlet. Lattuk, hogy az idedlis
gaz dlapotszama

InQ, (E) = 2N + 3N 0l 2 ormine (Vyors |,
P EY N

amibol derivalassal kapjuk a PV = Nk, T alapotegyenletet.
Kanonikus sokasag

A termodinamikéban az energian (ill. az entropian) kivil még szamos termodinamikai
potencidlt szokés bevezetni. Ezek célszerti hasznalata attdl fligg, hogy avizsgalt rendszer
milyen kapcsolatban van a kérnyezetével. Zart rendszerben az E(SV,N) energiét, illetve az
S(E,V,N) entropiat célszerti termodinamikai potencianak valasztani, ésitt feltiintettik a
potencid ok természetes véaltozait.

Ha egy hévezeto falal ellétott edényt kapesolatba hozunk egy hétartallyal, vagyis egy a
rendszerhez képest nagyon nagy, dlandé homeérsékleta tartéllyal, akkor az edénybe zart
vizsgélt rendszer energigja nem lesz dllando, viszont a tapasztalat szerint hosszu idé mulva
egyensulyba kertl akérnyezetével, vagyis a hotartdllyal ésfelveszi annak homérsekletét. Az
ilyen rendszer viszonyainak elemzéséhez egy (jj termodinamikai potencid, az F
szabadenergia vizsgdlata bizonyul célszertinek, amit az energia Legendre-transzformacioja
segitségével nyerlink, Ugy, hogy az entropia valtozot kicseréljik ahémérsékletre:

F(T.V,N)=E-TS=-PV +N.

Az egyenslly feltétele az ilyen rendszerben a szabadenergia minimuma.
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A statisztikus fizikaban €l 6 kell dlitani amegfelel6 Gibbs-sokasagot. Tekintsiink egy R
nagyon nagy zart rendszert, amelyben van egy sokkal kisebb, de még mindig makroszkopikus
A drendszer. Az alrendszer a makroszkopikus rendszert6l hoatereszto fallal van elszigetelve:

R\A

Feltesszllk, hogy A sokkal kisebb, mint R, tovdbba — szokas szerint — azt, hogy a rendszert
alkoto részecskék kozotti eré rovid hatétavol sagu, vagyis a kolcsonhatasi energia
elhanyagolhato atérfogatihoz képest.

R A RA
ErR=E+ F E << Egr E =Egr
Nr=N+ N N << Ngr N = Ngr

Az R\A alrendszer tehét olyan nagy, hogy érzéketlen arra, mi torténik az A alrendszerben,
vagyis hétartadlynak tekintheté. Az dtalunk vizsgdlt (a)rendszer az A, és sokasagunk ennek
azonos makrodl lapotait megval 6sitd mikroallapotokat fogja tartalmazni, a megfelel 6
sulyokkal. Az ilyen helyzetet megval 6sitd sokasdgot kanonikus sokasagnak nevezzilk.

Az Rrendszer zéart, tehat aka mazhatjuk ra a kordbban tanultakat, vagyis az egyenlé
val6szintiségek elvét. Keressilk annak a val 0sziniisegét, hogy az dtalunk vizsgalta A
alrendszer valamilyen (q,p) mikrodlapotban van:

Q'(Ex - E(q, p))
Qp(Er)

p(a, p) =

Mivel E(q, p) << Eg,

Inp(q, p) =konst +InQ'(Ey) +

dInQ'(E)
0E

ER(— E(a, p))+©(Nlej©(N2)

A konstansokka nem érdemes foglalkozni, majd a normélasbél addédnak.

dInQ'(E)| _aInQ'(E)| _p= 1
0E |, E | k,T"'

vagyis megjelenik akdrnyezet homérseklete. A kdrnyezet sokkal nagyobb a vizsgalt
rendszernél, ezért annak energidja és homérséklete arendszertol fliggetlennek tekintheto,
vagyis a kornyezet hotartalykent viselkedik.

0(q, p) = Ce PE@P) (kanonikus el 0szl &)
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Ahol C normalas dlandd. Szokasos jeldléssel C=1/Z,

2rVN)= yereen = [CB e pEp). (dlpotosszeg)

3N
minden dlapotra h NI

Z anémet , Zustandssumme” kezddbetiije. A magyar elnevezés az ennek megfelelé
allapotbdsszeg, angolul partition function. Z a statisztikus fizika kdzponti mennyisége, az
egyensulyi statisztikus fizikai szamitasok jelent6s része a meghatarozésérairanyul.

Vegyuk észre, hogy alevezetésnél egyetlen pontban haszndltuk ki, hogy a vizsgélt A rendszer
makroszkopikus: amikor elhanyagoltuk a kolcsonhatasi energiat. Ha a kol csonhatas mas
okbdl elhanyagolhaté (pl. idedlis rendszerndl), akkor a vizsgalt rendszer kicsi, akar egy
részecskébol alo islehet. Ha avizsgalt rendszer makroszkopikus, akkor az egyensuly bedllta
utan hémérseklete meg fog egyezni ahétartdlyéval: =", ill. T=T'. A tovabbiakban
ennek megfeleléen elhagyjuk a hétartayt jelz6 vesszot.

Az energia fluktuaci6ja

Mivel az dtalunk vizsgdlt rendszer nem zart, az energia nem alando, idében fluktua. A
sokasagok nyelven ez azt jelenti, hogy a sokasag elemeinek més és mas lehet az energiga. A
megfigyelt, mérhet6 értéket avarhato értékkel azonositjuk, de ugyanakkor lesz az energianak
szorésais.

jdqdpE(q PEFP 197 ainz

jdqdpe PE(a,p) ZofB 0B

A fluktuaciok jellemzésére a négyzetes szorast hasznaljuk:

2 2
< (AE)2 >=<(E— <E >) S=<E2>—<E>?2 _16_2 Kla—ZJ
ZoF \zoB)"

(ahol < A>= A az dtlagképzés mésik jeldlése). Ugyenezt kiszamithatjuk masképpen:

2 2
9°InZ _ 9 192 _19°Z _ (az} —<(aE) >

0F° oBzoB zopE z2\op

M &srészt

azanZ:_a<E> _0<E>0T —C kT2,

0B 08 oT 9B

amibol

<(nE)* >=C k,T?2. (hokapacitas és fluktuéci ok)
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Az utdbbi képlethsl leolvashatd, hogy a Cy allando térfogaton mért hokapacitas nem lehet
negativ. A termodinamikabdl ismert stabilitasi kritérium a statisztikus fizikaban természetesen
adodik.

Flggetlen rendszerek esetében az dlapotok fliggetlensége miatt az éllapotdsszegek
Osszeszorzodnak:

A B Ene =EA+Eg
Zps =232y = Ze-ﬁE(A)e-ﬂE(B)
A,B
ahol amegfelelé arendszer élapotaira
val6 sszegzést szimbolikusan jeleztik

Haidedlis (, kdlcsonhatasmentes’) rendszeriink van, akkor avizsgalt rendszer alhat akar
egyetlen részecskébdl is. llyenkor konnyii felirni az N részecske-rendszer allapotosszegét:

ha a részecskék megkul 6nboztethetsk, ill.
Z,=Z"INI,

ha megkl dnboztethetetl enek.

Pl Fuggetlen rogzitett lineéris oszcilldtorok

A rogzitettség miatt az oszcill &orok megkiilénboztethetsk: Z,, =2," .

2, = [fer=e dqdp ”

Ismert, hogy J'e'xz dx=+/77. Innen

277\/— kT
. a)z hC()
Aholh =h/27n.
7, =2." (k Tj
hw
E:_amzN :_Nalnzl alnll,B - NK,T,
B B oJé]
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ahonnan derivdlassal C, = NK;, vagyis a hokapacitas flggetlen a homérséklettol. Az energia
szOrasnegyzete:

<(AE)? >=k,T?C, =k, T <E>.

HaN db részecskénk van, akkor arelativ szoras 1//E . Egy részecske esetén viszont éppen 1.
Tehd&t ardativ szérés arészecskék nagy szama miatt vaik kicsive.

Energia szerinti eloszlas, a sokasagok eqyenértékiisége

Eddig azt vizsgéltuk, hogy mi annak avaldszintisége, hogy akis rendszer egy adott allapotban
van. Legyen P(E)dE annak aval 0szintisége, hogy akis rendszer energiga éppen az
(E,E +dE) intervallumbaesik:

P(E)dE = p(E)(E)dE =

e PE(E)dE
z
ahol «(E) az alapotsiiriség, ami E-nek gyorsan ndvekvé fliggvénye.

P(E)

E

Ismét egy éles eloszlast figyelhettink meg. Kivétel esen ismét jeldltik, hogy a kanonikus
eloszlésban a hotartaly homérseklete szerepel. A legval dsziniibb helyen:

- B'E +Ina(E) = max
—ﬁ'+% =0, vagyis f8'= A(E).

Tehat makroszkopikus alrendszer esetén a homérséklet valéban bedll a hétartaly
homérsékletére. Az eloszldsra Gauss-kozel itésben

P(E) = konst e (5121

adodik, vagyis az €loszlés va 6ban éles.
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PE) |

A

AE

v

My
m

kanonikus mikrokanonikus
Nagy alrendszerek esetén AE azonosithatd JE -vel. A kis alrendszert le lehet zarni egy
& savnyi fluktuaciot megengedo fallal és igy lehet bel6le zart rendszert késziteni, hogy nem
lesz észlelhet6 kulonbség. A sokasagok ekvival ensek.

A szabadenergia

Lattuk, hogy

F=E-TS

Kihasznalva, hogy dE =TdS-PdV + udN ,

dF =TdS-PdV + zdN -TdS—-SIT = -SdT - PdV + udN
A szabadenergia statisztikus fizikai definicigja
"F'=-kgTInZ

Tekintslk az allapotdsszeg kovetkezd kifejezését:
Z= je‘ﬂEw(E)dE ,
0

vagyis az &llapotisszeg az dlapotsiriség Laplace-transzforméltja. Mivel o(E) ~E", a
Laplace-transzformdlt |étezik. Az éles cstics miatt
Z= je‘ﬂEw(E)dE ~ e (E)AE, amibsl "F"=-k,TInZ=E-S(E)T,
0
vagyis "F"=F . A hotartallyal kapcsolatban |évé rendszer egyensulyi feltétele a

szabadenergiaminimuma, ami dT =0eseténa dF =dE-d(TS) <TdS-TdS- T =0
egyenletbdl adodik.
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Az ekvipartici6 tétele

Legyen egy rendszer Hamilton fliggvénye
H = ax,® + f(Xy,0m Xgy ) -
Az ax,” rész véarhat6 értéke:

Jax e ™ dx,

<ax’>== ,
.[e‘ﬂ"xlz dx,

mivel atobbi vatozoravalo integralok kiesnek. Felhaszndlva a Gauss-integral okat:

n+1l
Toeaae 2
I X"e ™ dx = —~; (Gauss integral)
0 2a?

Han paros, akkor az integrélast ki Iehet terjeszteni - oo -t6l + o -ig és abaloldal kétszeresét kell
venni.

Minden, az energidban négyzetesen szerepl6 ,, termodinamikai szabadsagi fokra’ atlagosan
koT /2energiajut, vagyis az energia a szabadsagi fokok kozott egyenletesen van el oszlatva:
€z az ekviparticio tétele. A linedris oszcillétorok, vagy az idedlis gaz koradbbi példai
Osszhangban vannak az ekviparticio tételével.

Ha akristalyrécsot Ugy képzeljuk el, mint egyensulyi helyzetik korul rezgé atomok
egyuttesét, akkor a mechanikaban akis rezgések elmé etében tanultak aapjan be lehet vezetni
normakoordinatékat. Minden rezgé modushoz 2 termodinamikai szabadsagi fok tartozik, és
egy atomi kristaly esetén 3N ilyen modus van. Tehét a szilard test energiganak varhato értéke
3NkgT, ill. hokapacitésa C, =3NK; . Ilyen hdkapacitast sikertilt is megfigyelni, ez az G.n.
Dulong-Petit szabdy. Fontos, hogy az ekviparticié miatt bonyolultabb esetekre is azt
kapnank, hogy a hokapacités flggetlen a homeérséklettsl. Ez ellentmond atermodinamika 3.
fotételének, ill. atapasztalatoknak. Az ekviparticié tétele nem dltalanos érvényi, csak a
klasszikus statisztikéban aka mazhato.

Pl A Maxwell-fél e sebességel oszlas

a) 1 részecske allapottsszege:
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2

3/
Zl: J-e_,gpz/Zm d3qd3p_l(2mﬂ) :%(\/W)NZ

R rl g h

Annak aval 6sziniseg-siirisége, hogy egy részecske impulzusa éppen p:

1 . d3q e—[?p2/2md3p ]
P(p)d®*p=—e?'2"d3p = . (egyrészecske p-€0.)
z Fie (omzT |

1

Mivel akoordindtékravalé integralas akkor is kiesik, havan (csak a koordinétéktdl fliggo)
kolcsonhatés, ez a képlet érvenyes minden klasszikus renszerre! A dp, = mdv, Osszefliggés

mi att

P(V)d 3V - e—m\IZ/ZkBTd3V
27k, T

A sebesség abszol Ut értékére vonatkozik a Maxwell eloszlas:

3/2
P(v)dv = m A ™ 2T\ 2y
27K, T

B
Ismét hangsllyozzuk, hogy ez az 6sszefliggés minden klasszikus rendszerre igaz (ahol a

kol csonhatas nem fligg az impulzustal).

A A |
/ V
v <|v|> <v? >

Szamitsuk ki az eloszlasjellemzéit! A ¥ maximumhelyre: 6™ /26Ty2 = max feltétel adddik.
A feltétel logaritmusanak derivaltjat nullaval egyenlove téve kapjuk:

2k T
Lt

mv

+==0-t, ahonnan v =

<N

=~
—

B

A sebesség abszol Ut értékének vérhatd értékére a kovetkez6 szamités vezet:
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© 32 o, mA 3/2
<|M>= I P(V)Vdv:( m J 4nje 2kEsTv3dv:[ m j agi 1 = Bke T
; 27K, T ; 27K, T 2( m \ 7m
2k, T

Végll az ekviparticio tételbol:
2
msv > :EkBT , ahonnan v<v? > = ‘/SkBT :
2 2 m
Létszik tehdt, hogy az egy részecskére vonatkozo el oszlés nem éles, ajellemzok kozotti

eltérések a karakterisztikus sebesség nagysagrendjébe esnek. Az eddigi megfontol asok
ataldban érvényesek klasszikus rendszerekre. |dedlis gézraigaz, hogy ateljes energiaa

rendszer kinetikus energigjaval egyenlének vehets. Egy részecske energiga E =mv?/2,

dE=mav, v=|%, av=1]2de=Lqe,
m 2\ mE nmv
3/2

3/2
PE)E=| M| sl Ege=[ L | e EgE
my m 27K, T

27k, T

A maximumhelyre:

_E +1InE:max feltételbsl E = KeT :
KT 2
A vérhato értéket ismét az ekviparticio elvbol kapjuk:
E- 3k, T
2
A
P(E)
E E E
A szérésra:
2 2 -3/2
<(AE)2 >= 0 |n221 = 0 |n,32 :i —gi :g(kBT)2 :ZEZ’
s 083 o\ 2pB) 2 3

vagyis arelativ szoras itt is nagy, ahogyan az egy részecske esetén varhaté is.
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N nagyszamu részecske esetén:
3N

P(E)dE = %e‘ﬁEa)(E)dE ~e®E2 dE/Z,

N >>1 esetén édlesaz eloszlds. Z=2," /NI, amibgl

3/2
INZ=-NInN+N —Nln(v(zmnkBTj J

h2

E=- =Nk, T,

ahogy azt az ekviparticio alapjan vartuk. A szorasra

<(DE)? >=k,T?C, :gN(kBT)Z,

J<(LE)® > ( 1 j
~0 .
<E> JN

Az F(T,V,N) fundamentalis egyenlet:

3/2
F =-Nk,TIn Xe(zmTBTj ,
N h

Amibol az alapotegyenlet:

adodik, vagyis

_OF _ 5 _ NkgT
ov \Y,

Nagykanonikus és TPV sokasagok

Lattuk, hogy a kdrnyezetével, mint hotartallyal kapcsolatban |évé rendszer leirdsdhoz célszerti
a szabadenergiat termodinamikai potencidnak valasztani. Haa héatadason kivil még a
részecskék is kicserél 6dhetnek arendszer és kdrnyezete kozott, vagyis a kornyezet
részecsketartal yként is mitkodik, akkor egy tovabbi Legendre-transzforméciéval

O(T,V,u) =E-TS-uN =-PV

adodik az G.n. nagykanonikus potencidl. Teljes megvéltozésa

dod = -SdT - PdV - 20N .
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Az ilyen elrendezésnek megfelel6 Gibbs-sokasag az dbran bemutatott nagy zért rendszerbdl,
és a sokkal kisebb, de dtalaban még mindig makroszkopikusnak feltétel ezett alrendszerbol
al, pontosabban ilyenek sokasagat tartalmazza. Az utébbi az dtalunk tanulméanyozott
rendszer, ami termikus és anyagi kolcsonhatasban van a kornyezetével.

A nagykanonikus el oszl s kiszamitéasa anal 0g a kanonikuséhoz. Legyen o, (g, p) annak a

val6szintisége, hogy a rendszerben N részecske van, és a(q,p)-vel jel zett faziscellanak
megfelel6 mikrodllapotban van:

Q'NR—N (ER - E(q, p))
Qr(Eg) ’

Py (0, p) =

aInQ',, (E) aInQ',, (E)

(-Ev(a )+ N

Er.Ng

Inp, (g, p) = konst + (=N), ahonnan

Pn (@, p)—ZeﬂE“(""’”“-

Itt 22 a nagykanonikus élapotdsszeg:

dpdg - AN _ N g
2= frge T =L 2

ahol Z, az N részecskét tartalmazo rendszer kanonikus &lapotdsszege, és megjelent a
kornyezet homeérsékletére és kemiai potencidjarajellemzé [f'=1/k,T', illetve
a'=-p'u=-u'lk;T'. Mivel egyensiily esetén a makroszkopikus rendszer felveszi a

hotartdlyrajellemzé homérsékletet és kémiai potencidjabedl arészecsketartdlyrajellemzé
értékre, atovabbiakban elhagyjuk avesszds el 6l ést.

Nagykanonukus potencial

A statisztikus fizikai definicio:
"@"=-k,TInZ .

Attérve az energia szerinti eloszlasra és felhasznélva az el oszl4sok éességét, TDL-ben:
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Z =7 [dEey (E)e™ ™ = NeSAEAN .
N=0o

ahonnan:

"®'=—k,TINZ =E - N -TS(E,N) = .

Az egyenslly feltételeilyenkor a @ nagykanonikus potencid minimuma.

Pl Az idedlis gaz nagykanonikus allapotdosszege:
© 2 Y 3\ 1 Y 3
Z=>eMz, =% M (FJZnnkBT J N exp(eﬂ”FJZnnkBT J
N=0 N=0 H
®= —kBTeﬂ”%,/ZnnkBT *=-pv,

amibol ismer6s formuldhoz jutunk:

N:—(aﬁj =-pD=PV/k,T.
ou TV

(T,P,N)-sokasag

A kovetkez6 megvizsgaando elrendezést mindjart a sokasag segitségével vezetjik be:

Teh& avizsgdt rendszerlink, ami egy nagyon nagy zart rendszer része, hé és mechanikai
kapcsolatban all akornyezetével, tehét sem energiga, sem térfogata nem alando; az utdbbit
egy dugattylval érzékeltettik. A megfelelé termodinamikai potencid a szabadentalpia, vagy
Gibbs-féle szabadenergia:

G(T,P,N)=E-TS+PV =N,

illetve differencidlisan:

dG =-<dT +VvdP + 1N .

Annak a p, (g, p) valdszinisége, hogy arendszeruink térfogataV és a (q,p) faziscellaval
azonositott mikrodlapotban van:
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A(a.p) =5 Lean

Y(T,P,N) = [av J:;l“del AP = oV [dEw, (E)e

ahol y=pPésY a(T,P,N)-alapotosszeg. A G szabadentalpia:
G(T,P,N)=—k,TInY,

aminek belatasét az olvasora bizzuk. Az egyensuly feltétele ilyenkor a G szabadentalpia
minimuma.

A térfogat varhato értékére

7= _(6Ian _ —kBT(alan |
ay T,N aP T,N

széraséra pedig

2
<(av)z>=2 1Y :—kBT(a—Vj =Vk, Tk,
9 P )

y2
adodik, ahol felhasznaltuk, hogy

_ 1(avj
Ky =——| —
VP J;

az izoterm kompresszibilités. Létszik, hogy «; = 0adodik, ami megint a termodinamikabol
ismert stabilitasi kritérium. Legyen n=N/V arészecskeszam-siiriiség. Ha N rogzitett, akkor n
szOrasnégyzetére

<(An)? >=<n’ >-<n>’=N?< (1 1) NZM

1
N’ = k. Tk
VvV V v 2T

Ugyanezt az eredményt kell kapnunk akkor is, ha atérfogat allandd és a részecskeszam

fluktud:

<(AN)* >
2

<(An)? >= = nzvikBT/(T ,

amibdl arészecskeszam-fluktuéci okra adodik:

< (AN)? >= nAVKSTK; .
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Masfel6l a nagykanonikus sokasag al apjan:
<(AN)? >= kBT(a—Nj .
a/j TV

A fenti két kifgezés dsszevetéséhol kapjuk a kovetkezo termodinamikai Gsszefliggést:

amit — kissé korllményesen — termodinamikai atal akitasokkal is le lehet vezetni.
Korrelacidk, szoraskisérletek ésvalaszfliggvények

Eddig nem foglalkoztunk azzal, hogy a vizsgélt makroszkopikus rendszerben hel yfliggo
fluktuaciok is lehetnek. Legyen egy X extenziv mennyiség lokalis strtisége x(r). Nyilvan:

fd°rx(r)=X..

\%

A korrelacios fuggveény definicioja

Cooc(rr) =< (x(r) =X)(x(r') =X) >=C(r —r"),

ahol az utol sb egyenl 6ség homogeén rendszerben érvényes. Kiintegralva a korrel acios
fuggvenyt

[Car)a? =\% Jalr fd°r < (x(r) = ®)(x(r") - %) >=\%<(x - X)(X = X) >=V1<(AX)2 >.
Siiriségfluktuéci ok
n(r):ZN:<5(Rj—r)>, [n(ryd® =N =nv

Co(t 1) =Y <R, -1R, —1') >=ng(r —r')

j2k

ahol R; aj-edik részecske helyvektora, ésg(r —r’) neve parkorrel&cios, vagy radialis
eloszl&sfliggvény. Fizikai jelentése, hogy 471 *nig(r)dr annak avérhat6 értéke, hogy hany
részecske van egy r sugard, dr vastagsagu gombhéjban, ha az origdban van részecske.

de3rd3rCnn(r,r') =<N(N-1)>=<N?>-<N> .

[[a*rd®r(C,(r,r)-n?) = [dr[g(r) 1] =<N? > - <N >-< N >?=<(AN)? > <N >.
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Lattuk, hogy <(AN)? >=Vn’Kk, Tk, , vagyis

jdsr[g(r)—l]: K TK; —

3| =

Definidljuk az F(K) sztatikus szerkezeti faktort a kovetkezéképpen:
F(k)=1+n [d*re* [g(r)-1],

ami |ényegében a parkorrel aciés figgvény Fourier-transzformaltja. A fentiekbdl kévetkezik,
hogy

lim,_, F(K) =Nk, T, .

A sztatikus szerkezeti faktor elnevezés onnan szarmazik, hogy ez aflggveény jelenik meg a
rugalmas szoraskisérletek hatéskeresztmetszeténél. Ennek megmutatésahoz el §szor alakitsuk
a F(k)-t:

F (k) :%vi [[d°rd* Y <8R, ~1)3(R, ~r) > ™ ~n5(k) +1=

i7k

iz<eik(Rj‘Rk) >_ﬁ5(k)+1:%z<eik(Rj‘Rk) >—ﬁ5(k) =< n(k)n(_k) >—ﬁ5(k)
j.k

j#k

ahol az utolso 1épésben kihaszndltuk, hogy a szumma alatti kifejezés csak a helyvektorok
kil onbségétd| fligg és az egyik indexre kidsszegezve N -et kapunk.

Szoraskisérletekben valamilyen hullamot (el ektromagneses, neutron, stb) bocsatanak az
anyagra, ami azzal kolcsonhatasba lép. A részecskéken torténd szorédas mechanizmusat nem
vizsgaljuk.

\Qf

forrés

Definiadjuk a k =k, —k, vektort és szamitsuk ki szoras fazistényezoit:

A, =k, (R,-R,),  A@,=k,(R,-R,),ahonnan A, -Ag, =kR, —kR, .
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A sz0rés differencidlis hatéskeresztmetszete az atomi szorasra és a szerkezetre jellemzo
tényezokbol al. Az atomi szorés hataskeresztmetszete

o, =|t, ",

ahol megjelent az ismertnek feltételezett atomi szorési amplitidd abszol Gt érték négyzete. A
differencidlis hatéskeresztmetszetre

0(9)=0,(8) < 3 " >= 0, ()NF (k)

adodik, eltekintve adirekt nyaldbnak megfelelé J(k) -s tagtol.

Valaszfiiggvények

Eddig spontan fluktuaciokkal foglalkoztunk. Mi térténik, ha az egyensulyi atlagtol valo kis
eltérést killso hatas hozza létre? Tekintsik a kovetkezd perturbaciot:

H=H,~FX,

ahol az Fkuls) eré az X extenziv mennyisegen keresztil kapcsolodik az energia
kifejezéséhez. Példaként a méagnesezettségre, ill. a magneses indukcié vektorra lehet
gondolni. Fel fogjuk tenni, hogy Fkicsiny, és ennek megfeleléen a hatésa, a perturbéciéra
adott valasz is kicsinynek tekintheto:

)?T = Xo =XT,
ahol bevezettik a y (Atalanositott) szuszceptibilitast. Figyelem: a perturbaci6 bekapcsolasa

utan megvarjuk az Uj egyensuly bedlltét és az egyensulyi értékekben bekodvetkezett valtozast
tekintjik valasznak.

j dodpXe Ao A
_ (aij | [dadpe e [ [dgdpX e e ([dadpxe o2
) a? F= B a? - J.dqdpe_ﬁHO-FB?X ( jdqdpe_ﬂH0'*‘,5’15X )2 .

X =B <(BX)? >0

A figyelemre mélté eredmény azt jelenti, hogy a kis kilso hatasra adott valasz csak a
perturbdatlan rendszer jellemzoéin keresztll fligg a rendszertél. Ez |ehetévé teszi, hogy kis
terekkel tanulmanyozzuk a perturbalatlan rendszer sgjatossagait. A kapott 6sszefligges
emlékeztet a kordbban mar nyert fluktuéci 6s képletekre és nyilvanval 6 egyenl 6tlenséget jelent
aszuszceptibilitasra.

A kordbban levezetett dsszefliggés al apjan:
X =BV [Co(n)dr = B<(AX) >,
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Bevezetve a
C(k) = [Cy(r)e"dr

Fourier-transzformaltat, azt kapjuk, hogy x = SVC(0). Természetesen lehet hel yfliggo
perturbécidt is akamazni. Haaz (k) = j F(r)€ d® Fourier-komponensekkel irjuk lea
helyfliggést, az eredmény igen egyszerti lesz:

AX (k) = X (k) = X = x(K)F (k),

ahol

x(k)=pvC(k)

az egyensulyi valaszfiggveny.

Az eddigiekben feltételeztik, hogy ugyanannak a mennyiségnek a megvaltozasara vagyunk
kivancsiak, amin keresztil a perturbéci6 arendszer energidjahoz csatol odik. El6fordulhat,
hogy egy perturbacié méas mennyiség megvatozasat is magava hozza. Pl. az elektromos

térer6sség a polarizacion keresztil csatol dik, de okozhat térfogat-valtozast is. Ilyenkor
értelemszertien az U.n. kereszt-korrel &ciés fliggvényekbdl kell kiindulni:

Cp(r,r) =<(y(r) = N(x(r’) —x) >.

Ennek felhasznal asaval

AY =y F

és

Xox =BV [C,,(N)d% = B<(Y -Y)(X = X)>.
K 6lcsdnhat6 rendszer ek, fazisatalakulasok

Boltzmann-féle rendezddési elv

Altaldnos tapasztal at, hogy a makroszkopikus rendszerek kiilsd paraméterek (pl. homérséklet)
vétoztatasaval hirtelen atalakulasokon mennek &. Ilyenkor fazisatal akulésrél beszé ink.
Pontosabb definiciot atermodinamika segitségével lehet adni: a paramétertérnek azon
tartomanya, amelyen a szabadental pia analitikus egy fazist jeldl ki. A legegyszertibb fazisok a
hal mazallapotok.

Tekintslink egy egyszerti atomos gazt, amelynek részecskéi kozott kol csonhatas van. A
rendszer szabadenergida: F = E— TS A belso energia fligg a kdlcsonhatastol:
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2
E =Z§—‘m+ZU2(rij)+ZU3(rij TioTi) e

i<j
ahol r; az i-edik ésj-edik részecskék kozotti tavolsag, U, a parkolcsdnhatas és gyakran csak

ezt vesszik figyelembe. A parpotencid aakjat meghatarozza, hogy rovid tavol sagon taszito,
nagy tavolsagon pedig vonzo kolcsonhatas uralkodik.

AU(r)

0\// r
8 ________

Sokszor alkalmazzak az U.n. Lennard-Jones potencidlt:

o7 (7]

ami két paraméterrel jellemzi a potencidlt.

Felmerll a kérdés, hogy miért alakulnak ki kil énbozo fézisok. Erre kvalitativ valaszt a
Boltzmann-féle rendezédés ev ad.

®
o o o
o o
. | B B | .
o
o o 0a®
. . ..2 . LI I ] .:. LI I ]
0P %
E nagy E kozepes E kics
Snagy Skdzenes Skics

T

Egyensulyban arendszer a szabadenergigjanak minimumératorekszik. Magas homersékleten,
mivel az F = E—TS kifejezésben az entropia meg van szorozva a homérseéklettel, ezt a
minimumot Ugy lehet elérni, hogy az entropiét nagynak allitja be arendszer, még azon az &ron

36



is, hogy az energiga nagy, hiszen arészecskék tavol vannak egyméstdl, vagyis nem a
potencidvolgy minimuma kdrnyékeén tartézkodnak. Ha a homeérsékletet csokkentjik, €l ériink
egy pontot, amikor mar érdemes lesz az kolcsonhatési energiatagot is joval aacsonyabbnak
valasztani, de természetesen ilyenkor az entropia kisebb lesz. Végul elegendéen alacsony
hémérsékleten mar az is,,megéri” arendszernek, hogy a részecskéket szaba yos rendbe
alitsa, vagyis az entropiaigen alacsony lesz, de az energiatag csokkenése ezt kompenzalja.

A halmazdllapot-vatozésok aleggyakrabban vizsgalt fazisatalakulésok, de szamos mas
esettel istaldkozunk: ferromégnes-paramagnes atal akulas soran a mégneses rend vatozik, a
szerkezeti atal akulasoknal a kristalyos rend valtozik, az 6tvozetek rend-rendezetlen
atalakuldsénd pedig az 6tvozetek egymasban val6 oldhatéséga valtozik meg.

A fézisatal akul dsok osztélyozasa, €lsdrendd atalakul asok

Ehrenfest vezette be a kdvetkezé osztdlyozést: Ha a fazisatalakuldsnal a G szabadental pidnak
els6 derivatjanem folytonos, akkor elsérendi, haamasodik derivat nem folytonos, akkor
masodrendii a fézisatalakulas. Elvben (és modellekben) magasabb rendu atalakuldsok is
lehetsegesek, de ezek jelentdsege elenyészo.

Az elsérendu atalakulasoknal latens ho 1€ép fel. Ez azonnal latszik a kdvetkezd diagramon:

A A

G G
Vi

Itt felhaszndltuk, hogy [O_GJ =V és (a—G) =-S. A kllonbtz6 fazisokat fazishatarok
oP J); 0T Jo

valasztjak el, amelyeket afazisdiagram segitsegével lehet abrazolni. Ha csak a halmazallapot-
véltozasokat vizsgdljuk, a kovetkezo fazisdiagramot kapjuk:
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fagyasgorbe @  kritikus pont

. A hirmaspont
szilard P

A fézisdiagramon a nevezetes pontok és vonalak isfel vannak tiintetve. A folyadék ésa
g6zfézis val 6jdban csak a gbznyomés gorbén kil onboztetheté meg, ahol a két fazis egyditt
létezik, koegzisztdl. A géznyomas gorbe ugyanis a kritikus pontban véget ér, tehat a gazfazis
és afolyadékfazis a szaggatott vonalla jelzett Gton egymésba atal akithato Ugy, hogy kdzben a
szabadental pia végig analitikus marad, vagyis fézisatal akul as nél kil .

Hatarozzuk meg afazishatarok differencidlegyenletét! A fazishataron a két fazis egyitt van
jelen, ilyenkor az egyenslly feltétele, hogy akémiai potencial ok megegyezzenek. Mivel

G = uN , aszabadenta piaknak is meg kell egyezni és ez igaz afézishaté&r mentén torténd
elmozdulasrais:

dG, =dG, .

Allandé6 részecskeszam mellett (dN = 0):

V,dP-SdT =V, dP-S,dT, vagyis AVdP =ASdT

amibol adddik a Clausius-Clapeyron egyenlet:

ahol AH =TAS az atalakulashoz kapcsol 6d6 |&tens hé.

A van der Waalsemélet

Az idedlis gaz elméete és egyszerti perturbativ kiegészitése nem ad szamot a
fézisatalakulasokrol. Az elso sikeres probdkozas van der Waalsé volt, aki az idedlis gazra
érvényes P =nk,T alapotegyenlet helyett a kovetkezot javasolta:

p=kal o2,
1-bn

Ez aképlet egy fizikai megfontoléson (és nem levezetésen) alapszik. A részecskek kozotti
kolcsonhatast Ugy vesszik figyelembe, hogy a potencidl rovidtava, taszitd magjarévén a
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részecskek szdmérarendelkezésre all6 térfogat csokken — ezt irjale ab paraméter. A potencid
vonzo része anyomast csokkenti, amit az a paraméter segitsegével vesziink figyelembe. A
taszitdsnal a slirtiséggel ardnyos a kizért térfogat, a vonzo tagnd a siirtiség négyzete szerepel,
mivel itt két részecske kol csonhatasat kell figyelembe venni. A fenti egyenletbdl
atrendezéssel

ool

adodik, amit V2 -bel beszorozva, V-re harmadfok( egyenletet kapunk. Ennek megfelelen a
kovetkezo izotermékat nyerjik:

\
Bizonyos homeérséklet alatt megjelennek tehét olyan izotermak, amel yeknél 3—5 >0, vagyis

az izoterm kompresszibilitas negativ. Ezek a pontok nem felelnek meg a termodinamikai
stabilités feltétel ének. Maxwell mutatta meg, hogy ilyen esetben mi fizikai izotermak
meghatarozésanak médszere. Itt is abbdl indulunk ki, hogy koegzisztencia esetén az egy
részecskere esd g szabadental pidknak meg kell egyezni. Mivel izotermét vizsgd unk, nemcsak
dN = 0, hanem dT = O is.

A A
\Y

B.E

v
v
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g= IvdP , ahol v az egy részecskére esb térfogat. A fenti abrébol kovetkezik a Maxwell-

konstrukcio: avizszintesizotermat Ugy kell behlzni, hogy az aatta és a fol étte 1évo terliletek
megegyezzenek. A vizszintes szakasz fizikai jelentése érthetd: amig koegzisztenciavan, a
rendszer térfogatanak vatoztatasa nem vatoztatja meg a nyomést, hanem csak afolyadék géz
aranyt. A vizszintes szakasszal az izoterma nem-analitikussa valik, tehét afazishatért az abran
jelzett, harang alaku, koegzisztencia gorbe jeldli ki.

A kritikus pont meghatérozasahoz észre kell venni, hogy itt az izoterma els6 és masodik
derivatjaeltinik. A van der Waals egyenlettel egyttt ez éppen hdrom egyenlet harom
ismeretlenre, aminek megol désa:

F)C:iz’ nczi’ kBTC:E’
27b 3 27b
ahonnan
nckBTc — §
P 3

Ez azt sugallja, hogy minden valodi gaz kritikus paramétereinek fenti kombinécidja
univerzdlis dlandéhoz vezet. A kritikus paraméterekkel dimenziétlannatéve avan der Waals
egyenletet, anyagi allandoktol mentes élapotegyenl ethez jutunk:

(PD+3nDZ{%—1) =877,

n

ahol P"=P/P, n"=n/n_,é&T"=T/T,. Ezamegfelel dlapotok tétele néven ismert
Osszefliggés azt mondja ki, hogy az U.n. redukat mennyiségek felhaszndlasaval minden val odi
gaz azonos alaku dlapotegyenlettel irhat6 le. Azonban ez nem tétel, hanem avan der Waals
kozelités kovetkezmenye, amit kisérletileg el Ien6ri*zni* kgll. Meglepd mddon valami igazsag
van benne! Valdban, akritikus pont kozelében aP (n,T ) flggvények azonos alakra
hozhatok, ez azonban kilonbdzik avan der Waals egyenletbdl kovetkezé tsszefliggestol. Pl. a

koegzisztencia gorbe a van der Waals elméletben parabolikus, a val ésagban ennél joval
laposabb.

Spinrendszer. Ferromagneses fazisatal akul as

Megfelelé kortlmények kozétt, kdlcstnhatd spinek makroszkopikus rendszerében |ehetséges
egy olyan &alakul as, aminek réven akilso tér nélkili, spontén magnesezettseg jon | étre.
Miel6tt ennek atéargyal asaba fognank, tekintsiik a nem kélcsonhatd, racspontokhoz régzitett
spinek rendszerét! Az egyszertiség kedvéért tegyik fel, hogy az el emi mégneseknek
(spineknek) csak két bedllasuk lehet, fel vagy le. Kilso tér nélkil a spinek rendezetlentil
alnak, akllss tér hatéséraigyekeznek atérrel parhuzamosan bedIni, ami eredd
magnesezettséghez vezet. Csak T = 0 homérsékleten @l azonban minden spin parhuzamosan
atérrel (ez az alapdllapot), magasabb homérsékleten ez atokéletes rend valamelyest zavart
szenved, vegul végtelen magas homérsékleten eltiinik a magnesezettség és a spinek teljesen
rendezetlendl dlnak. A rendszer Hamilton-fliggvénye:
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H=-Bu) 0,=-h) o,
ahol csak atér nagysagat jeloltik és p az elemi magnesek momentuma, az o, valtozo pedig
+1 vagy —1 értéket vehet fel. Vizsgaljuk ezt arendszert a kanonikus sokasag segitségével!

annak a val 6sziniisége, hogy a 2" spinkonfiguraciobdl éppen a {o,} -val jelzett val 6sul meg.
Szamitsuk ki a T hémérsékletii rendszerben a mégnesezettség varhato értékét! Ehhez elég
meghatarozni egyetlen spin varhato értékét:

_c'r;la-ieﬁhgi _eﬂh_e_ﬂh _ .
<O >= Ze/shai _eph+e‘5” =th(fh);

Az eredmény természetesen nem fiigg i-tél. Innen <M >= Ny < g >= Mputh(sh). Az izoterm
szuszceptibilitést adefinicio alapjan szamitjuk:

x(® =% =Mu‘”h(ﬂ”):Muzath(ﬂ“):mu2(1+th2(ﬂn)):mu{ ! j

B oB ah ch?(/n)

Ebbol akeépletbsl adodik a

1 2
M
PR e

alaka Curie torvény, ami azt mondjaki, hogy paramégneses anyagoknal (ahol a kol csonhatas
az elemi magnesek kozott elhanyagolhatd) a zérus kiilso tér melletti izoterm szuszceptibilitas
ahémérséklet inverzével aranyos.

XT(B - 0):

At

v
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Tekintsiink most mér egy ferromégneses anyagot. |lyenkor az elemi magnesek kozotti
kolcsdnhatas miatt spontén, kilso tér nélkili magnesezettseg alakulhat ki az anyagban. Az
egyszeriiseg kedvéért tekintsiink egy erésen anizotrop, csak kétféle beallast megengeds
magnest. A megfelel6 fazisdiagram a kovetkezo:

v

A vastag vonal afazishatar, amelynek két oldalan kilonbdzé irdnyd spontan magnesezettseget
tapasztalunk és az egyikrél amasikraval6 atugrés nyilvan nem analitikus fuggvénnyel irhatd
le. Ugyanakkor azt is |étjuk, hogy — anal 6gidban a folyadék-géz atal akul assal — a fazishatar itt
is egy kritikus pontban végzédik, Te-ben. Ennél, G.n. Curie-hémérsékletnél magasabb
hémérsékleten nincsen spontén mégnesezettség. Ezt a pontot megkertilve (1. a szaggatott
vonalat) analitikus it mentén el |ehet jutni az egyik iranyl magnesezettséghbol a mésik
irényuba. Erdemes a magnesezettség — homérséklet diagramot is felvenni:

A

M/Mmax

A spinek kozotti kolcsdnhatas leirasanak |egegyszeriibb mikroszkopikus modellje az I1sing-
modéll:

H=-3) co,-hY o,

<ij> i
ahol <ij > azt jelenti, hogy az els6 szomszéd parokra kell 6sszegezni a racsban, vagyis rovid

hat6tévol sagu kol csonhatast vezettiink be, J a kolcstnhatés, amit kicserélédés integranak is
szoktak nevezni, utalva a méagneses kol csonhatés kvantummechanikal eredetére. Alapvets
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kérdés, hogy kiaakulhat-e ilyen révid hat6tévol sagu rendszerben hosszu téva rend. Ahhoz,
hogy kilss tér nélkil eredd (spontan) magnesezettsége legyen arendszernek, ilyen hosszu
hat6tavol sdgu rendre van szilkség, hiszen a véges méretii, akar egy irdnyban alo
spincsoportok, domének a TDL-ben kioltjak egymast.

Elemezzik afenti magneses model It kilso tér nélkil a Boltzmann-féle rendezédés elv
alapjan! A legalacsonyabb energig, U.n. alapallapotban minden spin egy iranyba mutat.

Ilyen dlapotbdl kett6 van, az egy spinre esé entropiaa TDL-ben etiinik. Alacsony
hémérsékleten a szabadenergia minimumét az energia-tag uralja, és a spinek tobbsége egy
iranyba mutat. A homérséklet emel ésévek egyre fontosabba valik az entropikus tag, egyre
jobban szétzild édik arend, mig végil a Curie-pontban. Nagy kérdés, hogy mekkora
homérséklet kell ahhoz, hogy szétzildlodjék arend — errdl afenti, kvalitativ megfontolés nem
mond semmit. Lehet, hogy mér tetszélegesen kis pozitiv hémérséklet elég? Az egydimenzids
modellt viszonylag kdnnyen meg |ehet oldani, és kidertl, hogy ott val6ban ez a helyzet:
nincsen T > O-ra spontédn mégnesezettség. Természetesen az egydimenzids spinlanc rendjét a
legkdnnyebb elrontani. Mi a helyzet a kétdimenzids modellel? Ez mar nem egyszert
probléma, de a matematikai fizika egyik nagy diadalaként Onsagernek sikertlt. Kidertlt, hogy
akétfimenzids 1sing modelInek van nemtrividis Curie pontjal Ezt a szamitast nem kovetj ik,
hanem egy széles kdrben akamazhatd, U.n. étlagtér kdzelitéssel fogjuk leirni aferromagneses
atalakulast. A ferromagneses atal akulésok esetében ezt Weiss-elmé etnek hivjak.

Térjunk vissza ateljes Ising Hamilton-flggvényhez. Vegyik észre, hogy az atirhat6 a
kovetkezo alakra:

J
H=->0 (h+E.Zai)’
i j=i+nn

ahol amésodik 6sszegzés az i-edik spin els6 szomszédairaterjed ki. Ez a kifejezés Ggy
olvashato, hogy a g; spinre egy

h, = hed > o,
2 j=i+nn
effektiv tér hat, vagyis a kilso téren kivil a szomszédos spinek lokalis, vagy molekularis tere.

A kozelités abban dl, hogy ezt ateret alagosan vesszik figyelembe (Weiss-féle &lagtér
elmélet):

h. :h+i Z<aj >:h+%<a>,

j=i+nn

ahol z akoordinacids szam, és megjelent (az elvben a probléma megol dasabdl ad6do) spin
vérhato érték. Ugy tesziink, mintha mar ismernénk ezt az értéket! Ekkor egy fliggetien
spinekbol alo rendszerhez jutottunk, aminek Hamilton fliggvenye:

H=-h,> 0.

Ennek a megoldasét azonban ismerjUk:
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<og>=th(fh,) :th(lg(h+%<a>)j,

ami most egy implicit egyenlet <o >-re, vagyis a mégnesezettségre (M = Nu<o >). A
megol dast célszerti grafikusan szemléltetni.

A 1
(B <0a>) e

A

v

<g>

Az dbran az y =< g >egyenest is dbrazoltuk. A grafikus megoldas ennek az egyenesnek és a
th gorbének a metszéspontjaibdl adodik. Latszik, hogy B =1/k,T értékétol fliggéen lehet 1
vagy 3 megoldas (ez emlékeztet a van der Waals allapotegyenletre!). A th fliggvény derivatja

az origbban ,6’%. Magas hémeérsékleten a derivalt kisebb, mint 1 és csak 1 megoldas | étezik.

Alacsony hémérsékleten a derivalt nagyobb, mint 1, vagyis 3 megoldas |étezik. Ezek kozil az
egyik, a <o >=0-hoz tartozo instabil, amint azt késsbb be fogjuk latni. Az €l nem tiind
magnesezettséget jelenté megoldasok mutatjak, hogy ferromagneses fazissal van dolgunk. A
Curie-pontnd a derivalt éppen 1, vagyis

Jz

k.T. =—

B c 2
adodik.

Vegylk észre, hogy ebben a kifejezésben nem szerepel arendszer dimenzigja, csak a
koordinacids szam, pedig l&ttuk, hogy pl. egy dimenzidban nincsen T > 0 esetén
ferroméagneses rend. Tekintsilk a kdvetkezd, kvéazi-egydimenzios el rendezést:

Ez alétra egy végtelen racs darabja, amel yen a koordinéci s szam ugyanugy 4, mint a
négyzetracson, vagyis az atlagtér elmélet ugyanazt akritikus pontot eredményezi. Meg |ehet
azonban egzaktul mutatni, hogy egy ilyen végtelen [étran a termikus fluktuaci ok ugyanugy



leromboljék a ferromagneses rendet, mint az egydimenzids végtelen lancon. Vagyis alacsony
dimenzioban az étlagtér kozelitéssel baj van. Mi ennek az oka?

Az alkalmazott kozelités |ényege, hogy avizsgalt o, spin korili szomszédos spineket nem

egzaktul, hanem csak atlagosan vesszik figyelembe, vagyis elhanyagoljuk a fluktuéciokat. De
éppen a fluktuaciok felel6sek arend szétzildlaséért! Miné aacsonyabb a dimenzio, anndl
nagyobb jelent6sége van a fluktuaci oknak.

Latjuk, hogy — egyezésben a kétdimenzi s egzakt eredménnyel (valamint a magasabb
dimenziés numerikus szdmitésokkal) — az &lagtér elmé et fazisatalakuldshoz vezet T >0

Curie-homérséklettel. Nézzik meg, mi adodik a szuszceptibilitasral Eloszor fejezzik ki ah
teret a <o >, vagyis |ényegében a magnesezettség segitségével!

h:kBTarth<a>—%<a>

<g>

v

A

v
oM 0<o> ,(0<O>

=24} =N =Np?| 22970

Xf(ml ‘{aBJT ”(ath

Létszik, hogy h= 0-hoz T >T, eseténegy, T <T_-nél h&rom megoldas tartozik, ésszhangban
akoradbbiakkal. Tudjuk, hogy afluktuaciok és a szuszceptibilitas kdzotti kapesolat révén

X 20, tehdt az alacsony homersékleti fazisban az izotermakon termodinamikailag nem

stabil alapotok jelennek meg, teljes ana 6gidban avan der Waals elmélettel . Ezért
mondhattuk, hogy a < o >=0megoldas a ferromagneses fazisban instabil. A Maxwell-
szerkesztés itt a szimmetria miatt nagyon egyszerii: ah = 0 tengelyen kell akét stabil

megol dast fliggolegesen Gsszekdtni (vastag vonal). Szamitsuk ki, hogyan fligg a spontén
magnesezettség (h = 0) a homérseklettol akritikus pont kdzelében. 1lyenkor a magnesezettség
kics ésath fliggvényt o-ban harmadrendig sorba fejtjik és figyelembe vesszik, hogy T — T
iskicsi:

Jz Jz 1( ,Jz : 1
<og>=th(f=<0>)=pB=<0>-Z| f=<0>| =<0>|1- ¢ |-Z<og>?,
(pE<0%)=p%<o>-3 pE<o>] ( cjs

ahonnan
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<g>= BE

c

vagyis a mégnesezettség gyokdsen indul.

A stabilitasi kritériumnak nem mondanak ellent a vastag vonalon tul taldhato, de pozitiv
szuszceptibilitédst pontok. Ezek nem egyensuly, hanem metastabil dlapotoknak felelnek meg.
Segitsegikkel kvalitativ képet |ehet a hiszterézisrol nyerni (1. szaggatott vonaat). A

val 6sagban a hiszterézis bonyolultabb jelenség, amelyben a doménszerkezet és a szennyezok
fontos szerepet jatszanak.

Az dbrérdl létszik, hogy akritikus izotermén a zérus térhez tartozd szuszceptibilités
végtelenné valik. Szamitsuk ki, hogyan. Fejtsiik sorbaa < o > (h) flggvényt:

<U>:thﬁ(h+%<0'>)=,3(h+J—22<U>)

<J>(l—,3%) =<0>[kg(T-T,)=/ph

oh

=k (T-T
a<0_> B( c)

ahonnan

oM (0<0o> Ny? 1
=l—— | =N = .
AT ( 0B jT a ( oh jT kB (T _Tc)

Azt |&juk tehdt, hogy a szuszceptibilités divergdl a Curie-pontban, ami a magnesezettség
mindenhataron tdl ndvekvo fluktuécidira utal. Ez ismét ramutat az atlagtér megkozel itésben
rejlé ellentmondasokra: Abbdl indulunk ki, hogy afluktuéciokat el Iehet hagyni, ésarraa
kovetkeztetésre jutunk, hogy nagyon fontosak, legalabbis a kritikus pont kozel éoen.

A mégneses fézi satal akul as azonban nemcsak anal 6g a folyadék-géz atalakuldssal, hanem
kllonbozik is attdl. A folyadékallapot és a gézallapot azonos szimmetrigju. Az Ising
modellnek h = 0 mellett van egy aapveté szimmetriga: Az energia nem valtozik, ha minden
spint megforditunk. T> T, esetén nincsen spontan mégnesezettség, vagyis a rendszer dlapota
tukrozi a Hamilton-flggvény szimmetrigét. Alacsony homeérsékleten, aferromagneses
fézisban avagy pozitiv, vagy negativ méagnesezettség alakul ki —hogy melyik, azt
fluktuaciok, vagy az kildnben elhanyagol hat6 jelentéségii hatarfeltétel donti el. Mivel itt a
szimmetria ugy sértil, hogy nincsen jelen a Hamilton-fliggvényben a szimmetria-sért6 kilss
tér, ajelenséget spontan szimmetria-sértésnek hivjak. Ez fontos fogalom, amely kul csszerepet
jétszik a szupravezetéstsl a részecskefizikaig szamos elmél etben.

A fazisatal akulasok Landau-e mél ete

A ferromégnesség példa arovid hatétavol sagu kol csonhatasok kovetkeztében, kooperativ
hatésra, fézisétal akul és soran kia akul 6 hosszu tévu rendre. |lyenre szamos példavan, és
célszertinek latszik egységes elméletbe foglani 6ket, amint azt Landau tette. Mindenekel 6tt
be kell vezetni az O rendparaméter fogalmat. Ez a mennyiseg a kialakul 6 rend mértékére
jellemzé éstikrozi afézisatakul as soran sérilé szimmetriat. Pl. aferromagneses atal akul dsnal
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természetes rendparaméter vdasztas a O =< g > (vagyis |ényegében az egy spinre jutd
magnesezettség), amely arendezetlen, magas homeérsékleti fazisban eltiinik, majd akrtikus,
Curie-ponttdl kezdve fokozatosan ndvekszik, mig T = 0-n eléri amaximalis értéket:

<o >=1.

Elsérendii fazisétalakuldsna arendparaméternek ugrasa van, mig masodrendd atalakulésnd
folytonosan valtozik. Szokéas ezért a masodrendu fézisdtal akul asokat folytonosaknak is
nevezni. A ferromégneses fazisdiagramon bemutatunk el ss- és masodrendii atal akul ésokhoz
tartozé utakat.

A

B

v

A folyadék-gaz atalakulasnd szimmetria nem sériil, de ott is be lehet rendparamétert vezetni:
O=n-n_, vagyis az aktudis és a kritikus siirtiseg kilonbsegét. Pl. atérfogat véaltoztatasaval
T < T, esetében O-ban ugrés 1ép fel (elsdrendt atalakulas).

Landau nyomén vizsgaljuk az egy részecskére esp f szabadenergiat a rendparaméter
flggvényében. Olyan alakot tételeziink fel, amelyik dtalanosan leirja a fazisatal akul ast:

f=f,+ AT -T,)0>+BO* -hO

ahol az egyszertiség kedvéeért a rendparaméterhez konjugalt, szimmetriasérto intenziv teret h-
val jeloltuk. Itt A-t és B-t dlandonak tekintjik, noha természetesen az &al akulas
szempontjabdl 1ényegtelen, gyenge homérséklet-fliggesiik lehet. Tekintsik elészér ah =0
esetet.

T>Te

fa
T< T,

VNS

v

Az egyensulyt a szabadenergia minimuma tiinteti ki. A kritikus pont fol6tt egyetlen minimum
van, ami megfelel arendezetlen fazis szimmetrikus megoldasanak. A kritikus pont aatt 3
stacionérius helye van a szabadenergia-fliggvénynek, ezek kdzll egy, a szimmetrikus instabil,
amasik ketto stabil és szimmetria-sérté (mivel csak az egyik valosul meg).
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Vizsgdjuk meg, hogy mi torténik, ha bekapcsoljuk a szimmetria-sért6 teret. T > T.-nél
egyszeriien eltolodik a szabadenergia minimuma, annak megfeleléen, hogy a kilss tér
hatasara a rendparaméter nem nulla értéket vesz fel. T < T.-re az alabbi dbra szerint alakul a
helyzet. A megoldas egyértelmii éstikrozi atér szimmetria-sérté hatésat, de latszik, hogy —
legaldbb is nem tdl nagy tér esetén — van egy masik minimum is, ami a metastabil allapotnak
felel meg.

fa
T< T,

\\/ O'

v

A Landau-szabadenergia alapjan egyszertien lehet szamitani az egyes mennyisegek
viselkedését a kritikus pont kézel ében. El6szor legyen h = 0. A rendparaméter egyensulyi
ertékét differencidléssal kapjuk meg:

% = 2A(T -T,)O+4B0® = 20(A(T -T,) +2B0?) =0,

ahonnan T > T.-re adodik az O = 0 megoldas, T < T.-re pedig

_ AL
0=y~

vagyis arendparaméter gyokdsen ndvekszik akritikus pont alatt. A ,, szuszceptibilités’

szamitasahoz kis kil so teret tekintsiink és hanyagoljuk el a rendparaméter magasabb
hatvanyat:

i:2A(T -T.)0-h=0,

00

ahonnan

ﬁ:(f’_Oj _1 1
N \oh), 2A(T-T)’
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egyezésben a Curie-Weiss torvénnyel. Mivel a Landau-elmélet dltaldban a fézisatalakulasokra
vonatkozik, a szuszceptibilitast itt altalanos értelemben kell haszndni. Példaul a folyadék-gaz
atalakuldskor a kuilso tér 1ényegében akémiai potencid, a szuszceptibilitasnak az izoterm
kompresszibilitas felel meg. Haavan der Waals elméet alapjan kiszamitjuk a
kompresszibilitast, a Curie-Weiss torvénnyel anal 0g kifejezést kapunk.

L&juk tehdt, hogy a Weiss-féle &lagtér-elméet, avan der Waals elmélet, ill. a Landau-
elmélet nagyon hasonl 6 eredményekhez vezet. Szokas ezeket az el mél eteket (és a tovabbi
hasonl Okat) egységesen atlagtér elmé eteknek nevezni, mert val 6ban kzos vonasuk, hogy
elhanyagoljak a fluktuéciokat. Ez explicit a Weiss-elméletben. A van der Waals elméletbe ott
jon be, hogy csak az étlagos a,b paraméterekkel vettik figyelembe a parpotencid hatését. A
Landau elméletben nem is jeldltik, hogy val6jaban amikor a rendparaméter egyensilyi
értékét hatdrozzuk meg, akkor vérhato értéket szamitunk és pl. a mégnesezettség szamitasana
implicite feltettiik, hogy <O>%= <O %>. Ugyanakkor valamennyi &tlagtér elmé etben
egységesen a kritikus pontban divergdt a fluktuacidkra jellemzé szuszceptibilitas! Lattuk,
hogy

ﬁ:§jcoo(r)d3r = < (DO)?>.

Hatehat ez a mennyiség a kritikus pontban végtelenné valik, akkor az integralnak divergania
kell. A korrel&ciés fuggveényrol feltehetd, hogy nagy tavol sdgban lecseng, hiszen ilyenkor
flggetlenné valnak a fluktuaciok egymastdl. A legegyszeriibb feltenni, hogy a korrel dtsag
egy véges, homérséklettol (és akllss tértol) fliggo, & hosszisaggal jellemezhets tartoméanyra
jellemzo, vagyis

Coo 0 e—r/f(T)

ahol & az u.n. korrelacios hossz. Az integrd € minden véges értékére konvergens, vagyis
ahhoz, hogy a kritkus pontban divergédljon, h = O-rafenn kell lni, hogy

“mTﬁTCC((T) =,

vagyis egyre nagyobb Kiterjedésii tartomanyok fluktuacioi lesznek korreldtak. (Ahhoz, hogy
akorrelaciok meég a kritikus pontban is lecsengjenek afenti exponencidlis alakot meg kell egy
hatvanyflggvénnyel szorozni.) A fazisatalakulasok modern elmélete éppen ezt adivergal o
karakterisztikus hosszlisdgot dlitja a kézéppontba, aminek a segitségével szemléletes kép
alakithatd ki akritikus pontbeli rendszer 6nhasonl 6sagardl. Az erre a képre épitett elmélet
segitségével meg lehetett a kovetkezoket magyarézni.

Az &lagtér-eméletek atermodinamikai mennyiségek viselkedésére hatvanyfiggveényeket
adnak. Ez 6sszhangban van az elméleti modellek egzakt és numerikus megoldésaival,
valamint akisérleti eredményekkel, azonban az exponensek szamszerii értékel eltérnek az
atlagtér-elmélet jodataitol. Az atlagtér eméletek szuperuniverzalitést jésolnak: megfelel6
,SZOtar" bevezetése utan minden fazisatal akul &s ugyanugy leirhato, sét ez dimenziétol
flggetlendl érvényes. Léattuk, hogy a dimenzi6 szerepe nagyon fontos, akér a fazisatalakulés
|étét befolyasolhatja. A valGségban van univerzaitas, egymastol nagyon eltéré atalakul asok
(pl. erésen anizotrop magnesek és a folyadék-gaz atalakulés) megfelelé exponensei
megegyeznek. Azonban nincsen szuperuniverzalités, hanem univerzalitési osztdyok vannak,
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amelyeken bellll ez az egyezésigaz, de killonbdzé univerzalitési osztélyokhoz kil 6nb6zo
exponens-csoportok eltérnek. A modern elmélet a tapasztalatokka 6sszhangban
» feltarta, hogy az univerzalitadsi osztdlyok, amelyek exponensek egy csoportjéval
jellemezhetok adimenziotdl és arendparaméter szimmetrigatdl figgenek;
o ¢eljérést adott az exponensek kiszamitésara.
Néhany exponens szokasos definicioja a kdvetkezé (t= (T —Tg)/Te, h=0):

O~ (-1)*
X~
&~r”

Az aédbbi téblézat néhany exponens értékét foglalja tssze:

alagtér | Isingd=2 | Ising d=3 | folyadék- | anizotrdp izotrép Heisenberg
gaz magnes magnes d=3
B 1/2 1/8 0.33 0.34 0.33 0.37 0.37
y 1 714 1.24 1.27 1.27 14 14
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