STATISZTIKUS FIZIKA I
Kvantummechanikai allapotok, kvantumsokasagok

A kovetkedkben megvizsgaljuk, hogy milyen kdvetkezményei vannak a
kvantummechanikanak a statisztikus fizikara nézve. Egyensulyi rendszidiedialkozunk.
A 16 feladatok a kovetkeik:

1. Meg kell hatarozni a statisztikus fizika klasszikus bevezetésénalalefogalmak
megfelebit.

2. Le kell vonni a kvantummechanikai szimmetriak kbévetkezményeit (a részecskék
megkulonboztethetetlensége, a hullamfliggvényledried) szimmetriatulajdonsagai).

Kvantumsokasagok

A kvantummechanikaban fel kell adnunk a mikrodllapotoknak a fazistér bizonyos pontjaival
val6 azonositdsat. Nem hasznalhato a trajektoria fogalma, az impulzus és aétaddizott
hatarozatlansagi relacio all fenn.

A mikroallapotokat kézenfekva kvantummechanikai allapotokkal azonositani. A
kvantummechanikaban is sokasdgokkal dolgozunk: Feltessziik, hogy azonos makroallapotu
rendszerek sokasagat vizsgaljuk, agy hogy a sokasag elemei kiflamikdaallapotokban
lehetnek. Az egy adott mikroallapothoz tartozé elemek szaméanak relativ stlggyezg

azzal gp; valésziriséggel, hogy az adott makrojellefikkel leirhat6é rendszer az
kvantumszammal jellemezléedllapotban van.

Tekintsiik ebszor a zart rendszer esetdiiKrokanonikus sokasfigegy zart rendszer lehet pl.
energia-sajatallapotban és abban is marad, ha kdlcsénhatast nem kapcsolunkdizar/aloj
azonban itt is csak annyit tudunk megkdvetelni, hogy a rendszer energidia EgydE )
intervallumban van. A korabbi érvek (teljes lezarasrél nem lehet gondoskodni, mérési
pontatlansag) mellett az energia és a megfigyel8siadotti hatarozatlansagi relacio is ezt
tamasztja ala.

Lattuk a Liouville tétel kapcsan, hogy klasszikusan a zart rendszerbelaslosak az
energiatol fugg. Be lehet latni, hogy ez kvantummechanikailag is igy vamék e
megfeleben ki lehet terjeszteni az egyémaloszirtiségek elvét:

-
Q(E,dE)
p. =0 kalénben.

o) haE<E <E+d&

Az entropia, a bmérséklet alakja azonos a korabbival.

Ha a rendszerdtartallyal all kapcsolatban, akkor a korabban bemutatott gondolatmenethez
teljesen hasonlé modon kapjukanonikus eloszl&s
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Attérve az energia szerinti 6sszegzésre:

a(E)e_E/kBTdE _ ME)e—E/kBTdE
Z

P(E)dE = - :
.[CL(E)e_E/kBTdE

0

aholZ az allapottsszeg, amelyre természetesen érvényes az
F=-kTInZ

dsszefuggeés.

A nagykanonikus eloszlasra

1 _ge -
Pn :Ee B(Ey;—iN)
adodik, ahol

P ize—ﬂ(mrw _ Z":eppNZN ’
N=0

N=0 j

a nagykanonikus allapotosszepa kémiai potencial). Valtozatlan@l=—-PV =-k,TInZ .

A kvantummechanikai (TPN) sokasdg meghatarozasddiddat. A fluktuaciokra vonatkoz6
altalanos 6sszefliggések valtozatlanul érvényesekt &z a képletek alapjan kénnyen
belathato.

A termodinamika harmadil§tétele

A harmadik 6tétel kisérleti tény, azonban ellentmond a klassz#tatisztikus fizikdnak:
elegend az ekviparticio tételére gondolni. Térjink azonbimsza az alapokhoz és vegyuk
figyelembe a kvantummechanikat! A Boltzmann 6sszgé$ szerint:

S=kg In Q (E,0E)

Elegenden alacsonydmérsékleten a betdltés egyre inkabb az alapalfefiotolodik el.
Végul T = 0-n a rendszer alapallapotba keril. Ennek atapjaarmadikdtétel

imS=0
T-0

azt fejezi ki, hogy a (makro) rendszerek alapallap®m degeneralt. A harmadikdtel fenti
megfogalmazasa azonban csak tiszta, homogén amga@oiényes, ellenkézsetben egy
véges keveredési entropia-jarulék adodik. Valojatem kell a tiszta rendszéksem
megkdvetelni, hogy egyetlen alapéllapota legyenggfeleb 6sszefliggés:

limS/N =0,
T_0



vagyis a rendszer alapéllapota nem lehet makrogakegn degenerdlt. Ez a tapasztalatok
szerint a kvantummechanikai makrorendszerekre igaz.

A mar idézett

T

C
ST)=S,+ .[?f’dT'

0
Osszefuggésih kovetkeden a likapacitas & - 0 limesben eiinik.
A harmadik 6tételt szokas ugy is megfogalmazni, hogy az abszékius bmérséklet nem
érhet el véges szamu lépésben. Ezt az Un. adiabatitégleesezés példajan fogjuk

bemutatni.

Az x=(Y,2); y=(z,X); z=(x,y) fuggvények megvéltozasai kdzott fennall a koveikez
0sszefliggés:

HIEEE

amibol

(aTJ (asj (aBJ _ : (aTj _ (OTJ (asj

— | |l=I||=1| =-1, vagyls | —| = —||=—=1| .,
0S )g\ 0B )\ dT ) 0B ) 0S )\ 0B );

ahol a baloldal etsténye®je a stabilitds miatt pozitiv. Tehé(%%) es a(g—:) elojelei
S T

ellentétesek.

Az adiabatikus lemagnesezés segitségéitbkelh a rendszer.



Kvantumstatisztikak, idealis kvantumgéazok

Eddig csupén azzal foglalkoztunk, a kvantummectardikapotok alapvéen kilonbdznek a
klasszikus fizikaiaktol. A kvantummechanikai szintréknak azonban tovabbi, mélyrehat6
kovetkezményei vannak. Lattuk mar, hogy a Gibbswaxon felolddsdhoz hivatkoznunk

kellett a részecskék megkulonboztethetetlenségera.tulajdonsag a hullamfliggvéeny
szimmetriajat is meghatéarozza két részecske félé&saivel szemben:

PL2|¢’(X11X2) >:“;U(X2’X1) >= i|‘;l/(X1’X2) >

Ha aP felcserélési operator sajatértéke +1, akkor bokagezek az egész sphin
részecskek), ha — 1, akkor fermionokrol beszéligazkK a félegész sginészecskék). Az
utobbiaknal érvényes a Pauli-elv: vagyis két réskeoem lehet azonos kvantummechanikai
allapotban. Hadealis kvantumgazunkan, amikor a részecskék fuggetlennek tekidthet
akkor azN részecske hullamfliggvényt az egyrészecske hul@guéinyek szorzatainak
linearkombinacioibdl kell kikeverni, ugy, hogy anfeszimmetria teljesuljon.

A0 =Y O ol. K =p?/2m
i=1

Legyen:

H Vg, (x,0) >= .|, (x,0) >.

Ekkor

W (X0, 01, %5, 0. X, T ) >= Slate|r¢ml (X, 0) By, (X5,T,).. 8, (Xy,0) >

fermionokra, illetve egy hasonld, szimmetrizalt kvnécié bozonokra. A Slater-determinans
hasznalata biztositja a Pauli elv teljestlésétogszeg minden tagjara:

l_’i (N)‘¢ml(xl’a.1)¢m2 (XZ’JZ)""¢mN (XN ’O-N) >= Z gmi ‘¢m1 (Xl’o-l)¢m2 (XZ’JZ)""¢mN (XN ’JN) >1

tehat

~ N
H (N)|¢’m (X1,01,X5,05.. Xy, Oy) >= (ng, )|¢’m (X101, X5,05.. Xy, Oy) >
i=1

Tehat a hullamfluggveény részletei a mikroallapot meghatarozasgeagabol leényegtelenek,
csak az szamit, hogy hany részecske van egy egyrészecske-allpotbdretBitési szamot
n,,-mel jebljuk és nyilvan:

n, =01 a fermionok
n, = 0123..... a bozonok



esetében.
A betdltési szamokkal a rendszer jelldiki lehet fejezni:

N=>n,
E=> nén

Kérdés, hogy mi a betdltési szdmok varhaté értéke adloitisékleten. Az egysaeség
kedvéért a nagykanonikus sokasaghbadl indulunk ki.

w =B Nnén =B Ny (Em= 1)

Z:ZeﬂﬂNZN:ieﬂM\‘ Ze m :Ze m = |_|e_ﬁhm(£m_)u)
N=0 {nm} m

N=0 {nm} {nm}
Ny =N

Az utolso kifejezést irjuk ki részletesen!

e_ﬁho(fo _/u)e_[?nl (El_)u) e e_:ma(‘gm —,U) e

e_ﬁhlo (€0 —/I)e—ﬁhll(fl—/l) e e_[?nlm (Em=H) oo
e‘ﬁhuo (g0-4) ..

Rendezzik at ezt az 6sszeget! (Természetesen fermionoknal csak 0, vaggp bédtikeés.)

(1+ o AUt 4 o B2Ae0~H) 4 ) (1+ o Ple-m) 4 g Bem) 4 ) (1+ e Uem) 4 ) .=
0 Nmax

|_L Ze_ﬁ(‘gm —H) .

m= n

Valdban, ha kifejtjuk a fenti szorzatot, a mégéllépésben szergpbsszeg valamennyi
tagjat megkapjuk. Bevezetléktaz adotim kvantumszamhoz tartoz&, allapotosszegek.

1
Z5 =Y eMn™ =14+ g7 fermionokra, és
n=0

Z8 =Y et = (1-e )™ hozonokra.
n=0

Az utolso lépésben egy geometriai sort kellett felésszegezni, aminek konvafgjéstele
megkdveteli, hogyu < 0legyen, hiszen a sornad = dsetben is konvergalnia kell. Ez e

oyl

kovetelmény csak akkor érvényes, ha a részecskeszam véarhato éraékiénak kell
vennunk. A teljes allapotdsszeget a kiloribaltapotok allapotésszegeinek szorzata adja:

z =[]



Az adott egyrészecske kvantumallapot bet6ltési szamanak varhato értédzet a ré
allapotosszegek ismeretében ki lehet szamitani:

- _0Inz,

" , ahonnan
oBu

A= 1
m eﬂ(gm_)u) il’

ahol most és a tovabbiakban a éefsiiveleti jel a fermionokra,az alsé pedig a bozonokra
értend. Ez mennyiség tehat az adott egyrészecske kvantumallapotban tart6zkodskéészec
atlagos szamat adja meg. Szokas pongyola médon ezt eloszlasnak nevezni; a fearaionokr
Fermi-Dirac, a bozonokra a Bose-Einstein eloszlas vonatkozik.

Az étlagokra is érvényesek a korabban bemutatott egyenletek:

=)

m
gm

m

=

N=>
m
E=>]
m
Ezeket az egyenleteket gy lehet értelmezni, hogy a rendszerbagdeecskek szamanak
varhato értéke, ill. a rendszer atlagenergidja meghatarozzak az skbald paraméterként
szerepd homérseéklet és kémiai potenciél ertékét.

Osszeqgzés és integralas

Gyakran ebfordul, hogy valamennyi egyrészecske kvantumallapotra 6sszegezni kell. Ezt ugy
jeloltuk, hogyz , de azm kvantumszam itt valamennyi kvantumszamot egyuttesen jeldli, az
m

allapot egyértelrnindexe. Pl. ha dobozba zart részecskeket tekintuink, akkoy,am,, m,

kvantumszamok mellett@ spinkvantumszamot is beleértjik. &z energia gyakran
flggetlen a spinkvantumszamtdl, ilyenkor a spin csak@ggy2s +1-szeres degeneraciot
jelent, aholis a spinz-komponensének maximalis értéke.

Véalasszunk periodikus hatarfeltételt!

p, =hk, :%mx, vagyis m, :%. Innen

Am, :1:%Apx.

Ha a térfogattal tartunk végtelenhez, az 6ssiddgtegral lesz:

v Y,
2.70+5 2. 8p8p,Ap, ~ g [d°p.



Ha az integrandus csak az energiatdl figg, akkor a szégek szerinti intedléldest eegezni:

\%

g F4m2dp = p(e)de,

ahol az egyrészecske allapotség

V 2(]')
- 4 .
,0(5) gh3 D |

Feltéve, hogy

2

p

g(p) = o vagyis p =+/2me , nyerjuk, hogy

p(e) = gZﬂV(i—T) Je.

Az atlagos részecskeszamra, illetve energiara ez a kogdtkezuladkhoz vezet:

— V. 1 _ %t p(e)de
N'= gﬁjd peﬂ(f(p)‘”)il_ Jeﬂ(f(p)‘”)il’

= V 3
E—gFJ'd peﬁ(‘g

op) ] eple)de
(P)-#)il Oeﬂ(f(P)-#)il'

Allapotegyenlet

Szamitsuk ki az idedlis kvantumgézok nagykanongatsncialjat!

® =—kTINZ = kTS InZ, = Fk,T Y InL2 e

Mivel PV =-®,

PV = £k, TY In(L+ e#¢0)

Ez az 6sszeg atalakithat6 integralla:

PV = ikBTg% .[471)2 In(li e‘ﬂ(f(p"“))dp_
0

Integraljunk parcialisan! Legyen= 4?77 p® és



+ @ AP -x)
1+e B(e(p)-p) ( 'B)

A kiintegralt rész nem ad jarulékot, meptIn(1+ e ¢4 gakét hataron (0 és) eltinik.

Vo1 477 L2 v 2° 2
PV =+ +k,T *~Z“n(e)d —= [4mp*an(e)dp==E .
h3kT3Ip (€)dp | = h33ojm (£)dp=~

Tehat a klasszikus idedlis gaznak megéeteedmeényt kaptuk! Vigyazat, az ekviparticionak
megfeleb 6sszefliggés azonban nem érvényes:

E # = NKkT.

N w

A levezetésnél felhasznaltuk, az energia és az impulzus kozotti 6sszefaggés
diszperziét. Kénnyen be lehet latni, hogfp) ~ p” esetén a fenti formula médosul:

PV=ZE.

wlv

Klasszikus hatareset

Kis betoltési szamok,, <<1 esetén mindkét kvantum-eloszlas atmegy a klasszikus,
Maxwell-Boltzmann-eloszlasba:

A= fen i

Ennek feltétele, hogy vagge,. , vagy e* << 1. Az ebbbi esetben csak egy

kvantumallapotot, illetve nivot lehet klasszikusan kezelni, mig az utébbinal az egész
rendszert. Foglalkozzunk ezzel az esettéisEir irjuk &t a nagykanonikus potenciélra
vonatkozo kifejezést:

1+ e PlenH) T g BlEn-1)
=+k,TY In =
m

® :¢kBsz:|n(1¢ e ) = 1k TZIn _ﬂ(e - Lo

+k,TY In@=1,).

m
Klasszikus limesben:

O =k TY M, =—kTe#> e’ =k Te¥Z,
ahol megjelent az egyrészecske kanonikus allapgsintegralla alakitva ez kiszamithaté:

Z, = =013 (2m71'<T)3’2



ami megfelel a kordbban a klasszikus idealis giapatt kifejezésnek. Nem meglemodon
az allapotegyenletre az

N = —aﬁ = Zleﬂ'u
ou

alapjan—® =PV =k, TN adodik.

A szabadenergia

NI N
Inﬁ—l = —kBTInZT1 =-k;TInZ,
Z, N!

F=0+ N = N(-k,T + ) = Nk, T(Bu-1) = NkBT(

vagyis a részecskék megkulonboztethetetlensédémmpd N! kijott ,magatol”.

Mi a fizikai feltétele a klasszikus a&tmenetre vattérésnek?

Vezessuk be a kovetk&karakterisztikus hosszusagokat:

A :L: termikus de Broglie hullamhossz
2mrk, T
V 1/3
R= (ﬁj . arészecskék kozotti atlagos tavolsag.

3
A klasszikus leiras jo, he®* ~ A <<l vagyis, had; << R. A termikus de Borglie
R T

hullamhossz a részecskék kinetikus energidjanaketefghullamhossz. Ha ez sokkal kisebb
a részecskek atlagos tavolsaganal, akkor a résdenskn érzékelik egymast
hullamfiiggvényeit, és a klasszikus leiras helyes.

Nyilvanvald, hogy a fermionok és a bozonok kdzéiantummechanikai eredet
kulonbségnek a klasszikus hataresetben elkatii¢. Az alabbi abra mutatja, hogy adisi
szamok szempontjabol ez hogyan valosul meg:

n(g) 4

lp) BE

o MB
1 | (5-H)/keT




Kvantum-korrekcidk

Lattuk, hogy a klasszikus hatareset megfelefa— Olimesnek. Ebbl adédéan a
klasszikushoz képest fellefprvantum-korrekcidkat ennek a mennyiségnek, misit ki
paraméternek a sorfejtéseként lehéékitani. A tovabbiakban edsendi korrekcidkat
vizsgalunk.

1 e Alen)

ne) = =e e (1T eeM),

Pl 1 - 1+ g BEM

amibol

N = j p(£)N(€)de = 27 % (2m)*2 jsl’ 2(e P Fe et de .
0 0

Felhasznalva a gamma-fiiggvény definiciojat és étléjlex'le'aﬂfds =(aB)¥?I' (x) és
0

r@/2)=Jmi2 a

3/2
N = gv[ Zmr:fBT) e (1F27%%eH)

kifejezést kapjuk, ami 6sszeflggeést ad a kémiai potencidlra. Lattuk, hegyiklas
hataresetben

3
et =%(%) , és

3/2
9 [zm’kBTj P | amith|

Z|
n

M = e (1F 279%eM),
eﬂ# ~ eﬁllm (1i 2‘3/295!1) ~ eﬁﬂm (1i 2‘3/2eﬂﬂk| )’

ahol mindig csak etsrendig tartottuk meg a korrekciokat. Innen

1 (A )
Bu = By 152 Slz(ﬁJ .

Szamitsuk ki az a rendszer energiajat!

10



E= jgp(s)ﬁ((s)dg = 2@% (2m)¥? j£3’ (e e Fe e )de =
0 0

2@% (2m)3’2%\/7_7(kBT)5’2eﬁ” (LT 27%2eH)

ahol ismét felhasznaltuk a gamma-fuggveny értéké/?2) = 3ami4. Az egy részecskére
juté energia

17 27°%e# 3

E 3
—= kT2~ =°
N 2 ° 1F2%2e# 2

3
K TT @52 -297)e8)= 3 kBT(li 27512 E(A—T) J
2 g\ R

ahol ismét kihasznéltuk, hogy a kémiai potenciakkkikus limesének felhasznalasa
magasabb rerichibat okoz. A teljes energiara

3
E= NkBT(li 2‘5’%(/]—T) j =3pv

N w

R 2

adodik. Latszik, hogy azonos részecskeszamubr@etsékled rendszereket 6sszehasonlitva
PBE < PMB < PFD’

vagyis a bozonoknak kisebb, a fermionoknak pedgyobb a nyomasa a megféiel
klasszikus rendszerénél. A részecskék kozott nédtdieztiink kdlcsdnhatést, mégis, a
kvantummechanikai szimmetriatulajdonsagok egy éffekblcsonhatashoz vezetnek, ami a
bozonok esetében vonzo, a fermionokndl pedig tasxit utdbbi a Pauli-elv miatt
szemléletes, az@bi pedig azt jelenti, hogy a bozonoknal nemcsagengedett, hogy a
részecskék azonos kvantumallapotban legyenek, hkifiejezetten ,,szeretnek” azonos
allapotban lenni. Ez az alapja a Iézereknél fomdakalt emisszionak.

Idedlis Fermi-gaz
Az atlagos betoltési szam fermionok esetében

1

n=———, lletve n(&)= Fermi-figgvény).
n = e ] (€) - 1( ggveny)

B(e-p) +

amihez mellékfeltételként

=)

m
ﬁmgm

N=>»
E=>]
adodik. Ha energia szerint irjuk fel a betoltégtydlembe kell venni g-szeres degeneraciot.

El6szor vizsgaljuk meg @ = 0 bmérsékleti viselkedést! llyenkor a Fermi-fliggvéigy e
lépcds fuggveény lesz (I. az 4brat).

11



\ T>0

Mo = €r

mV

Az ¢ < ¢ (Fermi-energia) alatt az allapotok betoltotteks £. az allapotok Uresek. Néhany
szokasos elnevezés:

Ee Fermi-energia

p. = +/2me, Fermi-impulzus

ke =p:/h Fermi-hullamszam
T =& kg Fermi-Fbmérseklet
A- =h/pe Fermi-hullamhossz

A részecskék szamara érvényes, hogy

N = Zl gV4n 3’

|p|<pe

vagyis

1/3
P =1n ﬁﬁ ahonnan A. = 4_713! ~ R, vagyis a Fermi-hullamhossz a részecskék
- gV F 3 N

ke
atlagos tavolsaganak nagysagrendjébe esik. A Femargia kifejezése didiséggel:

& =

3‘1-91\)
1
>
Uy
)
/—L
o
@‘:L
<|z
—

vagyis a Fermi-energia &rsiséggel efsen novekszik. A rendszer teljes energiaja

E= j47p —dp gZﬂ (2m)*'2 jgmds g2n (2m)3’25 gl?

N = g27mr— 3(2m)3’2 J.gl’zdg g2ﬂ (2m)3’2§ £ ahonnan

E
N

gl w

& .

12



Minden idealis gazr&V = % E , ahonnan

Latszik, hogy zérusdmérsékleten is van nyomasa a gaznak, ami a Pauli-elv kdvetkezménye.
Ebbsl a képletlél szamithaté a T = 0-n is végesnek ad6dd kompresszibilitas:

l1ov _1

TTVeP P

A zérus lbmérsékleti formulal > 0 —ra is érvényesek, amig ,elfajult Fermi-gazzal” van
dolgunk, vagyisA; << R. Mivel A; ~ R, a feltétel

3
A :(4&!) <A =L, ami ekvivalens & <<T_ feltétellel. Behelyettesitve a
3 N 2m7k,T
megfeleb allanddkat és aisiséget, megallapithatd, hogy a vékéen az elektronok Fermi-
hémérséklete a P& nagysagrendjébe esik, vagyis szalmairsékleten egy a vezetési
elektronoknak megfelélsirisédi idealis Fermi-gaz még&en elfajultnak tekinthét Azt
természetesen kulon meg kell vizsgalni, hogy milk@riilmények k6zott és milyen
meértékben lehet jogos az idealis gaz kozelités.

Az alacsony-imérsékleti kmérséklet-fliggés tanulmanyozasahoz el kell mozakdiau T =

0 kozelitésil. A Fermi-fliggvényrl = 0-n Iépcésfuggvény,T > 0-n (T << T¢ ) elkent I1épcss
figgveny. A derivaltjal = 0-n —J(& — & ), migT > 0-n — o(& — ) kiszélesedett valtozatanak
foghato fel. Becsiljik meg a kdvetkeintegralt:

— ¥ &’ _ 1 y+l 1 ; 1 y+1 e/?(s—//)
I (y) - Jeﬂ(g—'u) +1d£ - y+1|:£ eﬂ(£—ll) +1j| y+1j ( ﬁ) (eﬂ(S—#) +1)2 d£1

ahol megjelent a Fermi-fuggvény derivaltja. Azodisg a hatarokon élhik. Bevezetve az
X = Pe helyettesitést, nyerjik a kovetkealakot:

— 1 ¥ y+1 ex_ﬁ#
l (y) ﬁyﬂ y+1.[ (eX—,E,U +1)2 dx
Az integrandus eg\3u korli kiszélesedett delta-fliggvény, ami egyrégztrgan lecseng,
vagyis a hatar kiterjesztliet o -ig, masrészt az igy mar szimmetrikus integran@udtorul
sorba fejtve csak a paros tagok adnak jarulékot:
kT jz
# )

y+l 00

_ ,L[y+1 L
2 An(Y) (ﬂﬁ)zn y+1[ +A2(y)(

I(y)=£ yr12
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ahol szamunkra most csak az a fontos, hégy és A >0. A részecskeszamot ki tudjuk
fejezni egyrészt a nullasmérsékleti 6sszefliggéessel:

2
Ledz

Vv 2
N = g2r— (2m)?*=¢%¥2 =C
g2 5 (em) e T =Cge

masrészi homérsékleten

N=Cl(y=1/2) = 0;13/2%{“ A(y= 1/2)( kZTj J

Osszehasonlitva a két formulat, és sorbafejy€ €< 1) megkapjuk a kémiai potencial
vezed rendi korrekcidjat:

el et

ahol az utolsé lépésben kihasznaltuk, hogy a képoncial helyére a Fermi-energiat irva
csak magasabb rendben kovetlnk el hibat. Két faatadsag van: Bszor, hogy a vezét
rendi korrekcié negativ. Ez nem megéeiszen a nagy pozitiv, zérudrhérséklei értékol
nagyon magasdmeérsékleten véguil ugyanoda kell konvergalni (klksszlimes), mint a
Bose-rendszereknek, amelyeknél a kémiai potenegétiv. Masodszor: a veéetorrekcio
masodrendl T-ben.

A rendszer teljes energiaja:

—_ — — 2 5/2 — kBT i
E—Cl(y—3/2)—Cg,u {1+A2(y—3/2)( u j J

ahonnan az egy részecskéré esergia

2 2
E_3 1+kons kel :§5F 1+cons T :
N 5 M 5 Te

Innen a Fermi-rendszebkapacitdsanakdmeérseékletfiiggésétmearis 6sszefliggés adodik:

_(0E _ T
C, _(G_Tj,\,,\, = Nchons{fj.

Latszik tehat, hogy teljesil a termodinamikaddéfele. Ha ezt a formulat 6sszevetjik az
klasszikusan érvényes ekviparticiobol nyefhiszefliggessel, = (3/2)Nk;, akkor
értelmezhet a fenti képlet gy, hogy a szabadsagi fokok széstaken a mérséklettel (a
szabadsagi fokok ,kifagynak”). Csupan a Fermi-erzekgrnyékeén, egk,T szélesség
savbol szarmazik jarulék (l. az abrat). Ennek diRdwiaz oka: a mélyen fekvallapotok
gerjesztéséhez a termikusan rendelkezésre allévellnagyobb energia kellene.
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KsT
Idealis Bose-gaz
Vizsgaljuk meg az eddigiek tikrében, hogyan alazidealis rendszerek kémiai potencialja
a hvmérséklet fliggvényeében:
4 HialkeT

IkgT
: Hr/ksT

_|V

?
He/keT

v
Mi torténik a Bose-rendszer kémiai potencialjadataony lbmérsékleten?

N = QZITX (2m)3’2°]51’2;d£ = C(kBT)3’2°] X" dx,
h® 5 e JevT -1

ahol a =-8u >0. Az utolso integralr monoton csokkehfuggveénye, maximumat tehat
a =0-nal veszi fel:

w 12
X

N, (T) =C(kgT)*? |=—dx.
o(T) = CllT)** [y o

Ha adott térfogaton éiimérsekleten noveljuk a részecskék szamat, a fokriulanél
ervenyuket vesztik, hiszen semmi nem akadalyozlegt abbban, hogy ennél toébb részecskét
helyezziink a térfogatba.

A
~ T 32
N/V| N>N,
a="7? N <N
a>0
TV
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Az &brérol latszik, hogy a késpkles tartomanyba Ugy is el lehet jutni, hogy réegri
részecskeszam mellett csokkentjlukomBrsékletet.

Hol kévettlink el a gondolatmenetiinkben hibat? Amioallapotok szerinti 6sszegzésr
attérink az energia szerinti integralasra, fekztalk, hogy nincsen olyan allapot, amelyikben
a részecskek makroszkopikus hanyada tartézkodmeilyeng allapot a termodinamikai
hatéresetben az allapotssegbe delta-fliggvény jarulékot adna, amit nem mktti

figyelembe. Fizikailag ez az allapot az egyrészeadlpallapot. A formulakat tehat

korrigalni kell:

N = NO+N€>O'

Eddig csak a masodik tagot vettuk figyelembe.NEg N (T esgtében rendben is van.
N > N.(T) -nél viszont @, az alapallapot degeneraltsaga)

N, = g,n(¢ =0) :eg—ol — o0 a TDL-ben.

a

Vagyis

N < N.(T) N, a TDL-ben elhanyagolhatp a >0
N >N_(T) N, ~©(N) a~0O(@/N)

Lattuk, hogy az idedlis bozonok kdzott effektiv zdrkdlcsdnhatas 1ép fel. Ennek tudhato be,
hogy adottT, homeérsékleten makroszkopikus szamu részecske jatesikaz alapallapotban.

Ennek a fazisatalakulas-s#éen jelenségnek a neve: Bose-Einstein kondenzacio.

3/2 3/2
T T
T <T, hsmérsékletenN,,o, = N (T) = NC(TO)(T—] = N(T—j , mivel T, -ban még
0 0

éppen nincs alapallapoti jarulék.

T 3/2
M:N—NM:N@—PJ J
TO

A

Ny /N
1_

»

I »
1 T/ Ty

A TDL-ben ap kémiai potencialt 0-nak lehet tekinteni. A kondenzatum, vagyis az
alapéllapoti hanyad nem ad jarulékot sem az energiaba, sem a nyomashoz rfietsztex
energiaja:
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1/2
X

de = 9277% (2m)*/2(k,T)¥? jex—_ldxzkaT)S’zKonst

0

\% iy 1
E = g2m— (2m)*? |&¥? ———
g h3 ( ) 6[ eﬂé‘ _1

Az éltalanosan érvéenyd’V :gE kifejezést felhasznélva

P = Konsi(k,T)*?

Vagyis a nyomas nem fiigg a térfogattdl! A komprésktAs az atalakulasi pont alatt
végtelennek adddik, ugyanugy, ahogy a valddi kordeidnal, a folyadék-gaz atmenetnél.
Hangsulyozni kell azonban, hogy ez az atalakulas a&alds, hanem az impulzus-térben
jatszodik le.

A

P
Vo (N,T)

V »
Valodi, kélcsénhaté gazokban megvalositott Bosestein kondenzacidért 2001-ben kapott
Cornell, Ketterle és Wieman Nobel-dijat.

Fotongaz, lbmérsékleti sugarzas

Tekintsuink egy Ureget, amelyben az elektromagresgszas a fallal termikus egyensulyban
van. Tudjuk, hogy a sugarzasi tér oszillatormoédusdlonthato. Ezek kvantaldsaval jutunk el
a fotonokhoz. A Maxwell-egyenletek linearitasa kitkeetében az oszcillatorok fliggetlenek,
igy a fotongaz idealis (kblcsdnhatas-mentes) l&$ntonok spinjes=1 , vagyis bozonok, de
g =2 csupan, a két polarizacios iranynak (ill. a ké&tférkularis polarizaciénak)

megfeleben. Ez azzal van kapcsolatban, hogy a foton nyugélmege 0. A foton energiaja,
frekvenciaja és impulzusa k6zott az alabbi 6sszgfsgk érvényesek.

E=hv
hv
c

Ny

p=
tehat a fotonok diszperzids relacioja

£=cp,

eltéen az eddig targyalt, nem-relativisztikus edef fotonok a falban keletkeznek illetve
elnyebdnek, ezaltal az Uregben a szamuk nem allandé, @zfogat és admérséklet

hatarozza meg. Tehéat a szabadenergiaban a részamskparaméter, aminek egyensulyi
értékét éppen a szabadenergia minimuma hatarozza me
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Masrészt altalanosan érvényes, hé;%: M, amiBl x4 =0 adodik. Az atlagos betoltési

szam:

1
P -1’

n(p) =

Nem jelent ellentmondast a fenti formuyla= 0-val valé hasznalata, mert az egyrészecske-
energia mindig pozitiv (0 energigju foton nem lé&gz

3
8:;/ %vzd V= %vzdv allapot van. A térfogategységre juto

(p, p+dp) -ben 2%47p2dp:

energiau(v) spektrélis eloszlasat keressuk:

8nv hv

2
vody
c® e -1

Vu(v)dv =

Ez a hires Planck-féle sugarzasi térvény, amelaatummechanika elinditoja volt.

_8m (k1) 7
¢ hn €e-1

u(v)dv dn,

ahol azn = phv helyettesitést tettik.
3 —
I -1

1.42%

v

7= 2821 7

O O
A maximum helye /" :i_VT' vagyisv? allando. Ez a Wien-féle eltol6dasi térvény, ami
B
megmutatja, hogy maximumhelye a frekvenciaban az abszodimérseklettel aranyos.
Erdemes megvizsgalni a hatareseteket.

a) hv <<k,T . Ez a klasszikus hatareset, amivel mar korabbglalfmztunk. Minden
oszcillator médushok,T energia tartozik. A nyert 6sszefuggés a Rayleigimgaorveny.
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u)dv =k,T i—?vzdv

\ﬂ_—/
oszcillataok szama

b) hv >> kT . llyenkor jutunk el a Wien-féle sugarzasi torvéeygh
— P 877 2
u(y)dv =e hv?v dv,

ami egy empirikus torvény és jol leirja az enengjiagseget a nagy frekvencias hataresetben.
Ismeretes, hogy a kvantummechanikat elinditoé Pldéleksugarzasi torvény ennek a két
formulanak az interpolaciéjabdl sziletett.

A sugarzasi tér termodinamikajat a Planck formulldditet szarmaztatni. Az Gregbendév
tér teljes energidisiségére levezethieh Stefan-Boltzmann térvény:

¥ 8m (k. T)* ¢ n° 4o_,
= dyp=—""2187 dn=—T ,
Ju(v) T W Je” 1977

<|m|

ahol az integral értékének felhasznalasawak@s°ky; /15¢°h® Stefan-Boltzmann allandé
kiszamithat6 az univerzalis allanddk segitségével.

A fotonok szamanak varhat6 értékére

dp~T?3

— 8wNT 1 8V (k. T)*t n?
=— vidy =——2
o Jeﬂh“—l ¢ hn J¢-1

Tudjuk, hogy

vagyis a nyomas nem fligg a térfogattdl (hasonl@agtaakulas alattidmérsékleteken a
bozonoknal, ahol a TDL-ben szintgn=0).

A hékapacitasra

o0E 160, , ;5
=|—=| ===VT
< (OTJ\, c

kobos lbmérsékletfiiggés adodik. Ennek megiédel a lhkapacitas elinik T — 0 -ra,
0sszhangban a termodinamika harmadiktelével.
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Szilard testek termodinamikaja

A kristalyos szilard test vaza atomokbal, vagy ikim@ all, amelyek egyensulyi helyzetik
kordl kis rezgéseket végeznek. A mechanikaban takskerint be lehet vezetni a
normalkoordinatékat és a kis amplitudéju rezgézek enormalkoordinatak segitségével
felirhatdk, mint fliiggetlen oszcillatorok jarulékakneredi. Az ilyen oszcillatorokra
alkalmazva az ekviparticio tételét megkapjuk a Dgl®etit szabalytC, = 3Nk,T .

Alacsony tbmérsékleten természetesen kvantum-effektusok Iéf@hekzek leirasahoz az
oszcillatorokat kvantélni kell. Ha tekintiink egy dushoz tartoz6 oszcillatort, akkor az az
energiajanak megfel&n kilonboé gerjesztési allapotban lehet. Mivel az oszcillator
egymast koveét energiaszintjei kozott a kulonbség mindig , azn-edik szintre gerjesztett
oszcillator felfoghat6, mintha adott frekvenciaju ,kvazirészecske”, fonon lenne a
rendszerben. Ezek kollektiv gerjesztések, hisagormalkoordinaték kiszamitasahoz az
egész rendszert figyelembe kellett venni. Valokl@nszempontbol Ugy viselkednek, mint a
részecskeék: alkalmazni lehet rajuk a Bose-Eingtitisztikat. A szamuk nem éallando, tehat a
fotonokhoz hasonloan a fononok kémiai potencidljaulla. A hanghullamokban a frekvencia
aranyos a hullamszammal. Ennek megéalellesznek olyan mdédusok, amelyekre cp,

aholc a hangsebesség. Innen:

_ S hy
E =VKonst |———v-dv
Jeﬂhv _1

Latszik, hogy a helyzet nagyon hasonlo6 a fotonoklAozagy kilénség, hogy ott a modusok

szama vegtelen, itt pedig véges: megjelenik eDebye frekvencia, ami éppen a szabadsagi
fokok véges szamaval kapcsolatos. Egészen alatgom§rsékleten azonban ennek nincsen
jelentsége, tehat az integralas kitolhaté végtelenbefé@maokra kapott formulak

yays

van egyT?-0s jaruléka.

A vezebk esetében a legegystibb modell, ha feltételezzik, hogy a vezetési etekik
kolcsbnhatasmentes fermionok. Lattuk, hogy széiedisékleten nem adnak Iényeges
jarulékot a fajldbe, mivel a Fermi-tmérséklet ennél joval magasabb. Egészen alacsony
hémérsékleten azonban lathatova valik a fermionoédiis fajlbje, mivel lassabbariinik el,
mint a racsrezgések kdbds jaruléka. Természetesegetebk és a vezék fajhdje T =0-n
egyarant elinik, ahogy ezt a harmadikt&tel megkdveteli.
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