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George Green eredetileg
mikedveld matematikus  volt,
— eredeti foglalkozasat tekintve
molnar, malom tulajdonos, -
de munkdssaga mindenképp
a legnagyobb matematikusok
kdézé emeli. Eredetileg a
Maxwell egyenletekben fellépd
parcidlis differencial egyenletek
megoldasat tanulmanyozta,

A Green csalad
George Green szélmalma Sneintonban,
de az altala kidolgozott (1793-1841) ma Nottingham része

mddszer altalanosan elterjedt a
differencialegyenletek megoldasa
soran és a fizika szamos teruletén
felbukkan.
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Linearis differencial operatorok

Legyen V a legalabb n-szer derivalhaté R — R képezd fligvények alkotta linearis
vektortér. Jeldljon A egy V-bdl V-be képzd miveletet: A : V — V. Ha A teljesititi a
linearitasi feltételeket: A(au + Bv) = aAu + BAv, u,v € V, akkor A-t linedris
operatornak nevezzik. llyen mivelet lehet a derivélas is. Egy n-ed rendd, linearis
differencidloperatort a kbvetkezéképpen irhatunk fel:

d dZ a"
L = aop(x) + ai(x )d + ax(x )d 5 —|—...andxn

Nyilvan
2 n
£3(x) = ao((x) + () L+ () 7L+ L

A differencialoperator segitségével a kovetkezdképpen irhatunk fel egy linearis
homogén és inhomogén differencialegyenletet:

Ly(x) =0,  Ly(x)=/f(x)
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Green flggvény

Egy L linearis differencialoperator Green fliggvényét a kovetkezdképpen definialjuk:
E(X)G(x7 xl) = 5()( - xl) )

ahol a £(x) jel8lés azt jelenti, hogy a differencial operator az x valtozéra hat. Altalaban
kirovunk valamilyen hatarfeltételt is a Green fliggvényre, legtébbszér megkdveteljik,
hogy G(x,x') =0, ha x < a.

Inhomogén differencidlegyenlet egy partikulasis megoldasa:

Ly =F0), 9yl = [ Gl )
Behelyettesités:
E/G(x, ) ()dx' = /[,G(x, ) f(xdx' = /6(x —x"Nf(Ndx = f(x)
6(x—x")

ahol feltételeztlk, hogy az integralas és a differencialas felcserélhetd miiveletek.
G(x,x') = 0 és y,(x) = 0 ha x < a. Ez azt jelenti, hogy az inhomogén tagot az a-ban
kapcsoljuk be.
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Elsérendd, linearis differencialegyenlet Green fliggvénye

Elsérend( lineéris differencialegyenlet:

/ d / / /
YAp@y=£1), L Gu0)+p)G(,1)=6(t—1)
A Dirac delta csak akkor kiilonbozik nullatél, hat =+, igy har < ¢ ést > ¢ akkor
G(1,¢") ardnyos a homogén megoldassal:

n [ aw() ha </t
G(t’t)*{cm(z) h t>7

A hatéarfeltétel szerint G(1,1') = 0, ha t < a, ezért ¢; = 0! Integraljuk a
differencilegyenletet ¢ korll egy kicsiny e tartomanyon:

' +e

p(0)G(t, 1 )dt = / S(t—1)dt =1

t'—e

' te ' +e

. 0] /

l% - aG(r,t )dt + /ﬂie
Az egyenlet jobb oldala egységnyi, hiszen a Dirac delta integralja barmilyen kicsiny
intervallumon, amely az argumentuma zérushelyét tartalmazza egy. Tételezziik fel

hogy p(t) és G(t,t') korlatos. Ebben az esetben a baloldal masodik tagja eltlinik, ha
e-nal tartunk nulldhoz.

G({t'+,)-G({'—,f)=1,
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Elsérendd, linearis differencialegyenlet Green fliggvénye

G({'+,{) - G({'—,{)=1,
A Green flggvénynek ugrasa van, ha t = ¢'. A perem feltétel szerint, G(a,?') = 0,

c1 = 0 A Green fliggvény ugrésa t = t'-ben akkor teljesllhet, ha a ¢, allandot Ggy
valasztjuk meg, hogy G(',') = 1:

n_ [0 ha a<t<t
G(t’t)_{ coy(t) ha t>7¢

A homogén egyenlet megoldasa y, (1) = e/ 7%
Elsérendd,linearis differencialegyenlet Green fliggvénye:

G(t,t) = e PO=Q(r — 1) J
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Elsérendd, linearis differencialegyenlet Green fliggvénye

Korabban lattuk:
y +P(t)y = q([) , M([) — efp(t)d[

1 ! ! !/ 1
"0 = o5 / ol Yald Yol + €t = 30+ Coul).

ahol C a szabad paraméter a kezdodfeltétel teljesitéséhez. Legyen P(r) = / p(r)dt, a
p(r) flggvény primitiv figgvénye. Ekkor a megoldast a kdvetkezbképpen irhatjuk fel:

t
y(t) = e "0 / & Dq()dl + ce O

Nyilvanvaléan y; (1) = ¢~ ") a differencialegyenlet homogén megoldasa. Allitsuk el a
Green fliggvénnyel a partikularis megoldast:

o0 oo 1
() = / G(1,)q(f)di' = / e JPDEQ (¢t — g (' Vdl = / e~ I g af!
_ /' efp(t)JrP(r’)q(I/)dt/ — PO /1 eP(t')q([/)dt/ ,

amely megegyezik a partikularis megoldassal.
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Elsérendd, linearis differencialegyenlet Green fliggvénye

Példa feladat:
Homogén magneses térben egy R ellenallasl, m témg rid surlédas nélkil csuszhat
egy sinparon. A sinre peridédikusan valtoz6 feszliiltséget kapcsolunk a r = 0
pillanatban. Milyen lesz a radd mozgéasa?

XXX X X FX XX X XX X XX XX XXX
XXX X X J XXX X XXX XX XXX X
V(t) = Vosin(of) CIX X X X X J[X X X X X X X X X X X @&X X

b
><><><><><XR><><><><><><><><><><><><><><

A mozgas soran indukalt fesziiltség:V; = BDv, a ridra haté erd F = IdB, a
hurokegyenlet és a mozgasegyenlet:

Vosin(wt) — IR — Bdv =0, mv = IdB

A rud sebességét leird differencialegyenlet:

v+ Bd V= VodB sin(wr)
mR =
. . o aig Bd* B
Vezessiik be a kdvetkez0 jeldléseket: a = d , 8= Vod .
mR Rm
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Elsérendd, linearis differencialegyenlet Green fliggvénye

A differencialegyenlet az Gj valtozokkal:
v+ av = Bsin(wr)
A homogén megoldas: v, () = Ae~*". A Green fliggvény:
G(t,/)=e 0@ 1) .

A partikularis megoldas:

(1) = / G(1,1)Bsin(wt)di’ = / e Q1 — 1) B sin(wr)dr'
0 0
Tudjuk, hogy ©(r — ') = g ha t < ', ezért médositsuk az integrél felsé hatarat:
1 t
vp(t) = / e =) Bsin(wr’)dl = eio"/j/ e®" sin(wt')dr’
0 0

Bontsuk fel a sin(wt’) fliggvényt exponencidlis fliggvények Gsszegére:

1 S o
sin(wt') = % (e“‘” —e )
i

Green fliggvény 9/13



Elsérendd, linearis differencialegyenlet Green fliggvénye

A partikularis megoldas:

_ 4 ’o _ 4 1 N Y
Vp(t) —e alﬂ/ o0 sm(wl')dl’ —e oa/@/ 5 (e(a+lw)l _ e(a iw)t )dt/
0 o <!

3 1 1 1 B 1 (a+tiw)t (a—iw)t
=e B — — - + Be™ ¥ — ¢ — — ¢ -
2i \a—iw a4+ iw 2i \ a+iw a— iw

o~ Bw Ba . -
= o, + P sin(wt) e cos(wt)
A teljes megoldas:
. —at 5“} 506 : _ —at
v(it)=e Prr Tt sin(wt) PR cos(wt) + Ce

A partikularis megoldas ¢ = 0-ban eltlinik - a hatarfeltételnek megfeleléen - ezért a
homogén megoldas egyiitthatéja C = 0 lesz.

v(t) = e P + pa sin(wr) —

i T orw cos(wt)

w
a2+w2

Green fliggvény



Masodrendd, alland6egyitthatéds differencialegyenlet Green fliggvénye

(1) +ay' (1) + by(1) = £(1)

Az allandé egyithatos differencialegyenletek esetén van egy plusz szabadsagunk. Ha
az y(r) fuggvény kielégiti a differencialegyenletet akkor az y(¢ — ¢) fliggvény kielégiti
azt: y'(t — ') + ay'(t — ') + by(t — ') = f(¢ — ') differencidlegyenletet. Altalanos
linearis differencialegyenlet esetén , amikor az a, b egyiitthaték maguk is fliggnek #-tél,
ez nem &ll fenn! A Green figgvény megszerkesztéséhez keressiik a kdvetked
egyenlet megoldasat:

G'(t) + aG'(t) + bG(t) = (1) ,
majd helyettesitsiik z helyére 1 — ¢'-t. A Green fliggvénynek itt is ugrasa van ¢ = 0-ban,
ezért keressik G(r) = yx(r)©(r) alakban és helyettesitsiik be az egyenletbe.
Szlikséglnk lesz a Green flggvény els6 és masodik derivaltjara:

S0 = ¥ (0O + 1(0)5()

S8 = ¥/ (0O + 1(0)3(1) + 1 (0)3'(1)
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Masodrendd, alland6egyitthatéds differencialegyenlet Green fliggvénye

L300 = DO +n(O3() . L) = ¥ (DO) +¥,(0)5() + 1(0)5'()
Helyettesitstk be a G (1) + aG'(¢) + bG(r) = 6(¢) differencialegyenletbe:
OO +3(0)3(1) +3(0)8' (1) +a ((DO) + 3 (0)5(1) + (N1 = 50
G (1) G/ (1) G(1)
(070) + (1) + 34(1)) ©(0) + 34(0)(1) + 34(0)8' (1) + 3 (0)5(1) = 61

Ahhoz, hogy a jobb és baloldal megegyezzen, a kdvetkezd hatarfeltételeket kell
teljesitenie a homogén megoldasnak:

w(0)=0,  y(0)=1

Masodrend, allanddéegyutthatos differencialegyenlet Green fliggvénye

G(t—1t) =yt —1)0(t—1)
w(©0) =0,  y(0)=1
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Csillapitott rezgdmozgas Green fliggvénye

A gerjesztett, csillapitott rezgémozgas mozgasegyenlete:
L2,
X+ ;x—l—wéx:f(t) ,

ahol w? = D/m és T = 2m/a. A karakterisztikus egyenlet gydkei: A1, = 1/7 + iw, ahol

w=1/w}— % A homogén megoldas:

yu(f) = e 7 (A cos(wt) + Bsin(wt))
yi(t) = f%efﬁ (A cos(wr) + Bsin(wt)) + e T (—Aw sin(wt) + Bw cos(wt))
A hatérfeltételek:
y(0)=A=0, yﬁ,(O):—%A—l—wB: 1=A=0, B:é

A csillapitott rezgdmozgas Green fliggvénye

G, 1) = ie-%-”) sin(w(t — £))0(t — )
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